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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n, liczby

n, n°, n?, n'?, o7 ...

maja jednakowe cyfry jednosci.

Szkic rozwigzania

Zaczniemy od wykazania, ze dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n, liczby n oraz n
maja jednakowe cyfry jednosci.

Zauwazmy, ze jesli cyfra jednosci liczby A jest cyfra a, a liczby B — cyfra b, to cyfra
jednoéci liczby AB jest cyfra jedno$ci liczby ab. Opierajac sie na tym spostrzezeniu mozemy,
znajac cyfre jednoéci liczby n, wyznaczyé kolejno cyfry jednoéci liczb n?, n* i n®. Wyniki
przedstawia nastepujaca tabela.

5

cyfra jednosci liczby n 0/1(2(3/4|/5|6|7|8|9
cyfra jednosci liczby n? |0 |1 49656941
cyfra jednosci liczby n* |0 |16 1|65 |6|1]6|1
cyfra jednosci liczby n® |0 |1 |2 |3 |4 [5[6 7|89

Widzimy zatem, ze w kazdym z dziesieciu przypadkéw, cyfry jednosci liczb n oraz n® sa
réwne. Innymi stowy, liczba n° —n jest podzielna przez 10.

Stad wynika, ze 10|n*(n—n), czyli 10|n®—nS. A zatem 10|n*(n
Kontynuujac to rozumowanie dochodzimy do wniosku, ze liczby

n, n°, n?, n'?, o7 ...

9 9

—n®), czyli 10|nt3—n?.

maja jednakowe cyfry jednosci.

Uwaga

Rozwigzanie opiera sie na spostrzezeniu, ze liczba n® —n jest podzielna przez 10. Inny
dowdd tej podzielnosci mozna znalezé w artykule ,,O n kolejnych liczbach”, Kwadrat nr 5
(czerwiec 2012), zadanie 3.

2. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym AD+ BC=CD. Dwusieczne katéw
BCD i CDA przecinaja sie w punkcie S. Udowodnij, ze AS = BS.

Szkic rozwigzania

Niech F bedzie takim punktem na odcinku C'D, ze DE = AD. Wéwczas CE = BC.
Trojkaty ADS i EDS sa przystajace (cecha bok-kat-bok), a zatem AS = ES. Analogicznie
z przystawania tréjkatéw BC'S i EC'S wynika, ze BS =FES. Laczac dwie ostatnie rownosci,
uzyskujemy teze.

3. Liczba naturalna n jest co najmniej trzycyfrowa. Jezeli pomiedzy cyfre setek a cy-
fre dziesigtek tej liczby wpiszemy znak mnozenia, to po wykonaniu mnozenia otrzymamy
potowe liczby n. Wyznacz wszystkie liczby n o tej wlasnosci.
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Szkic rozwigzania

Liczbe n mozemy zapisa¢ w postaci n=100a+b, gdzie a jest dodatnig liczba calkowita,
natomiast b — liczba co najwyzej dwucyfrowa. Woéwczas warunek opisany w tresci zadania
przybiera posta¢ réwnosci

(1) a-b:%(100a+b).

Przeksztalcajac rownowaznie te zaleznosé, uzyskujemy kolejno
2ab=100a+b
2ab—100a —b+50 =50
(2a—1)(b—50) =50.
Stad wynika, ze liczba 2a — 1 jest dodatnim i nieparzystym dzielnikiem liczby 50, a zatem
jest ona réwna 1, 5 lub 25. Mozliwe sa wiec trzy przypadki.

(1) Jesli 2a—1=1, to b—50=50. Wtedy jednak b=100, co stoi w sprzecznosci z zalozeniem,
ze liczba b jest co najwyzej dwucyfrowa.

(2) Jesli 2a—1=05, to b—50=10, czyli a=3 oraz b=60.

(3) Jesli 2a—1=25, to b—50=2, czyli a =13 oraz b=>52.

Istnieja zatem dwie liczby n =360 oraz n =1352, ktore spelniaja warunki zadania.
Uwaga

Metodzie rozwiazywania rownan typu (1) zostal poswiecony artykul ,Sztuczka z ilo-
czynem”, Kwadrat nr 5 (czerwiec 2012).

4. W balu wzieto udziat 102 krolewiczow i 103 krélewny. Po balu okazalto sig, ze kazdy
krolewicz zatanczyl z taka sama liczba krélewien. Udowodnij, ze pewne dwie kréolewny
zatanczyly z taka sama liczba krolewiczow.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez a; liczbe krolewiczow, z ktorymi zatanczyla i-ta krélewna. Liczby a; sa
catkowite i naleza do przedziatu (0,102). Przypusémy, ze kazda krélewna zatanczyla z inna
liczba krélewiczéow. Ciag aq,ase,...,a103 zawiera woéwczas 103 rozne liczby, czyli wystepuje
w nim dokladnie jeden raz kazda liczba calkowita z przedziatu (0,102). Wobec tego

102-103
ay +a2+...—|—a103 :O+1++102: T :5253,
a zatem na balu tanczyly 5253 rézne pary.
Z drugiej strony, kazdy krolewicz zatanczyt z taka sama liczba krélewien. Oznaczmy
te liczbe przez k. Stad wynika, ze na balu tanczyto 102-k réznych par, czyli 5253 =102- k.
Otrzymalidémy sprzeczno$é, gdyz liczba 5253 nie jest podzielna przez 102.

Uwaga

Metoda rozwigzania polega na obliczeniu na dwa sposoby, ile réznych par tanczyto.
Uzyskanie dwéch réznych wynikéw pozwala stwierdzi¢, ze sytuacja, w ktorej ,kazda kro-
lewna zatanczyta z inna liczba krolewiczow”, nie moze mie¢ miejsca. Inne przyktady zasto-
sowania tej metody mozna znalez¢ w artykule ,Oblicz dwoma sposobami”, Kwadrat nr 6
(wrzesien 2012).

5. Odcinki AD i BE sa wysokoSciami trojkata ostrokatnego ABC. Po zewnetrznej
stronie trojkata ABC zbudowano kwadrat ABK L oraz prostokaty BDMN i AEPQ, przy
czym BN = B(C' oraz AQ = AC. Udowodnij, ze suma pdl prostokatow BDM N i AEPQ jest
rowna polu kwadratu ABK L.
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Szkic rozwigzania
Oznaczmy przez R i S punkty przeciecia wysokosci trojkata ABC' poprowadzonej
z wierzchotka C' odpowiednio z prostymi AB i KL. Trojkaty prostokatne AEB i ARC
majg wspélny kat przy wierzchotku A, a zatem sg podobne. Wobec tego
AE AB
AR AC’
Podstawiajac do ostatniej rownosci AC = AQ) oraz AB = AL, otrzymujemy
AE-AQ=AR-AL, czyli [AEPQ]=[ARSL],
gdzie [F] oznacza pole figury F.
Analogicznie dowodzimy, ze [BDM N|]=[BRSK]. Dodajac stronami dwie ostatnie réw-
nosci, uzyskujemy teze.

wiec AE-AC=AR-AB.

6. W ostrostup SABCD, ktorego podstawa jest czworokat wypukly ABC D, mozna
wpisaé sfere. Udowodnij, ze SASB+<4CSD=<BSC+<IDSA.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez P, ), R, T punkty stycznosci sfery odpowiednio ze $cianami ABS),
BCS, CDS i ADS. Odcinki SP i SQ, o wspolnym koncu S, sa styczne do danej sfery
w punktach P i @, a zatem SP = S(@). Analogicznie BP = BQ. Wobec tego trojkaty BSP
i BSQ sa przystajace (cecha bok-bok-bok), skad wynika, ze <BSP = $BSQ.

Analogicznie dowodzimy, ze SCSR = JCSQ, SDSR=<DST oraz <ASP = JAST.

Dodajac otrzymane réwnosci katéow stronami, otrzymujemy teze.

7. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby calkowite n, dla ktérych liczba n® —7n jest
kwadratem liczby calkowitej.

Szkic rozwigzania
Rozwazymy dwa przypadki.

(1) Liczba n nie jest podzielna przez 7. Wtedy liczby n i n? —7 sa wzglednie pierwsze.
Istotnie: niech d bedzie wspélnym dzielnikiem liczb n i n? —7. Skoro d|n, to d|n?, a zatem
d jest dzielnikiem liczby n? — (n? —7) =7. Z zalozenia wiemy, ze d # 7, wiec d = 1.

Poniewaz liczba n® —7n=mn(n?—7) jest kwadratem liczby catkowitej, a liczby n i n?—7
sa wzglednie pierwsze, wiec n=a? i n? —7=">b2, gdzie a i b s3 pewnymi nieujemnymi liczbami
catkowitymi. A zatem a*—7="52, czyli (a®—b)(a®+b)="7. Stad wyznaczamy a®>=4, b=3
oraz bezposérednio sprawdzamy, ze liczba n = a? =4 spetnia warunki zadania.

(2) Liczba n jest podzielna przez 7. Niech n="7m, gdzie m jest dodatnia liczba catko-
wita. Wowcezas n® —7n=49m(7m? —1), skad wynika, ze liczba m(7m? —1) jest kwadratem
liczby catkowitej.

Podobnie jak wyzej dowodzimy, ze liczby m i 7Tm? — 1 sa wzglednie pierwsze, wiec
m=c?i7Tm?—1=d?, gdzie ci d s3 pewnymi nieujemnymi liczbami calkowitymi. A zatem
7c* —1=d?, czyli Tc* =d? +1. Analizujac reszty z dzielenia liczby d przez 7, dochodzimy do
wniosku, ze liczba d? + 1 nie moze by¢ podzielna przez 7. Ten przypadek prowadzi zatem
do sprzecznosci.

Ostatecznie jedyna liczbg spelniajaca warunki zadania jest n=4.

Uwaga

Powyzsze rozwiazanie opiera si¢ na spostrzezeniu, ze je$li dodatnie liczby calkowite
a i b sa wzglednie pierwsze, a ich iloczyn jest kwadratem liczby catkowitej, to wéwczas
kazda z liczb a i b jest kwadratem liczby catkowitej. Uzasadnienie tej wtasnosci znajduje sie
w rozwiazaniach zadan czesci testowej tegorocznej edycji OMG (zadanie 7).
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