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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Liczby wymierne a, b, ¢ spetniajg rownanie
(a+b+c)(a+b—c)=c>.
Wykaz, ze a+b=c=0.

Szkic rozwiazania
Przeksztalcamy rownowaznie dang rownosc, uzyskujac kolejno:

(a+b+c)(a+b—c)=c?,

(a+b)*—c*=c?,
(a+b)* =2c2,
la+b] =1e|v2.

Przypus$émy, ze ¢ # 0. Wéwcezas ostatnia zalezno$¢ mozemy podzieli¢ obustronnie przez |c|,

otrzymujac

Cc

Poniewaz liczby a, b, c sa wymierne, wiec takze liczba a+b jest wymierna i w konsekwencji
lewa strona powyzszej réwnosci jest wymierna. Tymczasem jej prawa strona, czyli liczba
V2 jest niewymierna. Uzyskana sprzecznos$é dowodzi, ze ¢ =0, a skoro |a+b| = |c|v/2, to
réwniez a+b=0.

2. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym SACB = 45°. Niech BCED oraz

ACFG beda kwadratami lezacymi na zewnatrz trojkata ABC. Udowodnij, ze érodek od-
cinka DG pokrywa sie ze $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Szkic rozwiazania
Zauwazmy, ze
SFCA+SACB+4BCD =90° +45° +45° = 180°,
skad wynika, ze punkty F', C, D leza na jednej prostej. Podobnie uzasadniamy, ze punkty
E, C, G leza na jednej prostej.
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Oznaczmy przez M srodek odcinka DG (rys. 1). Poniewaz
IDEG =<4DFG=90°,

wiec punkty E, F' leza na okregu o $rednicy DG, ktérego $rodkiem jest punkt M. Wobec
tego symetralne odcinkéw DFE i F'G przecinaja sie¢ w punkcie M.

Z drugiej strony, symetralne odcinkow DFE i F'G pokrywaja si¢ z symetralnymi odcin-
kow BC i C'A, a wiec przecinaja sie w srodku okregu opisanego na tréjkacie ABC. Stad
wniosek, ze punkt M, czyli sSrodek odcinka DG, pokrywa sie ze $rodkiem okregu opisanego
na tréjkacie ABC. To konczy dowdd.

3. W kazde pole tablicy 11 x 11 nalezy wpisa¢ jedna z liczb —1, 0, 1 w taki sposdb, aby
suma liczb w kazdej kolumnie byla nieujemna, a suma liczb w kazdym wierszu byta niedo-
datnia. Jaka najmniejsza liczbe zer mozna w ten sposéb wpisaé w pola tablicy? Odpowiedz
uzasadnij.

Szkic rozwiazania

Niech k1, ks, ..., k11 beda sumami liczb znajdujacych si¢ w kolejnych kolumnach, a w-,
wa, ..., w11 — sumami liczb znajdujacych sie w kolejnych wierszach. Oznaczmy ponadto
przez s sume wszystkich liczb wpisanych w pola tablicy.

7, warunkéw zadania wynika, ze k1 >0, ko >0, ..., k11 >0, skad

s=ki+ka+...+k1 20+0+...4+0=0.
Podobnie, skoro wy <0, ws <0, ..., w1 <0, to
s=witwe+...+w;; <04+04...40=0.

Laczac powyzsze nieréwnosci, dochodzimy do wniosku, ze s =0. Zatem we wszystkich po-
wyzszych nierownosciach zachodzg réwnosci, czyli

k1:k2:...:k11:w1:w2:...:w1120.

Poniewaz suma liczb w kazdym wierszu jest rowna 0, wiec w kazdym wierszu jest tyle
samo liczb 1 co liczb —1. W kazdym wierszu jest zatem parzysta liczba niezerowych liczb.
Tymczasem w kazdym wierszu jest 11, czyli nieparzysta liczba pél. Wobec tego w kazdym
wierszu znajduje sie co najmniej jedna liczba 0, a wiec w calej tablicy znajduje sie co
najmniej 11 zer.
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rys. 2

Pozostaje zauwazy¢, ze mozna uzupekié tablice zgodnie z warunkami zadania tak, aby
znalazlo sie w niej doktadnie 11 zer (rys. 2). W zwiazku z tym szukana najmniejsza liczba
zer wpisanych w pola tablicy jest 11.
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4. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, przy czym $ABC = 60° oraz BC =CD.
Udowodnij, ze AB=AD+ DC.

Szkic rozwiazania

Poniewaz $ADC =120° > 60° = YABC oraz ¥BDC = $<DBC, wiec
YADB = YADC —<4<BDC > JYABC — 4<DBC = JABD.
Stad AB > AD. Na odcinku AB mozna wiec wskaza¢ taki punkt P, ze AP = AD (rys. 3).

rys. 3

Poniewaz BC' = DC, wiec tuki BC i C'D danego okregu (niezawierajace punktu A) sa
réwnej dtugoéci. Stad wynika, ze $BAC =<IDAC, gdyz sa to katy wpisane w ten sam okrag
oparte na tukach réwnej dtugoséci. Wobec tego trojkaty APC i ADC' sa przystajace (cecha
bok—kat-bok) i w konsekwencji PC' = DC = BC.

Wiemy ponadto, ze SABC =60°, skad wynika, ze tréjkat réwnoramienny BCP jest
réwnoboczny. W zwiazku z tym PB = D(C'. Ostatecznie otrzymujemy zatem

AB=AP+PB=AD+ DC,
co byto do udowodnienia.

Uwaga

W rozwigzaniu zadania wykorzystaliémy fakt, ze réwnoéé dtugosci cieciw BC i C'D
pociaga za soba réwnos¢ diugosci tukéw BC' i C'D. Wiecej na temat zastosowania tego
twierdzenia mozna przeczyta¢ w artykule ,,O tukach rownej dtugosci”, Kwadrat nr 14 (gru-
dzien 2014).

5. Liczby catkowite a, b sa dodatnie. Wykaz, ze co najmniej jedna z liczb a, b, a+b
mozna przedstawi¢ w postaci réznicy kwadratéw dwoch liczb catkowitych.

Szkic rozwiazania

Zauwazmy, ze kazda liczbe nieparzysta oraz kazda liczbe podzielna przez 4 mozna przed-
stawi¢ w postaci réznicy kwadratow dwoéch liczb catkowitych. Rzeczywiscie, dla dowolnej
liczby catkowitej n spetlnione sg réwnosci

2n—1=n?>-(n—1)* oraz 4n=(n+1)>—(n—1)>.

Wystarczy zatem wykazaé, ze wérdd liczb a, b, a+b co najmniej jedna jest nieparzysta lub
podzielna przez 4.

Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy liczby a, b oraz a+b sa parzyste i niepodzielne
przez 4. W szczegdlnosci, obie liczby a i b daja reszte 2 z dzielenia przez 4. Wtedy jednak
liczba a+b jest podzielna przez 4, wbrew poczynionemu zaltozeniu. Uzyskana sprzeczno$é
konczy rozwiazanie zadania.
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Uwaga

Mozna wykazac¢, ze zadnej liczby, ktéra z dzielenia przez 4 daje reszte 2 nie da sie
przedstawi¢ w postaci roznicy kwadratow dwoch liczb catkowitych. Dowdd tego stwierdzenia
przebiega analogicznie do rozwiazania zadania 6 z artykulu ,,Réznica kwadratow”, Kwadrat
nr 18 (sierpien 2016).

6. Podstawa ostrostupa ABCD jest trojkat réwnoboczny ABC o boku 1. Ponadto
YADB=<YBDC =<CDA=90°.
Oblicz objetos¢ ostrostupa ABCD.

Szkic rozwiazania
Oznaczmy dlugosci krawedzi AD, BD, C'D danego ostrostupa odpowiednio przez a,
b, c. Poniewaz

IBDC =JCDA=90°,

wiec krawedz CD jest prostopadia do ptaszczyzny ABD. Potraktujmy zatem teraz Sciane
ABD jako podstawe ostrostupa; wtedy krawedz C'D jest wysokoscia ostrostupa opuszczona
na te podstawe (rys. 4). Oznaczajac przez V objetoéé¢ ostrostupa ABCD, a przez [ABD)|
pole $ciany ABD, uzyskujemy

V=-.[ABD]-CD= éalyc: 1a,bc.

6

W =

C

rys. 4

Poniewaz tréjkaty ADB, BDC, C'DA sa prostokatne, wiec korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa, mozemy zapisa¢ uktad réwnan

a?+b’ =1
+ct=1
A+a®=1.

Wobec tego
2a° = (a®* +b*) + (2 +a®) - (B*+A)=1+1-1=1,
o 1. . 1
skad a® = 3w konsekwencji a = —.

V2

W pelni analogicznie wyznaczamy pozostate wielkosci b i ¢, uzyskujac b=c=

S

Stad otrzymujemy ostatecznie
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7. Dane sa takie dodatnie liczby catkowite a i b, ze liczba a+b+1 jest dzielnikiem
pierwszym liczby 4ab—1. Udowodnij, ze a = b.

Szkic rozwiazania
Jezeli liczba 4ab—1 jest podzielna przez a+b+ 1, to rowniez liczba

dab—1+2(a+b+1)=4ab+2a+2b+1=(2a+1)(2b+1)
jest podzielna przez a+b+ 1. Poniewaz a+b-+1 jest liczba pierwsza, wigc jest dzielnikiem
co najmniej jednego z czynnikéw 2a+1, 2b+ 1. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze a+b+1
dzieli 2a+1.
Gdyby spelniona byta nieréwnosé¢
2a+1 S
a+b+1
to przeksztatcajac ja rownowaznie, uzyskalibysmy 2a+1 > 2a+2b+ 2, czyli 2b+1 < 0. To
przeczy jednak warunkowi, ze liczba b jest dodatnia. Wobec tego musi by¢ spelniona rownosé
2a+1
a+b+1
ktéra po przeksztalceniach prowadzi do a =»b. To konczy rozwiazania zadania.
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