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Rozwigzania zadan konkursowych

1. Liczby a, b speliajg warunek 2a+a?=2b+b%. Wykaz, ze jezeli liczba a jest calkowita,
to liczba b takze jest catkowita.

Rozwigzanie

Sposob 1

Dodajac 1 do obu stron réwnosci 2a+a? = 2b+ b2, uzyskujemy 14 2a+a’ =14 2b+b>.
Stad, po wykorzystaniu wzoru (z+y)? =22 +2zy+y?, dostajemy (1+a)?= (1+b)2. Wobec
tego 1+a=1+b1lub 1+a=—(1+b), czyli b=a lub b=—-2—a. W obu przypadkach b jest
wiec liczba catkowita.

Sposob 11
Tym razem w rachunkach uzyjemy wzoru z? —y? = (x+y)(x —y). Przeksztalcajac bo-
wiem réwnowaznie zaleznoéé 2a +a? = 2b+ b2, uzyskujemy kolejno

2a—2b+a?—b2=0,
2(a—0b)+(a+b)(a—b)=0,
(24a+b)(a—b)=0.
Stad wniosek, ze 24+a+b=01lub a—b=0, czyli b=—2—a lub b=a. W obu przypadkach b
jest liczbg catkowita.

2. Dany jest kwadrat ABC D. Punkt FE lezy na przekatnej AC, przy czym AE>FEC. Na
boku AB wybrano punkt F, rézny od B, dla ktérego EF =DE. Udowodnij, ze $DEF =90°.

Rozwigzanie

Sposob 1

Poniewaz BC = DC oraz SBCE =45° = SDCE, wiec tréjkaty BCE oraz DCE sa
przystajace (cecha bok—kat—bok). Stad BE = DE (rys. 1).

Oznaczmy zatem o= SEBD = JEDB. Wtedy <BED = 180° — 2a.

Ponadto BE = DE = EF, wiec YEFB =<JYEBF =45°4+a. W zwigzku z tym

JFEB =180° —2(45° +a) = 90° — 2a.
Wobec tego SDEF =IDEB—<4FEB = (180° — 2a) — (90° — 2a) = 90°, co koficzy dowdd.
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Sposob 11

Oznaczmy przez P i () rzuty prostokatne punktu E odpowiednio na boki AB i AD
(rys. 2). Poniewaz punkt E lezy na dwusiecznej kata BAD, wiec EP = EQ. Ponadto
EF=DFE. W zwiazku z tym, wykorzystujac twierdzenie Pitagorasa, otrzymujemy

PF=\VFEF?-—EP?2=./DE?-FEQ?=QD.
Z zaleznosci tych wynika, ze tréjkaty EPF i EQD sa przystajace (cecha bok—bok—bok).
Wobec tego SFEP=YDEQ. Stad, po dodaniu do obu stron miary kata Q EF, otrzymujemy
IDEF =<4QEP. Ale QEP =90°, wiec réwniez <DEF =90°. To koficzy dowdd.
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rys. 2

Sposob 111

Podobnie jak w sposobie I uzasadniamy najpierw, ze BE = DE (rys. 3). Rozpatrzmy
nastepnie okrag o srodku F i promieniu BE. Poniewaz BE = DFE = FE, wiec okrag ten
przechodzi przez punkty B, D i F. W zwiazku z tym kat DEF' jest katem Srodkowym

opartym na tuku DF'. Ma wiec on dwa razy wieksza miare od kazdego kata wpisanego
opartego na tym tuku, w szczegélnosci kata DBEF. Zatem SDEF =24DBF =2-45° =90°.

3. Dane sa takie dodatnie liczby catkowite a, b, dla ktorych liczba 5a+3b jest podzielna
przez liczbe a+b. Wykaz, ze a =b.

Rozwigzanie
Sposdb 1
7, warunkow zadania wynika, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita k, dla ktérej
5a+3b=k(a+0b). Przeksztalcajac te zaleznosé, uzyskujemy kolejno
5a —ka=kb—3b,
(5—k)a=(k—3)b.
Liczby a, b sa dodatnie. Zatem jesli k> 5, to lewa strona ostatniej réwnosci jest ujemna
lub réwna 0, podczas gdy jej prawa strona jest dodatnia. Podobnie, jesli k£ < 3, to lewa tej
samej rownosci jest dodatnia, podczas gdy jej prawa strona jest ujemna lub réwna 0. Wobec

tego k musi by¢ rowne 4. Podstawiajac zatem k=4 do uzyskanej wyzej rownosci, dostajemy
a =", co konczy dowdd.

Sposob 11
Podobnie jak w sposobie I rozpoczynamy od obserwacji, ze istnieje taka dodatnia liczba
catkowita k, dla ktorej 5a+3b=k(a+0b). Wobec tego

. 5a+3b_4(a+b)+a—b:4 a—b

a+b a+b a+b’
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Liczby k i 4 sa catkowite, wiec z powyzszej réwnosci wynika, ze liczba a —b, a wiec takze
i liczba b—a, jest podzielna przez a+0b.

Jesli a > b, to liczba a—b jest dodatnia i mniejsza od a+b, a wtedy a+b nie moze by¢
dzielnikiem liczby a—b. Podobnie, jesli a <b, to liczba b—a jest dodatnia i mniejsza od a+0b,
a wtedy a+ b nie moze by¢ dzielnikiem liczby b—a.

W obu przypadkach uzyskujemy sprzecznos¢, z ktérej wynika, ze a =b. To konczy
rozwiazanie zadania.

4. Punkty K i L znajduja sie odpowiednio na bokach BC'i C'D réwnolegltoboku ABC D,
przy czym
AB+BK=AD+DL.

Udowodnij, ze dwusieczna kata BAD jest prostopadta do prostej K L.

Rozwigzanie

Poniewaz $BAD = <DCB, wiec dwusieczna kata BAD tworzy z prosta AD taki sam
kat, jak dwusieczna kata DCB z prosta CB. W zwiazku z tym, skoro proste AD i CB
sg rownolegle, to takze dwusieczne katéw BAD i DCB sa rownolegle. Wystarczy zatem
wykazaé, ze dwusieczna kata DCB jest prostopadta do prostej K L.

rys. 4

Przeksztatémy dana w treéci zadania zaleznos¢ AB+ BK = AD + DL réwnowaznie
w nastepujacy sposob:
AB—DL=AD - BK,
CD—-DL=BC—-BK,
CL=CK.

Trojkat KLC jest wiec rownoramienny, skad wniosek, ze dwusieczna kata przy jego wierz-
chotku C jest prostopadta do podstawy K L. To konczy rozwiazanie zadania.

5. Tomek zaprosil na zdalne przyjecie urodzinowe 11 swoich znajomych, ktérzy kolejno
beda dotaczaé¢ do spotkania. Tomek dobral gosci w taki sposob, aby niezaleznie od kolej-
nosci w jakiej beda dotaczac, zawsze nowo przybyta osoba znata co najmniej potowe juz
obecnych oséb, wliczajac Tomka. Wykaz, ze wsrdd zaproszonych gosci istnieje taki, ktory
zna wszystkich pozostatych 10 znajomych Tomka.

Uwaga:
Przyjmujemy, ze jesli osoba A zna osobe B, to réwniez B zna A.

Rozwigzanie
Wykazemy najpierw, ze kazdy znajomy Tomka zna co najmniej 9 spoérod pozostaltych
10 gosci.
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Przypusémy, ze tak nie jest. Wtedy pewna osoba, nazwijmy ja A, nie zna pewnych
dwdéch innych oséb, powiedzmy B i C. Gdyby wiec do spotkania zdalnego dotaczyty naj-
pierw osoby B i C, to sposrdd trzech oséb obecnych juz na spotkaniu (B, C' i Tomek) A
znalaby tylko Tomka, a wiec mniej niz potowe wszystkich obecnych. To jednak jest sprzeczne
z warunkami zadania.

Stad wniosek, ze kazdy znajomy Tomka zna co najmniej 9 innych gosci. Gdyby okazato
sie, ze kazdy zna dokladnie 9 innych oséb, to taczna liczba znajomo$ci w grupie 11 oséb
bytaby réowna %~9~ 11, a wigc nie bytaby liczba catkowita. Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi,
ze co najmniej jeden spos$rdd znajomych Tomka musi znaé¢ wszystkich pozostatych 10 jego
gosci.
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Dodatek: Najczestsze btedy w zadaniu 1.

W wielu czytanych przez nas rozwiazaniach zadania 1. czesto pojawialy sie te same nieprawdziwe stwierdze-
nia. W tym dodatkowym materiale postaramy sie wyjasni¢, na czym one polegaly i podaé¢ mozliwie proste
kontrprzyklady. Bledy zostaly podzielone na pieé¢ zasadniczych kategorii, a sformutowania sa w duzej czesci
zaczerpnigte z oryginalnych prac uczestnikéw 2. etapu.

Pierwsza grupa popularnych bledéw dotyczy zbioru liczb rzeczywistych.

Blad 1. Kazda liczba niecatkowita jest liczba wymierna.

Komentarz. lIstnieja liczby niecatkowite, ktérych nie mozna przedstawi¢ w postaci utamka nie-

skracalnego %, gdzie p i q sa liczbami calkowitymi. Nazywamy je liczbami niewymiernymi. Sa

nimi na przyklad v/2 i %, ale takze 7 (co jednak nie ma juz tak prostego dowodu).

Blad 2. Kazda liczba niewymierna jest pierwiastkiem kwadratowym z liczby calkowitej nie-
ujemnej.

Komentarz. Choé¢ zdecydowanie najprostszymi przyktadami liczb niewymiernych sa wlasnie pier-
wiastki kwadratowe z pewnych liczb calkowitych nieujemnych, takie jak v/2,v/3,v/5, ..., to nie
sa to jedyne liczby niewymierne. Wiedzac na przyklad, ze v/2 jest liczbg niewymierna, tatwo jest
uzasadnié, ze 1 + /2 takze jest liczbg niewymierna. Jednak (1+ \@)2 = 3 + 2v/2 nie jest liczba
catkowita.

Blad 3. Suma liczb niecaltkowitych jest liczba niecalkowita.

Komentarz. Zauwazmy na przyklad, ze jesli x jest dowolng liczbg niecatkowita, to —x rowniez
jest liczba niecatkowita, a suma x + (—z) zawsze bedzie réwna 0, czyli jest liczba catkowita. Tak
wiec kontrprzyktad mozemy znalezé juz wsréd liczb wymiernych: % + (—%) =0.

Blad 4. Suma liczb niewymiernych jest liczba niewymierna.

Komentarz. Podobnie jak w powyzszym kontrprzykladzie, mozemy zapisa¢ v/2 + (—v/2) = 0.

Blad 5. Iloczyn liczb niecatkowitych jest liczbg niecalkowita.

Komentarz. Zauwazmy na przyklad, ze % i % sg liczbami niecatkowitymi, ktorych iloczyn %5 =1
jest liczba calkowita.

Blad 6. Iloczyn liczb niewymiernych jest liczbg niewymierng.

Komentarz. Tym razem mozemy zapisa¢ v/2 - v/2 = 2.

Druga grupa dotyczy zapisu dziesietnego liczb rzeczywistych. Najczestszym bledem bylo w tym przypadku
zalozenie, ze zapis dziesietny liczby b jest skonczony, co nie jest prawda nawet dla wszystkich liczb wymier-
nych. Na przyktad % =0,(3) =0,333333. .. ma nieskoriczone rozwiniecie dziesietne, zlozone z powtarzajacej
sie cyfry 3. Piszac ,spdjrzmy na ostatnia cyfre zapisu dziesietnego liczby b (...)” w oczywisty sposéb rozwa-
zamy jedynie te liczby rzeczywiste, dla ktérych wspomniana ,ostatnia cyfra” naprawde istnieje.
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Blad 7.

Blad 8.

W zapisie dziesietnym liczby 0> wystepuje wiecej cyfr po przecinku niz w zapisie
dziesietnym liczby b.

Komentarz. Jest to prawda, o ile zapis dziesigtny b jest skonczony. Co wigcej, w zapisie dziesigtnym
liczby b2 wystepuje wtedy dokladnie dwa razy wiecej cyfr po przecinku niz w zapisie dziesigtnym
liczby b. Istotnie, jesli oznaczymy przez n liczbe cyfr po przecinku w zapisie dziesigtnym liczby b,

to mozemy przedstawié ja w postaci b = 10%, gdzie p jest liczba catkowita niepodzielng przez 10.
2

Woéwezas b2 = bz, a liczba p? wciagz jest niepodzielna przez 10.

Jedli jednak rozwiniecie dziesietne liczby b jest nieskoniczone, to rozwazanemu stwierdzeniu ciezko
jest nadaé¢ sens matematyczny.

Jesli zapis dziesietny liczby b koniczy sie niezerowa cyfra po przecinku, to zapis dzie-
sietny liczby b(2 + b) réwniez.

Komentarz. Znoéw jest to prawda, o ile zapis dziesietny b jest skonczony. Co wiecej, mozna na-
wet pokazaé, ze jesli b jest dowolna niecatkowity liczba wymierna, to b(2 + b) réwniez jest liczba
niecatkowita. Istotnie, zapiszmy b w postaci utamka nieskracalnego %, gdzie p i ¢ sa liczbami
calkowitymi. Gdyby b(2+0) = W bytlo liczba catkowita, to wowczas mielibySmy podzielnos$é
@ | p(2q + p), z ktérej wynika w szczegélnosci ¢ | p(2q + p). Poniewaz jednak p jest wzglednie
pierwsze z g, mozemy zapisaé ¢q | 2¢ + p, skad dostaniemy natychmiast ¢ | p, wbrew zalozeniu

o niecatkowitosci liczby b.

Jedli jednak rozwiniecie dziesietne liczby b jest nieskonczone, to znéw rozwazanemu stwierdzeniu
ciezko jest nada¢ sens matematyczny.

Trzecia grupa popularnych btedéw dotyczy wlasnosci wyrazenia 2z + z2.

Blad 9.

Blad 10.

Jesli 2a + a® = 2b+ b2, to a = b.

Komentarz. To, ze po obu stronach réwnosci wystepuja podobne wyrazenia rézniace si¢ jedynie
nazwa zmiennej, nie oznacza jeszcze, ze rownosé¢ zachodzi tylko wtedy, gdy warto$ci zmiennych
a i b sa sobie rowne. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy podstawi¢ a = —2, b = 0. Wowczas
2a + a? = 0 = 2b + b2, ale oczywiscie a # b.

Jesli a < b, to 2a + a? < 2b 4+ b2.

Komentarz. Aby przekonaé sie, ze stwierdzenie nie jest prawdziwe, wystarczy podstawi¢ a = —3,
b = 0. Wéwczas a < b, ale 2a + a®> = 3 > 0 = 2b + b%. Ponadto dla a = 0, b = 1 wcigz mamy
a < b, ale tym razem 2a + a® = 0 < 3 = 2b + b%. Zatem wiedzac jedynie, ze a < b, nie mozemy
udowodni¢ zadnej z dwbdch nieréwnosci.

Niepoprawne uzasadnienie tego stwierdzenia najczesciej opierato sie na obserwacji, ze jesli a < b,
to a? < b?. Jest to prawda jedynie wtedy, gdy liczby a i b sa nieujemne, czego niestety nie mozemy
zatozy¢ o liczbach a i b z tresci zadania. Co wiecej, gdy liczby a i b sg niedodatnie, nieréwnosé
zachodzi w przeciwng strone, na przykltad —2 < —1, ale (—2)? =4 > 1 = (—1)2.
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Blad 11.

Jesli 20 + b? jest liczbg calkowita, to b tez jest liczba calkowita.

Komentarz. Jest to chyba najczeSciej pojawiajace sie niepoprawne stwierdzenie. By¢ moze dla-
tego, ze zawiera w sobie ziarno prawdy. Jesli bowiem ograniczymy si¢ do rozwazania wymiernych
b, to rzeczywiscie jest ono prawdziwe, co wynika z rozumowania przedstawionego w komentarzu
do podpunktu 8. Jedli jednak dopuécimy liczby niewymierne, to na przyktad dla b = /2 — 1
otrzymamy

W+ =2v2-1)+(V2-1)2=2(V2-1)+(2-2v2+1) =1,

czyli liczbe catkowita.

Czwarta grupa to najczesciej popelniane bledy podczas wykonywania dzialan arytmetycznych.

Blad 12.

Blad 13.

Blad 14.

Btlad 15.

VaZ=x

Komentarz. Pierwiastek kwadratowy jest z definicji liczba nieujemna, dlatego réwnosé nie moze
by¢ speliona dla ujemnych z. Na przyklad, /(—1)2 = V1 =1 # —1. Prawda jest jednak, ze
Va? = |x|, gdzie |z| jest wartodcig bezwzgledng liczby z, to znaczy

2] = x gdy x >0
] -z gdy <0

VEE =TT

Komentarz. Aby przekonaé sie, ze nie jest to prawda, wystarczy podstawi¢ x = 11y = 1.
Wéwezas 1+ 1 = /2 # 2 = /14 /1. Zauwazmy, ze podnoszac prawa strone ,réwnoéci” do
kwadratu, dla nieujemnych x, y otrzymamy

(Va+ Vi) = Vi 2V/Ei+ Vi = a4 2+,

ktére to wyrazenie jest rézne od x + y, o ile xy # 0.

Jesli 22 = ¢?, to z = |y|.

Komentarz. Aby przekonad sig, ze nie jest to prawda, wystarczy podstawi¢ x = —1 1y = 1. Blad
w tym miejscu jest do$é¢ subtelny. Z réwnosci 2 = 32 wynika, ze z = y lub & = —y, ale nie jest
to réwnowazne z x = |y| ani z |x| = y. Nie znamy bowiem znakéw zmiennych z i y, a na przyklad
zapis x = |y| niejawnie zaklada, ze x jest liczba nieujemna.

Jesli zz = yz, to x =y.

Komentarz. Jesli podstawimy x = 1, y = 21 z = 0, to otrzymamy wowczas 1-0 = 2 -0, cho¢
oczywiscie 1 # 2. Najczesciej niepoprawny wniosek & = y byl wynikiem podzielenia réwnosci
stronami przez z. Jednak we wskazanym kontrprzykladzie z = 0, wiec to dzialanie nie bylo
mozliwe do wykonania. Dlatego przed podzieleniem réwnosci stronami zawsze nalezy pamietaé
o sprawdzeniu, czy wartos¢ wyrazenia przez ktére dzielimy moze byé¢ rowna 0, a jesli tak — rozbi¢
rozumowanie na dwa przypadki.
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Blad 16.

JeSlip#£qir#s,top+r#q+s.
Komentarz. Wystarczy zauwazyé¢, ze 0 2111#0,ale0+1=140.

Ostatnia grupa bledéw dotyczy struktury dowodu i logiki rozumowania.

Blad 17.

Btlad 18.

Jak widaé na przyktadach (...)

Komentarz. Niestety, nawet sprawdzenie bardzo duzej liczby przyktadéw nie moze by¢ uznane
za dowdd, poniewaz nasza intuicja mimo wszystko moze nas zawiesé. Rozwazmy na przyktad
nastepujace pytanie: czy istnieje liczba catkowita dodatnia n taka, ze zapis dziesietny liczby 2"
rozpoczyna sie cyfra 77 Analizujac kolejne przyktady: 1, 2,4, 8, 16 . .. mozemy szybko sie zniechecié
i dojs¢ do wniosku, ze zadna potega liczby 2 nie rozpoczyna si¢ cyfra 7. Okazuje si¢ jednak, ze nie
jest to prawda, a najmniejsza liczba n o tej wlasnoéci to 46, dla ktérej 246 = 70368744177664. Co
wiecej, gdy wypiszemy odpowiednio duzo kolejnych poteg liczby 2, cyfra 7 bedzie wystepowaé na
pierwszym miejscu czedciej niz cyfra 8!

Zalézmy, ze b jest liczba calkowita (...)

Komentarz. Jedli na samym poczatku dowodu zalozymy, ze b jest liczba catkowita, to z pewnoécia
wiele stwierdzen stanie si¢ oczywiste. Jednak wéwczas nasze rozumowanie bedzie mozna podsu-
mowa¢ stowami: ,,Jedli zalozymy, ze b jest liczba catkowita, to mozemy doj$¢ do wniosku, ze b jest
liczba catkowita.”. Jest to niewatpliwie prawda, ale nie jest to niestety rozwiazanie zadania.
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Dodatek: Najczestsze btedy w zadaniu 2.

Podczas sprawdzania zadania olimpijskiego oceniane jest przede wszystkim rozumowanie przed-
stawione przez uczestnika, a wiec poprawnos$é¢ uzasadnienia kolejnych krokéw prowadzacych od
zatozen do tezy. Komisja oceniajaca sprawdza, miedzy innymi, czy uczestnik nie wpadt w putapke
blednego rozumowania, polegajacego na umieszczeniu w rozwigzaniu nieuzasadnionych stwier-
dzen, nazywanych przez nas dalej — zyczeniami. Przedstawiamy pie¢ putapek w rozumowaniu,
w ktore zdarzalo sie wpasé uczestnikom zawodoéw II stopnia, rozwiazujacym zadanie 2. Do kazdej
pulapki dotaczamy przyktady ,zyczeniowych rozumowan” oraz ujawniamy, jak stwierdzenia te
odnoszg sie do rzeczywistosci.

Putlapka 1. ,,Zalozenie na zyczenie”, czyli dokladanie zalozenia, ktére natychmiast
daje rozwigzanie.

Przyktad 1.1. Opiszmy okrqg na czworokqcie ADEF (rys. 1). Wtedy ¥FAD = 90°, wiec DF
jest $rednicg okregu. Stgd kgt DEF jest prosty.
Zyczenie: punkty A, D, E, F leza na jednym okregu.
Rzeczywistosé: Nie kazde cztery punkty leza na jednym okregu. Przedstawio-
ne w przykladzie rozumowanie pokazuje, ze wystarczy uzasadnicé, ze punkty
A, D, E, F leza na jednym okregu. To uzasadnienie jest jednak kluczowsa
czescig rozwigzania.

Przyktad 1.2. Niech punkt G bedzie rzutem punktu E na prostq DF (rys. 2). Wtedy trdjkaty
DGE, EGF sq trojkgtami prostokgtnymi réwnoramiennymi. Stgd

YDEF = <DEG + YGEF = 45° 4 45° = 90°.

Zyczenie: Tréjkaty DGE, EGF s réwnoramienne.

Rzeczywistosé: Podobnie jak w poprzednim przyktadzie pokazaliSmy, ze wystar-
czy uzasadnié, iz trojkaty DGE, EGF sa réwnoramienne. To jednak nie jest
prostsze niz samo rozwiazanie zadania.

C D C
// FE
:‘ G
B A F B
rys. 2
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Putapka 2. ,,Wniosek na zyczenie”, czyli wycigganie wnioskéw bez uzasadnienia.

Przyktad 2.1.

Niech E' bedzie punktem symetrycznym do punktu E wzgledem Srodka odcinka

DF (rys. 3). Poniewaz trdjkgt DEF jest réwnoramienny, wiec czworokgt DEFE' jest kwadra-

tem.

Zyczenie: Kazdy tréjkat réwnoramienny jest potéwka kwadratu.
Rzeczywistosé: Kazdy tréjkat réwnoramienny jest potéwka rombu, ale nieko-
niecznie kwadratu. Uzasadnienie, ze DEFE’ jest kwadratem wymaga skorzy-
stania z pozostalych zalozen zadania, czyli z polozenia punktéw E, F' na prze-
katnej i boku kwadratu ABCD.

D C D C

El
E
E
El
A F B A F )ad B
rys. 3 rys. 4

Putapka 3. ,,Uproszczenie na zyczenie”, czyli rozwazanie sytuacji prostszej niz opi-
sana w zadaniu.

Przyktad 3.1.

Przyktad 3.2.
dratu ABCD.

Zauwaimy, te SADF = %iADB = % -45° = 22,5°.
Zyczenie: Prosta DF jest dwusieczna kata ADB.

Rzeczywistosé: Punkt F moze by¢ dowolnym punktem lezacym wewnatrz od-
cinka AB (rys. 4). Nasze zyczenie jest spelnione tylko dla jednego, bardzo szcze-
gbélnego polozenia punktéw E, F.

Z tresci zadania wynika, Ze punkt E jest punktem przeciecia przekgtnych kwa-

Zyczenie: Jest tylko jedno, bardzo szczegdlne polozenie punktu E, dla ktérego
zalozenia zadania sa spelnione.

Rzeczywistosé: Punkt E moze by¢ dowolnym punktem wewnatrz odcinka AC
spelniajacym zalozenie AE > EC (rys. 4). Co wiecej, zalozenie to wyklucza
sytuacje, w ktérej punkt F jest punktem przeciecia przekatnych kwadratu.
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Putapka 4. ,,Falsyfikat na zyczenie”, czyli tworzenie nieprawdziwych twierdzen, po-
dobnych do znanych faktéw.

Przyklad 4.1. Zauwaimy, ze FE = ED oraz $FAE = 45° = SEAD (rys. 5). Tréjkgty AFE
i ADE, majgce dodatkowo wspdlny bok AE, sq wiec przystajgce ma mocy cechy przystawania
bok-kqt-bok.

Zyczenie: W cesze przystawania bok-kat-bok nie jest istotne, ktére pary bokéw
i ktéry kat bierzemy pod uwage.

Rzeczywistosé: Juz na pierwszy rzut oka widaé, ze tréjkat AFE jest rozwarto-
katny, w przeciwienstwie do tréjkata ADE. Nie moga by¢ wiec one przystajace.
Korzystajac z cechy przystawania bok-kat-bok, musimy zadba¢ o to, aby rowny
kat znajdowal sie¢ pomiedzy odpowiednimi parami réwnych bokéw. W poda-
nym przykladzie prébowalidmy skorzystaé¢ z nieprawdziwej w ogdlnosci cechy
przystawania bok-bok-kat.

rys. 5

Przyktad 4.2. Niech P, Q bedg rzutami prostokgtnymi punktu E odpowiednio na boki AB,
AD (rys. 6). Skoro prosta AC' jest dwusieczng kata BAD, to EP = EQ. Dodatkowo EF = ED
oraz SEPF = SEQD, czyli na mocy cechy przystawania bok-kqt-bok, tréjkety EPF i EQD sq
przystajgce.

Zyczenie: W cesze przystawania bok-kat-bok nie jest istotne, ktére pary bokéw
i ktéry kat bierzemy pod uwage.

Rzeczywistosé: Tak naprawde prébujemy skorzystaé z cechy przystawania bok-
bok-kat, ktora — jak juz wiemy z poprzedniego przyktadu — w ogdlnoéci nie
zachodzi. W szczegélnym przypadku, gdy rozwazane réwne katy maja miare
90 stopni, cecha przystawania bok-bok-kat jest jednak prawdziwa. Szczegdly
uzasadnienia pozostawiamy Czytelnikowi.
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Przyktad 4.3.

Poniewa? SFAE = 45° = SEAD oraz FE = ED, wigc na mocy réwnosci

kqtow wpisanych w okrgg opartych na réownych cieciwach, punkty A, F, E, D leiq na jednym

okregu (rys. 7).

Zyczenie: 7 réwnoéci odcinkéw i katéw na nich opartych mozna wywnioskowad,
ze pewne cztery punkty leza na jednym okregu.

Rzeczywistosé: Zauwazmy, ze SBAE = 45° = SEAD oraz BE = ED. Mo-
glibyémy wiec w taki sam sposéb uzasadnié, ze punkty A, B, E, D leza na
jednym okregu — co nie jest prawda. To, ze punkty A, F, E, D leza na jednym
okregu, wymaga wiec dodatkowego uzasadnienia.

Pulapka 5. ,,Teza na zyczenie”, czyli obserwacja niebedaca dowodem.

Przyklad 5.1. Zaznaczam na przekgtnej AC taki punkt E, ze AE > EC. Nastepnie przy
pomocy cyrkla wyznaczam na boku AB taki punkt F', rézny od punktu B, ze ED = EF. Przy
pomocy ekierki sprawdzam, ze kgt DEF' jest prosty.

Zyczenie: konstrukcja geometryczna dowodzi, ze teza zadania jest prawdziwa.

Rzeczywistosé: Konstrukcja moze by¢ pomocna w wykonaniu doktadnego ry-
sunku. Nie mozemy jednak wyciaga¢ wnioskéw jedynie na podstawie konstruk-
cji. Narzedzia, ktorymi dysponujemy, nie sg dokltadne — moze kat DEF ma
tak naprawde miare 89,9 stopnia?

Mimo to wyobrazmy sobie na chwile, ze staliSmy sie posiadaczami cyrkla i ekier-
ki doskonatych, nieomylnych. Nawet wtedy konstrukcja nie staje sie dowodem.
Przeprowadzajac konstrukcje, rozwazamy bowiem bardzo szczegdlne potozenie
punktu E. Pomijamy wszystkie pozostate potozenia, ktérych jest przeciez nie-

skonczenie wiele.
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