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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Udowodnij, ze kazda liczbe catkowita wieksza od 5 mozna przedstawi¢ w postaci
sumy liczby pierwszej i liczby ztozonej.

Szkic rozwigzania

Zauwazmy, ze jezeli n > 6 jest liczba parzysta, to n—2 jest liczba parzysta wieksza od
2, a wiec liczba zlozona. Stad otrzymujemy przedstawienie n =24 (n—2) liczby n jako sumy
liczby pierwszej i liczby ztozonej. Podobnie, jesli n > 6 jest liczbg nieparzysta, to n—3 jest
liczba parzysta wieksza od 2, a wiec liczba zlozona. Wobec tego n =3+ (n—3) to szukane
przedstawienie liczby n w postaci sumy liczby pierwszej i liczby ztozonej.

2. Kazda liczbe catkowita dodatnia pomalowano na pewien kolor. Okazalo sie, ze dla
kazdej pary liczb calkowitych a, b wigkszych od 1 liczby a+b i ab sa tego samego koloru.
Wykaz, ze wszystkie liczby wicksze od 4 zostaly pomalowane tym samym kolorem.

Szkic rozwigzania

Niech n bedzie dowolng liczba catkowita wigksza od 1. Zgodnie z warunkami zadania
liczby n+3=2+(n+1) oraz 2(n+1) sa tego samego koloru. Réwniez liczby 2(n+1)=2n+2
oraz 2n-2=4n sa tego samego koloru. Ponadto liczby 4n oraz n+4 maja ten sam kolor.
YLaczac powyzsze obserwacje, dochodzimy do wniosku, ze liczby n+3 oraz n+4 sa tego
samego koloru dla kazdej liczby naturalnej n > 1. To oznacza, ze wszystkie liczby wieksze
od 4 pomalowano tym samym kolorem.

3. Dany jest czworokat wypuklty ABC'D, w ktérym
IDAB+<SABC =90°.

Punkt M jest srodkiem boku C'D. Znajac dtugosci odcinkéw AD oraz BC, ktore wynosza
odpowiednio a oraz b, oblicz warto$¢ wyrazenia [ABM|—[DAM]|—[BCM].

Uwaga. Symbol [F]| oznacza pole figury F.

Szkic rozwigzania

Niech P bedzie punktem symetrycznym do punktu B wzgledem punktu M (rys. 1).
Wéwezas [ABM|=[APM], gdyz tréjkaty te maja wspélna wysokosé poprowadzona z wierz-
chotka A oraz réwne podstawy BM i PM. Ponadto [BCM|=[PDM], gdyz tréjkaty te sa
przystajace (cecha bok—kat—bok). Stad wynika, ze

[ABM]—[DAM]—[BCM]=
— [APM]—[DAM)]— [PDM]=[ADP].
Zauwazmy, ze DP = BC =b oraz
JADP =360°—~<4<MDA—<PDM =
=360°—JCDA—-<4BCD=<YDAB+YABC =90°,
skad wniosek, ze [ADP]=1-AD-DP = Lab.

rys. 1
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4. Dane sa takie dodatnie liczby catkowite a i b, ze liczby
a?+2b+1 oraz b*+2a+1
sa kwadratami pewnych liczb naturalnych. Wykaz, ze a =».
Szkic rozwigzania
Przypusémy, ze a #b. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze a <b. Wowczas
b2 <b*+2a+1<b?+2b+1=(b+1)%
To oznacza, ze liczba b?+2a+ 1 znajduje sie miedzy kwadratami dwéch kolejnych liczb

naturalnych, wiec sama nie moze by¢ kwadratem liczby naturalnej. Otrzymana sprzecznosé
dowodzi, ze a =0.

5. Czy istnieje wielo$cian wypuktly, ktérego doktadnie jedna $ciana nie jest wielokatem
foremnym? Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Taki wieloscian istnieje, podamy jego konstrukcje.

Rozwazmy plaszczyzne m oraz zawarty w niej prostokat BCEF, w ktérym BC = /2
oraz C'E=2. Zbudujmy na zewnatrz prostokata BC'E'F trojkaty prostokatne rownoramienne
ABF oraz CDFE, ktorych przeciwprostokatnymi sa odpowiednio odcinki BF oraz C'E. Wow-
czas ABCDETF jest szesciokatem, ktérego kazdy bok ma dlugoéé v/2, ale nie wszystkie katy
wewnetrzne sa réwne (rys. 2).

Niech proste BF i C'E przecinaja odcinek AD odpowiednio w punktach P i ) oraz
niech P’ i Q" beda takimi punktami przestrzeni lezacymi po tej samej stronie plaszczyzny ,
ze PP'=QQ' =1 oraz proste PP’' i Q@' sg prostopadle do w. Udowodnimy, ze wielo$cian W
o wierzchotkach A, B, C, D, E, F, P', Q' (rys. 3) spelnia warunki zadania.

F V2 E

rys. 2 rys. 3

Stosujac twierdzenie Pitagorasa, bezposrednio obliczamy, ze kazdy z odcinkéw FP’,
AP’ BP', CQ', DQ', EQ' ma dlugoi¢ v/2, a takze P'Q' = PQ =+/2. Stad wniosek, ze
kazdy z tréjkatéw ABP’', FAP', CDQ', DEQ’ jest réwnoboczny, a kazdy z prostokatéw
BCQ'P', EFP'Q’ jest kwadratem. To oznacza, ze kazda ze Scian wielo$cianu W oprocz
ABCDEF jest wielokatem foremnym.
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