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8wwom,edu§| Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Dane sa dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, dla ktérych liczba

av/2+b
b2 +c
jest wymierna. Wykaz, ze liczba ab+bc+ ca jest podzielna przez liczbe a+b+c.

Szkic rozwigzania
W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujacy fakt: jezeli liczby x, y oraz z=x4+yv2 sq
wymierne, to y=0. Rzeczywiscie, gdyby y # 0, to mogliby$my zapisaé
Vo z—x
y )
co prowadzi do sprzecznosci, gdyz lewa strona powyzszej réwnosci jest liczba niewymierna,
a prawa — wymierng.

Poniewaz b0, wiec z powyzszej obserwacji wynika, ze liczba by/2—c jest niewymierna,
w szczegdlnodcei jest rézna od 0. Wobec tego mozemy rozszerzy¢ dany w tresci zadania
utamek o te liczbe, otrzymujac

V2+b_ (V240 (bV2—c) 2ab—be B -ac 5 s

+
W2+c  (bV2+¢)(bvV2—c) 202 —c* 262 —¢?
Liczby a, b, ¢ sa catkowite, wigc liczby z, y sa wymierne. Z tresci zadania wiemy ponadto,
ze liczba z +yv/2 jest wymierna. Wobec tego y =0, czyli b*> —ac=0. Stad

ab+bc+ca=ab+bc+b*=bla+b+c),

co natychmiast daje postulowang podzielnosé.

2. Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC. Punkt F lezy na odcinku C'D. Wykaz, ze
jezeli suma pdl trojkatéow ACE i BDE jest réwna polowie pola trojkata ABC, to punkt D
jest érodkiem boku AB lub punkt E jest srodkiem odcinka CD.

Szkic rozwigzania

Niech P i () beda rzutami prostokatnymi odpowiednio punk-
téw A1 B na prosta C'D (rys. 1). Przyjmijmy ponadto oznaczenia:
DE=x, CE=y, AP=g, BQ=h.

Z tresci zadania wynika, ze suma pol trojkatow ACE i BDE
jest réwna sumie pol trojkatéw BCE i ADE, czyli

11 11
~yg+—zh=-yh+ ~x2g.

Zalezno$¢ ta jest rownowazna réwnosci (g —h)(x —y) =0. Wobec rys. 1
tego g=h lub z=y.

Z réwnosci g =h wynika, ze (by¢ moze zdegenerowane) tréjkaty prostokatne ADP
i BDQ sa przystajace (cecha kat—bok—kat), skad wniosek, ze punkt D jest sSrodkiem odcinka
AB. 7 kolei rownosé x =y oznacza, ze punkt E jest Srodkiem odcinka C'D.
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Uwaga

Mozna udowodnié¢, ze zbiorem wszystkich punktéow X lezacych wewnatrz trojkata
ABC, dla ktérych suma pdl trojkatow ACX i BDX jest rowna polowie pola trojkata ABC
jest fragment prostej taczacej $rodki odcinkéw AB i C'D zawarty we wnetrzu tréjkata.

Stad natychmiast wynika teza zadania. Jezeli bowiem punkt D nie jest $rodkiem od-
cinka AB, to prosta taczaca $rodki odcinkow AB i C'D przecina odcinek C'D w doktadnie
jednym punkcie: srodku odcinka C'D. Wobec tego punkt E musi pokrywaé sie ze srodkiem
odcinka CD.

3. Dane sg takie dodatnie liczby catkowite a i b, ze kazda z liczb
ab oraz (a+1)(b+1)

jest kwadratem liczby catkowitej. Udowodnij, ze istnieje taka liczba catkowita n > 1, dla
ktoérej liczba (a+n)(b+n) jest kwadratem liczby catkowite;j.

Szkic rozwigzania
Jezeli a=b=1, to (a+n)(b+n)=(n+1)? jest kwadratem liczby catkowitej dla dowolnej
liczby n > 1. W pozostatych przypadkach przyjmijmy n =ab. Woéwczas n > 1 oraz

(a+n)(b+n)=(a+ab)(b+ab)=ab-(a+1)(b+1).
Uzyskana liczba jest kwadratem liczby catkowitej, jako iloczyn kwadratow liczb catkowitych.

Uwaga

Istnieja pary (a,b) spelniajace warunki zadania, w ktérych a # b, na przyktad (1,49),
(2,242), (3,48), (8,288).

Okazuje sie, ze istnieje nawet nieskofczenie wiele par (a,b) postaci (1,n), ktore spelniaja
warunki zadania. Pary takie mozna uzyskaé¢ z pomocg rozwigzan w liczbach catkowitych
réwnania x2 —2y? = —1. Mozna udowodnié, ze takich rozwigzan jest nieskonczenie wiele.

Jedli para (z,y) spetnia powyzsze réwnanie (np. (z,y) = (7,5)), to przyjmujac n= 2,
uzyskujemy ab=x? oraz (a+1)(b+1)=2(z?+1) = (2y)2. Obie liczby ab oraz (a+1)(b+1)
sa wiec kwadratami liczb catkowitych.

4. W szesciokacie wypukltym ABCDEF katy wewnetrzne przy wierzchotkach B, C| F,
F' sa réwne. Ponadto spetlniona jest réwnosé

AB+DE=CD+FA.

Wykaz, ze prosta AD oraz symetralne odcinkéw BC' i EF maja punkt wspolny.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez P punkt przeciecia prostych AB i C'D, a przez ) punkt przeciecia
prostych DE i FA (rys. 2).

Poniewaz $ABC =4BCD =<DEF =<4EF A, wiec réwniez

IPBC =<4BCP=9QEF =<3EFQ,

a zatem trojkaty BC'P oraz EF'(Q) sa podobnymi trojkatami réwnoramiennymi.

Rownosci BP=CP oraz EQ = F(Q w potaczeniu z AB+ DFE=CD+ FA prowadza do
AB+DE+BP+EQ=CD+FA+CP+FQ, czyli AP+DQ=DP+ AQ.
Ostatnia réwnos¢ oznacza, ze w czworokat wypukly AP D@ mozna wpisaé¢ okrag. Oznaczmy
srodek tego okregu przez I, a jego punkty stycznosci z bokami AP, PD, DQ, QA odpo-

wiednio przez K, L, M, N.
Symetralne odcinkéw BC i EF sg odpowiednio dwusiecznymi katéw APD i AQD,
wiec przechodza przez punkt I. Pozostaje wykazaé, ze punkt I lezy na prostej AD.
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Skoro IK=IL=IM =1IN oraz
IKIL=180°—<KPL=180°—<MQN =<MIN,

to trojkaty K LI oraz M NI sa przystajace (cecha bok—kat-bok). Stad KL= MN, a zatem
wpisany w okrag czworokat K LM N jest trapezem rownoramiennym. Poniewaz AK = AN
oraz DL = DM, wiec punkty A oraz D leza na wspolnej symetralnej odcinkéw KN i LM.
Na tej symetralnej lezy punkt I. Zatem punkty A, D, I leza na jednej prostej, co konczy
rozwigzanie zadania.

5. Na stole lezy n zapalek, ktére stanowia n jednoelementowych stoséw. Adam chce
potlaczy¢ je w jeden stos n-elementowy. Bedzie to robit przy uzyciu n—1 operacji, z ktorych
kazda polega na polaczeniu dwéch stoséw w jeden. Adam umowit sie z Bartkiem, ze za
kazdym razem, gdy Adam polaczy stos a-elementowy ze stosem b-elementowym, dostaje od
Bartka a-b cukierkéw. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba cukierkow, ktore moze dostac
Adam po wykonaniu n—1 operacji? Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Sposob 1

Zauwazmy, ze w kazdej z operacji liczba cukierkow, ktére otrzymuje Adam jest réwna
liczbie par zapatek, z ktorych jedna nalezy do jednego, a druga do drugiego stosu. Ponadto
po wykonaniu operacji para zapetek z réznych stoséw staje sie¢ parg zapaltek z jednego stosu
i taka pozostanie do konca calej procedury.

Na poczatku zadne dwie zapaltki nie nalezaly do tego samego stosu, na koncu zas
wszystkie zapatki tworza jeden stos. Wobec tego taczna liczba cukierkéw, ktore otrzyma
Adam jest réwna liczbie wszystkich par zapaltek.

Laczna liczba par zapalek moze by¢ obliczona w nastepujacy sposéb. Dla kazdej z n
zapalek druga do pary mozemy dobraé¢ na n—1 sposobéw. To daje n(n—1) par, ale kazda
z nich zostala policzona dwukrotnie, wobec czego laczna liczba par zapaltek jest rowna
2n(n—1). Tyle cukierkéw dostanie Adam, niezaleznie od tego, w jaki sposéb bedzie je
taczyt w stosy.

Sposob 11
Oznaczmy przez Sj sume kwadratéow licznosci stoséw przed k-ta operacja wykonang
przez Adama oraz przez S, — kwadrat licznosci stosu uzyskanego na koncu. Mamy wiec

S1=12+1%2+...+1°=n oraz Sn:nQ.
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Zauwazmy, ze jezeli w k-tym ruchu Adam laczy stosy a-elementowy oraz b-elementowy, to
Sky1— Sk =(a+b)*>—a®—b* =2ab.
Wobec tego taczna liczba cukierkdéw otrzymanych przez Adama jest réwna
%(Sg —S1)+ %(83 —So)+...+ %(Sn —Sp_1)= %(S’n —5)= %(n2 —n).

Zatem niezaleznie od sposobu wykonywanych operacji, Adam otrzyma lacznie n(n—1)
cukierkéw.
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