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8wwomjedu§I Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Dodatnie liczby nieparzyste a, b maja te wlasnoéé, ze liczba a’b® jest kwadratem
liczby naturalnej. Wykaz, ze liczba ab jest kwadratem liczby naturalnej.

Szkic rozwigzania
Poniewaz liczby a, b sa nieparzyste, wiec liczba a7 b jest naturalna. Liczba
1 amin2
a®~ el = (aleb 21)
jest wiec kwadratem liczby naturalnej. Wobec tego liczba naturalna

abb®
o ajb*lbafl

ab

jest ilorazem dwoch liczb, z ktérych kazda jest kwadratem liczby naturalnej. Stad wniosek,
ze iloczyn ab jest kwadratem liczby naturalnej.

2. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D, w ktéorym AB+CD = AD. Prze-
katne AC' i BD przecinaja sie¢ w punkcie F. Prosta przechodzaca przez punkt F i rownolegla
do podstaw trapezu przecina ramie AD w punkcie F. Udowodnij, ze $BEFC =90°.

A7

Szkic rozwigzania
Proste AB, C'D i E'F sg rownolegle, wiec korzystajac z twierdze-
nia Talesa, uzyskujemy
DF DE CD
FA FEB AB’
Dodajac 1 do obu stron uzyskanej zaleznosci, otrzymujemy
AD AB+CD
FA  AB
Poniewaz AD=AB+C D, wiec ostatnia rownos¢ implikuje FA= AB.
Wobec tego rowniez DF =CD. Stad wniosek, ze

JEFB=YFBA=4BFA oraz JEFC=<FCD=<YCFD. A - B

W konsekwencji {BFC = %<IAF D =90°, co konczy rozwiazanie zadania.

3. Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Kazda z liczb 1,2,3,...,1000 pomalowano
jednym z n koloréw. Okazalo sig¢, ze kazde dwie liczby, z ktérych jedna jest dzielnikiem
drugiej sa pomalowane réznymi kolorami. Wyznacz najmniejsza liczbe n, dla ktérej taka
sytuacja jest mozliwa.

Szkic rozwigzania

Udowodnimy, ze szukana najmniejsza liczba jest n=10.

Zauwazmy, ze kazde dwie sposrdd nastepujacych dziesieciu liczb

20=1,21=222=4 23=8,21=16, 2° =32, 26 =64, 27 =128, 28 =256, 22 =512
maja te wlasnosé, ze jedna jest dzielnikiem drugiej. Wobec tego zadne dwie z tych liczb nie
moga mie¢ tego samego koloru, a zatem uzytych musi by¢ co najmniej 10 koloréw.
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7 drugiej strony, malujac liczbe 1 pierwszym kolorem, liczby 2 i 3 — drugim, liczby
od 4 do 7 — trzecim, itd. az w koncu liczby od 512 do 1000 — dziesiatym, uzyskujemy
kolorowanie, w ktérym iloraz dowolnych dwoch liczb tego samego koloru jest mniejszy od 2.
Stad wniosek, ze przy tym kolorowaniu kazde dwie liczby, z ktorych jedna jest dzielnikiem
drugiej sa pomalowane r6znymi kolorami.

Uwaga

Mozna wskazaé¢ inne przyktady kolorowan przy uzyciu 10 koloréw spelniajace warunki
zadania.

Ponumerujmy kolory liczbami od 0 do 9. Liczbe 1 pokolorujmy kolorem o numerze 0.
Nastepnie zauwazmy, ze kazda z liczb 2,3,4,...,1000 jest iloczynem co najwyzej dziewieciu
liczb pierwszych, niekoniecznie réznych. Liczbe, ktéra jest iloczynem m liczb pierwszych
pokolorujmy kolorem o numerze m. Wéwczas kazde dwie rézne liczby, z ktorych jedna jest
dzielnikiem drugiej zostaty pokolorowane réznymi kolorami, gdyz liczby te maja rézna liczbe
dzielnikéw pierwszych.

4. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa rézne od zera i spelniaja uktad réwnan

a’+a="b
+b=c?
02+c:a2.

Udowodnij, ze (a—b)(b—c)(c—a)=1.

Szkic rozwigzania
Dodajac stronami trzy rownania danego uktadu, uzyskujemy
aA2+a+b?+b++ce=b+c*+a?, skad a+b+c=0.
W szczegdlnoscei, skoro liczby a, b, ¢ sa rézne od zera, to réwniez liczby b+c=—a, c+a= —b,
a+b=—c sg rézne od zera.

7 pierwszego, drugiego i trzeciego réwnania danego uktadu wynika kolejno, ze
(a—b)(a+b)=a*—b*=—a=b+c,
(b—c)(b+c)=b*—c*=—b=c+a,
(c—a)(ct+a)=c*—a’=—c=a+b.

Mnozac stronami powyzsze réwnosci, uzyskujemy
(a=b)(b—c)(c—a)(a+Db)(b+c)(c+a)=(a+b)(b+c)(cta).
Liczba (a+b)(b+c)(c+a) jest rézna od zera, wiec dzielac przez nia obie strony ostatnie;

réwnosci, uzyskujemy teze zadania.

Uwaga

Mozna uzasadnié, ze dany uktad réwnan istotnie ma rozwia-
zanie (a,b,c), w ktéorym wszystkie liczby a, b, ¢ sa rézne od 0.
Mozna je opisa¢ geometrycznie w nastepujacy sposéb.

Rozwazmy dziewieciokat foremny A1 As ... Ag, w ktorym dtu-
gos¢ przekatnej A; Ay jest réwna 1. Wowcezas trojka liczb

a:AlAg, b:A1A3 oraz C:—A1A5

spelnia dany w tresci zadania uktad réwnan.
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5. Punkt M jest Srodkiem boku AB tréjkata réwnobocznego ABC. Punkty D i E leza
odpowiednio na odcinkach AC i BC, przy czym <DME =60°. Wykaz, ze

AD+BE=DE+1AB.
Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez K i L rzuty prostokatne punktu M odpowiednio na proste AC' i BC.
Woéwcezas SKML =120° oraz KM = LM.

Niech P bedzie punktem symetrycznym do punktu K wzgledem prostej DM. Wtedy
LM = KM = PM, jak réwniez
SEMP =60°—<SDMP = 5(120° —SKMP) = SLMP.
Wobec tego SEMP = SEML. Stad wniosek, ze tréjkaty EMP i EML sa przystajace
(cecha bok-kat-bok). Ponadto $DPM + S<EPM =90° +90° = 180°, wicc punkt P lezy na
odcinku DE. W konsekwencji
AD+BE=DK+EL+AK+BL=DP+EP+1AM+{BM=DE+ }AB,

co konczy rozwiazanie zadania.
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