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Zestaw 1 — szkice rozwigzah zadan

1. W wierszu zapisano kolejno 2010 liczb. Pierwsza zapisana liczba jest
réwna 7 oraz suma kazdych kolejnych siedmiu liczb jest réwna 77. Ile moze
byé¢ réwna ostatnia z zapisanych liczb?

Rozwigzanie

Ponumerujmy te liczby a,, a,, ..., @yy;o- Zgodnie z warunkami zadania, otrzy-
mujemy
ay +ay+ag+--+ag+a, =77
ay+ag+a,+--+a,+ag="77.
Odejmujac te rownania stronami, dostajemy a, —ag =0, stad a; =ag=a,_ .
Analogicznie
ag+ag+ayg+---+a;5+a, =77
agtaygtay +ootayytas =17,
stad ag—a,5 =0, wigc ag=a,5=a; ;.
W przypadku ogdélnym
Ap gttty =17
Upyr Ty T gt tay =TT

Odejmujac te réwnania stronami, dostajemy a, —a,_ , =0, stad a, =a;_ ;.
Zatem

Uy =0y 7 =01 97=-.. =0y o867 =01 og7.7=1-

Poniewaz 1+ 287-7= 2010, wiec ostatnia z zapisanych liczb jest réwna 7.

2. Na okregu o promieniu 1 opisano trojkat prostokatny ABC o kacie prostym
przy wierzchotku C. Na przeciwprostokatnej AB tego trojkata wybrano takie
punkty D i E, ze zachodza réwnosci AD = AC i BE = BC. Oblicz dhugosé
odcinka DFE.

Rozwigzanie

Niech punkty M, N, P beda punktami stycznosci okregu z bokami trdjkata
(zobacz rysunek).

Zauwazmy, ze czworokat OM CN ma trzy katy proste, wiec jest prostokatem.
Ponadto OM =ON =1 zatem jest kwadratem, stad CM = CN = 1. Ponadto

(1) AP=AN i BP=BM.
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Poniewaz

AD=AP+DP oraz AC=AN+1,

zatem na podstawie (1) oraz zalozenia AD = AC otrzymujemy, ze DP = 1.
Analogicznie

BE=BP+FEP oraz BC=BM+1,
stad na podstawie (1) oraz zalozenia BE=BC, dostajemy PE=1. Ostatecznie
DE=DP+PE=1+1=2.

Uwaga. Réwnoéci AP= AN i BP = BM, ktore stanowia tres¢ twierdzenia
o odcinkach stycznych do okregu, mozna uzasadni¢ wykorzystujac twierdzenie
Pitagorasa:

AP?=A0?—-0P?=A0%*-0ON?=AN?,

stad AP = AN. Analogicznie otrzymujemy, ze BP = BM.

3. Wyznacz liczbe par (z,y) liczb catkowitych spelniajacych réwnanie
ot =y +1223334444.

Rozwigzanie

Dane rownanie mozemy zapisaé rownowaznie
zt —y* =1223334444
(2% —y?) (2 +y?) = 1223334444
(z—y)(z+y) (2 +y?) = 1223334444.
Zauwazmy, ze jezeli liczby = i y sa réznej parzystosci, to liczby x —vy, z+y
sg liczbami nieparzystymi. Liczba 22 +y? tez jest liczba nieparzysta, bo kwa-
drat liczby parzystej jest liczba parzysta, a kwadrat liczby nieparzystej jest
liczbg nieparzysta. Lewa strona ostatniej réwnosci jest w takim przypadku
liczba nieparzysta, a prawa jest liczba parzysta. Jezeli zatem dane réwnanie
ma rozwigzanie w liczbach calkowitych, to liczby x i y musza by¢ tej samej
parzystosci.
Jezeli liczby x i y sg tej samej parzystosci, to kazda z liczb x —y, z+y i 22 +y?
jest liczba parzysta i stad ich iloczyn jest liczbag podzielng przez 8. Jednoczes$nie
liczba 1223334444 nie jest liczba podzielna przez 8. Otrzymana sprzecznosé
dowodzi, ze nie ma par (x,y) liczb catkowitych spelniajacych dane réwnanie.
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4. W pudelku znajduje sie 11 kul biatych i 11 kul niebieskich. Ja$ i Malgosia
graja w nastepujaca gre, ktéra rozpoczyna Malgosia. Wyjmuje ona z tego pu-
detka wybrane przez siebie dwie kule. Jezeli wybierze kule jednakowego koloru,
to do pudetka doklada jedna kule biala; jezeli wybierze kule réznych koloréw,
to doktada kule niebieska. Nastepnie swéj ruch, wedlug tych samych zasad,
wykonuje Jas i znéw Malgosia, znéw Jas itd., az w koncu w pudetku zostanie
tylko jedna kula. Jezeli ta kula bedzie biata, wygrywa Malgosia. W przeciw-
nym wypadku wygrywa Jas. Czy Malgosia moze tak prowadzié¢ te gre, aby
wygra¢? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze po kazdym ruchu liczba kul w pudetku zmniejsza sie o 1 (gracz
wybiera dwie kule a doklada jedna). Ponadto nie zmienia si¢ parzystos¢ liczby
kul niebieskich. Rzeczywiscie, jezeli gracz wybierze dwie kule biate, to doktada
zamiast nich kule biala, czyli liczba kul niebieskich w pudetku nie zmienia sie,
a jezeli gracz wybierze dwie kule niebieskie, to doklada zamiast nich kule biala,
czyli liczba kul niebieskich w pudetku zmniejsza sie o 2. I wreszcie, gdy gracz
wybierze dwie kule réznych koloréw, to doktada zamiast nich kule niebieska,
czyli liczba kul niebieskich w pudetku nie zmienia sie.

Na poczatku gry w pudetu bya nieparzysta liczba kul niebieskich (11), zatem
jesli pozostanie w nim tylko jedna kula, musi ona by¢ niebieska. Jak widaé
zawsze wygrywa Jas.

Uwaga. Mozna to uzasadni¢ rowniez inaczej. Oznaczmy kazda kule biala liczba
+1, a kazda kule niebieska liczbag —1. Zauwazmy, ze po wykonaniu kazdego
ruchu nie zmienia sig¢ iloczyn liczb przypisanych kulom znajdujacym sie w pu-
detku. Jezeli bowiem wyjmujemy dwie kule biate lub dwie kule niebieskie, to
iloczyn liczb na tych kulach jest réwny +1, czyli liczbie przypisanej kuli biatej.
Zatem po wyjeciu dwéch kul jednakowego koloru i dodaniu kuli biatej, iloczyn
liczb przypisanych kulom znajdujacym si¢ w pudetku nie zmieni si¢. Analo-
gicznie, jezeli wybierzemy z pudelka dwie kule réznych koloréw i dotozymy
kule niebieska, to rowniez iloczyn liczb na kulach znajdujacych siec w pudetku
nie zmieni sie. Oznacza to, ze iloczyn liczb na kulach na poczatku gry jest
réwny liczbie na ostatniej kuli. Iloczyn jedenastu liczb +1 i jedenastu liczb —1
jest rowny —1, czyli ostatnia kula w pudetku ma znak —1. Jest to zatem kula
niebieska.
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5. Rozwigz uklad réwnan

a2+24:9b+“‘£c
b

b2+ 25 = 9c+ ;a

b

c2+26:9a+%.

Rozwigzanie

Dodajac stronami rownania danego uktadu, otrzymujemy
a®+b*+c*+75=9a+9b+9c+a+b+c.

Po przeniesieniu wszystkich wyrazéw na lewa strone réwnania i skorzystaniu
ze wzoréw skroconego mnozenia, dostajemy

a®+b*+c* —10a—10b—10c+75=0
a® —10a+25+b% —10b+25+c* —10c+25=0
(a—5)*+(b—5)*+(c—5)*=0.

Suma liczb nieujemnych jest réwna zero wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z tych

liczb jest rowna zero, stad
a=b=c=5.

Wykazalismy zatem, ze jesli dany uktad ma rozwiazanie, to moze nim by¢ tylko
tréjka (a,b,c)=(5,5,5). Jednak bezposrednim podstawieniem stwierdzamy, ze
ta trojka nie spelnia rownan pierwszego oraz trzeciego. Zatem dany uklad nie
ma rozwiazan.

Uwaga. W rozwigzaniu zadania zastosowaliémy metode dodawania réwnan
stronami. Musimy pamietaé, ze w takim przypadku konieczne jest dokonanie
sprawdzenia, czy otrzymane liczby spelniaja dany uktad. Podyktowane jest to
tym, ze dodawanie réwnan stronami nie jest przeksztalceniem réwnowaznym.
Prawda jest, ze:

jezeli a=b i c=d, to a+c=b+d.

Natomiast na og6l nie jest prawda, ze:

jezeli a+c=b+d, to a=bi c=d.
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6. Dany jest szeécian ABCDEFGH. Na krawedziach
AE, BC'i GH tego szeScianu wybrano odpowiednio takie .
punkty M, N i P, ze AM=CN =HP.

Wykaz, ze trojkat M NP jest tréjkatem réwnobocznym.

Rozwigzanie

Jezeli AM =CN = HP, to réwniez EM = BN = GP. Zatem tréjkaty prosto-
katne ABN, HEM i CGP sa tréjkatami przystajacymi, wiec AN=CP=HM.
Krawedz AF jest prostopadta do Sciany ABCD,
wiec jest prostopadia do kazdej prostej zawartej
w plaszczyznie ABCD, stad AM | AN. Analo-
gicznie CN L CPi HP 1 HM. Tréjkaty AMN,
CNP i HPM sa wiec trojkatami prostokatnymi
oraz AM=CN=HPi AN=CP=HM, zatem
sa trojkatami przystajacymi, czyli
MN=NP=PM.

Oznacza to, ze trojkat M N P jest trojkatem réw-
nobocznym.

7. Powiemy, ze liczba catkowita n jest liczba stoneczng, jezeli n = a? + 5b2,
gdzie liczby a i b sa liczbami catkowitymi réznymi od zera. Wykaz, ze jezeli
liczba n jest liczba stoneczng, to liczba n* tez jest liczba stoneczng.

Rozwigzanie

Wykazemy na poczatku, ze kwadrat liczby stonecznej jest liczba stoneczng.
Niech liczba n bedzie liczba stoneczng, czyli n=a?+5b? dla pewnych liczb
catkowitych a, b. Wtedy

n? = (a*+5b%)* = a* +10ab* +25b* =
= a* —10a2b? + 25b* + 2000 = (a® — 5b%)2 +5(2ab)* =
=aj+5b7.
Poniewaz liczby a i b sg liczbami catkowitymi, wiec liczby a; =a?—5b% i b, =2ab
tez sa catkowite. Ponadto zadna z nich nie moze by¢ rowna zero. Gdyby liczba
a, byla réwna zero, to wtedy liczba V5 bytaby liczbg wymierna, co nie jest
prawdg. Liczba b, jako iloczyn liczb réznych od zera tez jest liczbg rézng od

zera. To konczy dowodd, ze kwadrat liczby sfonecznej jest liczba stoneczng.
Stad n* = (n?)? jako kwadrat liczby sfonecznej jest liczba stoneczng.

Uwaga. Mozna wykazaé, ze iloczyn dwdéch, niekoniecznie réwnych, liczb sfo-
necznych jest liczbg stoneczng. Pozostawiamy to jako ¢wiczenie. (tsz)
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