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Tresci zadan
Pierwsze zawody indywidualne

1. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC oraz takie punkty D i E,
ze punkt D nalezy do odcinka AC, B za$ do odcinka C'E, przy czym AD=BE.
Udowodnij, ze $rodek odcinka DFE lezy na prostej AB.

2. Poczatkowo na jednym polu szachownicy 8 x 8 znajduja sie 64 ziarenka
ryzu, a pozostale pola sg puste. W pojedynczym ruchu wybieramy dwa pola
szachownicy, na ktorych znajduja sie liczby ziarenek ryzu réznigce sie o co
najmniej dwa, a nastepnie przekladamy jedno ziarenko ryzu z pola zawiera-
jacego wiecej ziarenek na pole zawierajace mniej ziarenek. Udowodnij, ze nie
jest mozliwe wykonanie 2017 kolejnych ruchéw.

3. Wierzchotki 4444-kata foremnego podzielono na 2222 pary. Udowodnij,
ze odcinki wyznaczone przez pewne dwie pary sa tej samej dlugosci.

4. Punkt D wybrano na kréotszym tuku BC' okregu opisanego na tréjkacie
rownobocznym ABC'. Prosta CD przecina prosta AB w punkcie L, a prosta
BD przecina prostg AC' w punkcie K. Wykaz, ze prosta K L przechodzi przez
pewien punkt niezalezny od wyboru punktu D.

5. Dane sa rézne nieparzyste liczby pierwsze p, q, r oraz takie dodatnie
liczby catkowite a <p, b<gq, c<r, ze liczby aqr+1, bpr+1i cpq+1 sa podzielne
odpowiednio przez p, q i r.

Udowodnij, ze jezeli liczba aqr+bpr-+cpq jest parzysta, to jest ona mniej-
sza od pqr.

6. Liczba palindromiczna to liczba, ktéra nie zmieni sie po odwrdceniu
kolejnoéci cyfr. Palindromiczne sa np. liczby 7' =7 i 72 =343. Czy istnieje
potega sibdemki, ktora jest liczba palindromiczna o parzystej liczbie cyfr?

7. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym M jest srodkiem boku
AB. Proste ¢4 i £p sa prostopadle do AB i przechodza odpowiednio przez
A i B. Prosta prostopadia do AC przechodzaca przez punkt M przecina £4
w punkcie F, a prosta prostopadta do BC przechodzaca przez punkt M prze-

cina £ w punkcie F. Proste CM i EF przecinaja si¢ w punkcie D. Wykaz,
ze YADB=<JEMF.

8. Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja nieréwnosci
a+b+c+d<2 oraz ab+bc+cd+da>1.
Udowodnij, ze

1
—b+c—d|<—.
la—b+c—d 16
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Drugie zawody indywidualne

9. Dla dodatniej liczby calkowitej n niech K (n) bedzie liczba kwadra-
téw o wierzchotkach w punktach kratowych o obu wspolrzednych ze zbioru
{1,2,...,n}. W szczegblnosci K(1)=0, K(2)=1, K(3)=6, K(4)=20. Udo-
wodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p> 3 liczba K (p) jest podzielna przez p?.

10. Odcinek BC' jest najkrotszym bokiem nieréwnoramiennego tréjkata
ABC. Punkt X wybrano na boku BC. Punkty K i L naleza odpowiednio do
odcinkéw AB i AC, przy czym BK = BX oraz CL=CX. Wykaz, ze srodek
odcinka KL lezy na pewnej prostej niezaleznej od wyboru punktu X.

11. Udowodnij, ze spoéréd dowolnych 205 parami réznych liczb catkowi-
tych mozna wybraé takie trzy parami rézne liczby a, b, ¢, ze liczba

a?+b*+c* —ab—bc—ca
jest podzielna przez 103.
12. Udowodnij nieréwnosé¢ 1%/1,1 < 1,001.
13. Udowodnij nieréwnoéé¢ 1°%0/1,1> 1,0009.

Trzecie zawody indywidualne

14. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty M i N leza na
przekatnej AC, przy czym AM = CN. Wykaz, ze jesli YADM = JCDB, to
YABD = <CBN.

15. Prostokgtem magicznym o wymiarach m X n nazywamy tablice roz-
miaru m X n wypelniona réznymi liczbami catkowitymi od 1 do mn w taki
sposéb, ze sumy liczb we wszystkich wierszach sa réwne, a takze sumy liczb
we wszystkich kolumnach sa réwne.

Udowodnij, ze dla zadnej dodatniej liczby catkowitej k£ nie istnieje pro-
stokat magiczny o wymiarach k x (k+1).

16. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele tréjek (a, b, ¢) dodatnich
liczb catkowitych spetniajacych warunki a < b <c, NWW(a, b, ¢) < a? oraz
c<a++/a.

17. Udowodnij, ze nie istnieje tréjka (a, b, ¢) dodatnich liczb caltkowitych
speliajacych warunki a <b<c, NWW(a, b, ¢) <a? oraz c<a+ a.

18. Dany jest trojkat ABC oraz punkty K i L lezace odpowiednio na
bokach BC i AC. Punkty M i N sa odpowiednio $rodkami odcinkéw AK
i BL. Proste KN i LM przecinajg sie w punkcie P. Wykaz, ze jezeli punkt P
lezy na dwusiecznej kata AC'B, to AL=BK.



4 Tresci zadan

Czwarte zawody indywidualne

19. Dane s3 takie liczby catkowite m, n, ze liczba m!? —n'? dzieli sie

przez 157. Wykaz, ze liczba m!3 —n'* —m+n dzieli sie przez 157.

20. Dany jest trojkat rownoboczny ABC, ktory jest opisany na okregu w
i wpisany w okrag I'. Styczna do okregu w w punkcie X przecina odcinki AC
i BC odpowiednio w punktach P i Q.

(a) Wykaz, ze okrag o érodku P i promieniu PB oraz okrag o $rodku @
i promieniu QA majg punkt wspdlny Y nalezacy do I'.

(b) Udowodnij, ze proste XY oraz PQ sa prostopadle.

Uwaga. Za rozwiazanie kazdego z podpunktéw mozna otrzymaé 6 punktow.

21. Dana jest liczba n > 1 oraz pewien zbiér A={aj,as,...,a,} dodat-
nich liczb catkowitych. Na okregu wyrézniono 2" punktéw i kazdemu z nich
przyporzadkowano jedna z liczb ze zbioru A. Udowodnij, ze iloczyn liczb znaj-
dujacych sie na pewnym luku tego okregu (zawierajacym co najmniej jedna
z nich) jest kwadratem liczby catkowitej.

22. Rozstrzygnij, czy prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie:
Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych aq, as, as, ..., ag spelniaja-
cych réwnanie a3 +a3 +a3 +. ..+ a3 =8 zachodzi nieréwnosé

2.2, 2.2 2 2 2.2, 2 2
ajas+asaz +azai+...+arag +agal <8.

23. Rozstrzygnij, czy prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie:
Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych aq, as, as, aq speliajacych
réwnanie a + a3 + a3 +aj = 4 zachodzi nieréwnosé

2.2, .22 22 22
ajas+asaz+azal+aza; <4.

Mecz matematyczny

24. Rozstrzygnij, czy kwadrat o boku 35 mozna podzieli¢ na prostokaty,
z ktorych kazdy ma wymiary 1x 14 lub 1 x 15.

25. Dany jest kat wypukly a oraz punkt K nalezacy do wnetrza tego kata.
Wykaz, ze istnieje punkt M o nastepujacej wlasnosci: Jesli prosta przecho-
dzaca przez punkt K przecina ramiona kata o w punktach A i B, to pélprosta
MK jest dwusieczna kata AM B.

26. Prostokgtem magicznym o wymiarach m X n nazywamy tablice roz-
miaru m X n wypelniona réznymi liczbami catkowitymi od 1 do mn w taki
sposéb, ze sumy liczb we wszystkich wierszach sa réwne, a takze sumy liczb
we wszystkich kolumnach sa réowne.

Wykaz, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych k, dla
ktorych istnieje prostokat magiczny o wymiarach k x (k+2).
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27. Niech p>5 bedzie liczba pierwsza. Dodatnie liczby catkowite m, n sa
mniejsze od p/2 i spetniaja kongruencje m®+n’=(m+n)® (mod p). Udowodnij,
ze m?® +n? = (m+n)* (mod p?).

28. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AC' < BC. Punkt M jest érodkiem
boku AB, a odcinki AFE i BF sg wysokosciami tréjkata ABC. Punkty K i L
sa $rodkami odpowiednio odcinkéw EM i FM. Prosta przechodzaca przez

punkt C' i rownolegta do prostej AB przecina prosta K L w punkcie T. Wykaz,
z2e TC=TM.

29. Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n spelniajacej nieréwnosci
1000 < n <2000 liczba 4™ 42" 41 jest ztozona.
30. Liczba wymierna g > 1 oraz liczba naturalna n > 1 spelniaja réwnanie
q" =nf.
Udowodnij, ze liczba ¢ jest catkowita.

31. Dany jest réznoboczny tréjkat ostrokatny ABC'. Symetralna boku BC
przecina proste CA i AB odpowiednio w punktach A; i As, symetralna boku
C A przecina proste AB i BC odpowiednio w punktach By i B, a symetralna
boku AB przecina proste BC i C'A odpowiednio w punktach C7 i Co. Wykaz,
ze $rodki okregéw opisanych na tréjkatach ABC, A1B1C:1, A2B>Cs lezg na
jednej proste;j.

32. Niech
P(n,k)=(kn+1)-(kn+2)-(kn+3)-...-(kn+k—1)- (kn+k).

Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych n, k, ¢ zachodzi
nieréwnosé

P(n,k+10)-k¥ -0t < P(n,k)-P(n,0)- (k+£)k**.

33. Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 2 zachodzi nier6wnosé
VIFT4+ V214V 1+ VR 1> g-\/n2+2n+5.

34. Dany jest czworo$cian ABCD oraz punkt P wewnatrz tego czworo-
$cianu. Punkty A’, B’, C’, D’ sg rzutami prostokatnymi punktu P odpowied-
nio na ptaszczyzny BCD, CDA, DAB, ABC, przy czym nalezg one do Scian
czworoscianu. Prosta a przechodzi przez punkt A i jest prostopadta do plasz-
czyzny B'C'D’. Analogicznie definiujemy proste b, ¢, d. Udowodnij, ze proste
a, b, ¢, d przecinaja sie w jednym punkcie.



