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Szkice rozwigzan

1. Wyznacz wszystkie trdjki (a,b,c) liczb rzeczywistych spetniajgce uklad réwnan:
a*+b*+c2=23
a+2b+4c=22

Rozwigzanie

Drugie réwnanie mnozymy stronami przez 2 i odejmujemy stronami od pierwszego. W efekcie uzy-
skujemy a? —2a+b? —4b+c?> —8c+21 =0, co po skorzystaniu ze wzoréw skréconego mnozenia jest
réwnowazne zaleznosci (a—1)?+(b—2)%2+(c—4)?2=0. Stad wynika, ze a=1, b=2, c=4. Jednak
bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze trojka ta nie spelnia danego ukitadu réwnan. Uktad ten nie
ma zatem rozwigzan.

2. Miara kazdego kqgta szesciokgta ABCDEF jest réwna 120°. Udowodnij, ze symetralne odcinkow
AB, CD i EF przecinajg sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Niech P=FANBC, Q=BCNDE, R=DENFA. Wtedy tréjkaty ABP, CDQ, EF R sa robwnoboczne.
Zatem symetralna odcinka AB jest jednoczesnie dwusiecznag kata AP B trdjkata ABP, a wiec réwniez
dwusieczng kata RPQ tréjkata PQR. Analogicznie, symetralne odcinkow C'D i EF sa odpowiednio
dwusiecznymi katéw PQR i QRP trdjkata PQR. A zatem rozpatrywane symetralne przecinajg sie
w jednym punkcie.

Uwaga: Rozpatrywany szeéciokat ABC DEF nie musi by¢ foremny.

3. W przestrzeni danych jest 6 punktow, z ktérych Zadne cztery nie lezg na jednej plaszczyinie.
Laczge niektore z tych punktow narysowano 10 odcinkow. Wykaz, Ze w ten sposéb uzyskano co
nagmniej jeden trojkqt.

Rozwigzanie

Zauwazmy najpierw, ze z pewnego punktu wychodza co najmniej 4 odcinki; w przeciwnym razie
wszystkich odcinkéw bytoby co najwyzej % =9, a jest ich 10. Oznaczmy wiec dane punkty przez
A, B, C, D, E, F oraz przyjmijmy, ze punkt A jest polaczony z punktami B, C, D, F.

Z punktu F' wychodzi co najwyzej pie¢ odcinkdéw, a zatem skoro wszystkich odcinkéw jest 10, to
pewne dwa punkty spoéréd B, C, D, E musza byé¢ polaczone. Punkty te wraz z punktem A daja
zadany tréjkat.

4. Czy istniejq takie dodatnie liczby calkowite a, b, ¢, d, Ze liczba (a+b)(b+c)(c+d)(d+a) jest
w systemie dziesietnym zakoriczona cyframi ,107¢ OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Kazda liczba zakonczona w systemie dziesietnym cyframi ,,10” jest parzysta, lecz niepodzielna
przez 4. Wobec tego dokladnie jeden z czynnikéw (a+0b), (b+c), (c+d), (d+a) rozpatrywanej
liczby jest parzysty, pozostale trzy sa nieparzyste. Jednak wtedy liczba

(a+b)+(b+c)+(c+d)+(d+a)=2(a+b+c+d)

bylaby liczba nieparzysta. UzyskaliSmy sprzecznoéé, ktéra dowodzi, ze nie istniejg liczby a, b, ¢, d
spelniajace podane w tresci zadania warunki.

5. Trajket ABC jest podstawq ostrostupa ABCS, w ktérym
JASB =4BSC =4CSA=20°.
Wykaz, ze obwaod tréjkgta ABC' jest nie mniejszy od diugosci kazdej z krawedzi AS, BS i CS.
Rozwigzanie
Rozetnijmy powierzchnie ostrostupa wzdtuz krawedzi AC, BC, SC, po czym roztézmy ja na plasz-

czyznie. W ten sposob uzyskujemy siatke ostrostupa ABC'S, sktadajaca sie z tréjkatéw ABS, ABCh,
ASCs, BSC3. Poniewaz SCy = SCj3 oraz

LC28C3 =FASB+4BSC+ICSA=3-20°=60°,
wiec trojkat CoC3S jest réwnoboczny. Stad

Analogicznie dowodzimy, ze obwdd trojkata ABC jest nie mniejszy od dlugosci krawedzi AS i BS,
co konczy rozwiagzanie zadania.



