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Treéci zadan (poziom OMG)

Pierwsze zawody indywidualne

1. Rozwiaz w dodatnich liczbach rzeczywistych x réwnanie
Vr+1+vVz+8+Vr+17+Vr+28=18.

2. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nie-
rownosé
Ta(b+c) <5 (a2 +b? —I—c2> :

3. Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n, liczba
(4n)!- (n!)?
((2n)1)?

zapisana w postaci utamka nieskracalnego ma nieparzysty licznik i nieparzysty
mianownik.

4. Liczby catkowite ni, ns, ng, ..., n15, m spetniaja réwnanie

4 4 4 4 4
n1+n2+n3+...+n15:m .

Udowodnij, ze wsréd tych liczb co najwyzej dwie sa nieparzyste.
5. W okrag o promieniu 1 wpisano 666-kat foremny. Wyznacz najmniejsza

liczbe k o nastepujacej wlasnosci: wsrdéd dowolnie wybranych k wierzchotkdéw
tego wielokata istnieja dwa wierzchotki odlegte o 1.

6. Okregi 01 1 02 sa wpisane w katy wierzchotkowe o wierzchotku A,
wyznaczone przez proste k i . Prosta k jest styczna do okregu o7 w punkcie
K, a prosta [ jest styczna do okregu oo w punkcie L. Okregi o1 i 02 leza po
tej samej stronie prostej m, ktéra jest do nich styczna i przecina proste k i [
odpowiednio w punktach B i C. Udowodnij, ze AK + AL= BC.

7. Dany jest ostrokatny tréjkat réwnoramienny ABC o podstawie AB.
Prosta prostopadta do boku AC przechodzaca przez punkt A przecina prosta
BC w punkcie D. Punkt E spelnia warunki:

JECB=<EBA=90°.

Punkt F lezy na prostej AB, przy czym BF = AD, a punkt B lezy na odcinku
AF. Udowodnij, ze ED =FEF.

8. Réwnoleglobok ABCD jest podstawa ostrostupa ABCDS. Katy na-
chylenia Scian bocznych do podstawy sg rowne. Udowodnij, ze réwnolegtobok
ABCD jest rombem.
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Drugie zawody indywidualne

9. Rozwiaz uklad réwnan

ab+a+b=1
bec+b+c=5
ca+c+a=>

w liczbach rzeczywistych a, b, c.

10. Dana jest szachownica o wymiarach 2014 x 2014. Czy mozna tak ja
pokry¢ kostkami domina, aby liczba kostek ulozonych poziomo byta réwna
liczbie kostek utozonych pionowo?

Uwaga: Kazda kostka domina pokrywa dwa pola szachownicy.

11. Wykaz, ze istnieje taka liczba naturalna k wigksza od 1, ze réwnanie

nk

n" =m™m
ma co najmniej cztery rozwigzania w dodatnich liczbach catkowitych m, n.
Uwaga: Potegowanie wykonuje sie ,od gory”, tzn. a®* =a(®).
12. Trojkat ABC jest opisany na okregu o érodku I. Punkt H jest or-
tocentrum tego tréjkata. Okrag o jest opisany na tréjkacie ABC, a punkt M

jest érodkiem tego tuku AC okregu o, do ktérego nie nalezy punkt B. Ponadto
spetniony jest warunek M1 = M H. Wyznacz miare kata SABC.

Trzecie zawody indywidualne

13. Rozstrzygnij, czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite m, n, ze
sumy cyfr liczb m?°13 oraz n2°13 réznig sie o 2013.

14. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Punkty X, Y, Z leza odpo-
wiednio na odcinkach AP, BP, C'P i spelniaja warunki:
AX BY (CZ
XP YP ZP’
Punkty K, L, M sa srodkami odpowiednio odcinkéw BC, C' A, AB. Udowodnij,
ze proste XK, YL, ZM przecinaja si¢ w jednym punkcie.

15. Danych jest 22913 4+ 1 réznych dodatnich liczb catkowitych nie wigk-
szych od 24923 4+ 1. Udowodnij, ze spoéréd nich mozna wybraé takich szeéé
roznych liczb a, b, ¢, d, e, f, ze

at+b=c+d=e+f.

16. Czy istnieje wielodcian o nieparzystej liczbie Scian, ktérego wszystkie

Sciany sg trojkatami?
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Czwarte zawody indywidualne
17. Liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokow pewnego trojkata. Wykaz, ze
a b c 1 1 1

>4+
(b—H:—a)2—i_(c—i—a—b)Q—i_(a—kb—c)2 a+b+c

18. Szachownice o wymiarach 14 x 14 pokryto 98 kostkami domina. Udo-
wodnij, ze istnieje taka prosta réwnolegta do pewnych dwdéch bokéw szachow-
nicy i przechodzaca przez jej wnetrze, ktéra rozcina co najwyzej dwie kostki.

Uwaga: Kazda kostka domina pokrywa dwa pola szachownicy.

19. Czworokat ABCD wpisany jest w okrag o érodku O. Przekatne
tego czworokata przecinaja sie w punkcie M, a odcinki taczace Srodki jego
przeciwleglych bokéw przecinaja sie w punkcie N. Udowodnij, ze OM > ON.

20. Wykaz, ze réwnanie
222 4+ 5y = 2°
nie ma rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych x, y, z.
21. Dany jest czworoscian foremny o krawedzi 1. Punkt P nalezy do

wnetrza tego czworo$cianu. Suma odlegtosci punktu P od krawedzi tego czwo-

3v2
roScianu jest rowna s. Wykaz, ze s > \QT

Mecz matematyczny

2
22. Czy liczba 7+ 5/2 jest suma liczb postaci (m+y\/§) , gdzie x, y sa
liczbami wymiernymi?

23. Okregi o, p maja rézne promienie i przecinaja sie w punktach A i B.
Prosta k jest styczna do okregéw o i p odpowiednio w punktach M i N, a pro-
sta [ jest styczna do tych okregéw odpowiednio w punktach O i P. Wykaz,
ze ortocentra trojkatow MNA, MNB, OPA i OPB sa wierzchotkami prosto-
kata.

24. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych m, n za-
chodzi nier6wnosc

mm n" (m+n)m+n

m! nl (m—+n)!

25. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Wykaz, ze érodki okregdéw
wpisanych w trojkaty ABC, BCD, CDA i DAB sa wierzchotkami prostokata.
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26. Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢, d
prawdziwa jest nieréwnosé
a?+b*  a’+c* a?+d?

> .
crd Tare TThge o

27. Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zapis dzie-
sietny liczby n! konczy si¢ mniej niz n/4 zerami.

28. Na kazdym polu szachownicy o wymiarach 2013 x 2013 znajduje sie
zaréwka. Dla kazdego rzedu poziomego, pionowego i ukosnego dysponujemy
przelacznikiem, ktoéry zmienia stan (zgaszona/zapalona) wszystkich zaréwek
w tym rzedzie. Rzad uko$ny tworza pola, ktérych érodki leza na prostej prze-
cinajacej boki szachownicy pod katem 45°. W szczegdlnosci rzedem jest poje-
dyncza zarowka w polu naroznym.

Poczatkowo zapalona jest zaréwka w centralnym polu szachownicy,
a pozostale zarowki sa zgaszone. Czy uzywajac dostepnych przetacznikdw
mozna doprowadzi¢ do stanu, w ktorym wszystkie zaréwki sg zgaszone?

29. Czy istnieje liczba naturalna wigksza od 1, ktéra mozna przedstawic¢

w postaci n”k, gdzie n, k sa dodatnimi liczbami catkowitymi, na co najmniej
2013 sposobdéw?

30. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Na bokach tego czworokata
budujemy na zewnatrz takie prostokaty ABLK, BCNM, CDPO i DARQ,
aby BC=AR, CD=BL, DA=CN, AB= DP. Udowodnij, ze érodki tych
prostokatéw sa wierzchotkami prostokata.

31. Na stosie lezy 2013 kamieni. Ruch polega na wykonaniu jednej z na-
stepujacych operacji:

e rozdzielenie dowolnego stosu zawierajacego co najmniej dwa kamienie
na dwa niepuste stosy,

e przelozenie jednego kamienia z wiekszego stosu na mniejszy, pod wa-
runkiem, ze przed wykonaniem ruchu liczby kamieni w tych stosach réznity
sie o wiecej niz 1.

Czy zgodnie z powyzszymi regutami mozna wykonaé ciag trzech milionéw
ruchow?

32. W czworoécianie ABCD punkty K i L sa srodkami odpowiednio
krawedzi AB i C'D. Plaszczyzna p przechodzi przez punkty K i L oraz przecina
krawedzie BC i AD tego czworoscianu odpowiednio w punktach E'i F'. Wykaz,
ze $srodek odcinka E'F' lezy na prostej K L.
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