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Tresci zadan
Pierwsze zawody indywidualne

1. Dany jest pieciokat wypukly ABCDFE. Wyznacz sume
JACE+<YBDA+<4CEB+<YDAC+<YEBD.

2. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n > 6 o nastepujacej wtasnosci:
Sposrod wierzchotkow n-kata foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1
mozna wybra¢ szes¢ wierzchotkéw wyznaczajacych szesciokat, ktérego kazdy
bok ma dlugos$é nie wieksza od 1.

3. W kazdym z wierzchotkéw n-kata foremnego, gdzie n > 3, umieszczono
lampe oraz przetacznik, ktéry zmienia stan (zapalona/zgaszona) dwéch lamp
w wierzchotkach sasiadujacych z tym wierzchotkiem. Poczatkowo dwie lampy
w kolejnych wierzchotkach sa zapalone, a pozostale zgaszone. Rozstrzygnij,
w zaleznosci od n, czy uzywajac dostepnych przetacznikéw mozna doprowadzié
do stanu, w ktorym wszystkie lampy sa zgaszone.

4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym SACB =90°. Na bokach BC, CA,
AB tego tréjkata wybrano odpowiednio takie punkty D, E, F, ze

JADC=<BDF, <YBFD=<YAFE, JAEF=<BEC.
Udowodnij, ze AD+DF =BE+EF.

5. Kwadrat o boku 107 podzielono na kwadraty jednostkowe. Rozstrzy-
gnij, czy figure powstala z duzego kwadratu przez usuniecie naroznego kwa-
dratu jednostkowego mozna podzieli¢ na prostokaty o wymiarach 1 x 4.

6. Kwadrat o boku 109 podzielono na kwadraty jednostkowe. Rozstrzy-
gnij, czy figure powstala z duzego kwadratu przez usuniecie centralnego kwa-
dratu jednostkowego mozna podzieli¢ na prostokaty o wymiarach 1 x 4.

7. Dany jest wieloscian wypukty, ktérego kazda Sciane pomalowano na
czerwono lub niebiesko w taki sposéb, ze kazde dwie Sciany majace wspdlnag
krawedz maja rézny kolor. Wykaz, ze jesli w dany wielo$cian mozna wpisaé
sfere, to suma pdl jego czerwonych Scian jest rowna sumie pél jego niebieskich
Scian.

Uwaga: Sfera wpisana w wieloScian nazywamy sfere styczng do wszystkich jego
Scian.
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8. Rozstrzygnij, czy dla dowolnej liczby naturalnej n > 4 oraz dowolnych
dodatnich liczb rzeczywistych x1, zo, 3, ..., , spelniajacych warunek

r1+To+x3+...+Tp="n
zachodzi nieré6wnosé

T1ToT3+ Tox3x4 + 3045+ ...+ Tp_2Tp_ 1Tn +Tn_1TpT1 +TpT1T2 < N.

Drugie zawody indywidualne

9. Rozstrzygnij, czy réwnanie
a®+0%+ P +d°+eb =6f°
ma rozwigzanie w dodatnich liczbach catkowitych a, b, ¢, d, e, f.
10. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, ktérego wysokosci przecinaja sie
w punkcie H. Punkty K i L sa spodkami wysoko$ci opuszczonych odpowiednio
z wierzchotkéw A i B, a punkt M jest érodkiem odcinka AB. Okregi opisane

na trojkatach ABH i CK L przecinaja sie w punkcie P réznym od H. Wykaz,
ze punkty C, M, P leza na jednej prostej.

11. Wykaz, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych 1, x2, x3,
T4, T, Tg spelniajacych warunek
T1+To+T3+xs+T5+76=06
zachodzi nieréwnosé

T1T2T3 +T2T3T4 + T3T4T5 + X4T5T6 + T5T621 + TeT1T2 < 8.

12. Plansza do gry ma pie¢ pdl umieszczonych w wierzchotkach pieciokata
foremnego. Dozwolony ruch polega na zabraniu dwoch zetonéw z dowolnego
pola, na ktorym jest wiecej niz jeden zeton i polozeniu jednego zetonu na na-
stepnym polu, liczac w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara.

Poczatkowo na kazdym polu znajduje si¢ 2015 zetonéw. Rozstrzygnij, czy
wykonujac ciag dozwolonych ruchéw mozna doprowadzi¢ do stanu, w ktérym
na planszy pozostanie mniej niz pie¢ zetondw.

Trzecie zawody indywidualne

13. Punkt P lezy wewnatrz trjkata ABC. Udowodnij, ze
AP+BP < AC+ BC.
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14. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele trojek a, b, ¢ dodatnich
liczb catkowitych spelniajacych réwnanie

(a*+1)-(B*+1)=c*+1.

15. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z spetniajacych
warunki
> +y?+22<1 oraz 22+3y4+62>7

zachodzi nieré6wnosé
Ty > 2.

16. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym SACB=60°. Na bokach BC i AC
leza odpowiednio takie punkty D i FE, ze BD = DE = EA. Udowodnij, ze
JABE = 30°.

Czwarte zawody indywidualne
17. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e, f spelniaja rownanie
2ab+ 6bc+12¢d +20de + 30e f +6 fa = a® + 4b% +9¢? + 16d> + 25¢2 + 36.f2.
Udowodnij, ze af = bc.

18. W turnieju szachowym startuje 2n zawodnikéw, gdzie n>2 jest liczba
naturalna. Udowodnij, ze mozna tak zaplanowaé¢ rozgrywki skladajace sie
z 2n—1 rund, aby kazdy szachista rozegral z kazdym innym doktadnie jedna
partie szachow.

Uwaga: W kazdej rundzie kazdy z zawodnikéw rozgrywa doktadnie jedna partie
szachow.

19. Dwa przystajace okregi przecinaja sie w punktach A i B. Prosta
przechodzaca przez punkt A przecina okregi w takich punktach C'i D réznych
od A, ze punkt A nalezy do odcinka C'D. Wykaz, ze BC'= BD.

20. Udowodnij, ze istnieje 2015 kolejnych dodatnich liczb calkowitych,
ktére nie sg postaci a?b?, gdzie a i b sa dodatnimi liczbami calkowitymi.

21. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AC = BC'. Na bokach AC i BC
wybrano odpowiednio takie punkty D i E, ze AB=BD=DFE oraz AD=CE.
Wyznacz miare kata ACB.
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22. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 4 oraz dowolnych
dodatnich liczb rzeczywistych x1, x2, 3, ..., x, zachodzi nieréwnosé

2.3 2,.3 2.3
T1T53X3+Tox3T, + X305+ ...

2 .3 2.3 2,3 .6, .6 6 6
T 2T, Ty F Xy 1T, X] T X0 ST+ Ty X3+ T,

23. Przez punkt A poprowadzono proste styczne do okregu w w punktach
B i C. Prosta [ przechodzaca przez punkt A przecina okrag w w réznych punk-
tach D i E. Prosta réwnolegta do DFE przechodzaca przez punkt B przecina
okrag w po raz drugi w punkcie X. Udowodnij, ze prosta X C przechodzi przez
srodek odcinka DFE.

24. Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej k istnieje taka
liczba pierwsza p >k, ze k liczb catkowitych bezposrednio poprzedzajacych
liczbe p, a takze k liczb catkowitych bezposrednio po niej nastepujacych, to
liczby zlozone.

W rozwigzaniu mozesz skorzystaé bez dowodu z nastepujacego twierdze-
nia: Dla dowolnych wzglednie pierwszych dodatnich liczb catkowitych a i b
istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci a+bn, gdzie n jest dodat-
nig liczba catkowita.

25. Udowodnij, ze réwnanie m? +n? = 6 nie ma rozwigzan w dodatnich
liczbach catkowitych m, n, k.

26. Dany jest trojkat ABC, w ktérym JSACB = 120°. Dwusieczne ka-
tow wewnetrznych przy wierzchotkach A, B, C' przecinaja przeciwlegte boki
odpowiednio w punktach D, E, F. Udowodnij, ze SDFE =90°.

27. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby pierwszej p oraz dowolnej dodatniej
liczby catkowitej r < p istnieja takie dodatnie liczby caltkowite a i b mniejsze
od /p, ze ar ==£b (mod p).

28. W kazdym z wierzchotkow n-kata foremnego, gdzie n > 4, umiesz-
czono lampe oraz przelacznik, ktéry zmienia stan (zapalona/zgaszona) trzech
lamp lezacych w bezpos$rednim sasiedztwie tej lampy: dwoch w kierunku zega-
rowym i jednej w kierunku przeciwzegarowym. Poczatkowo jedna lampa jest
zapalona, a pozostate zgaszone. Rozstrzygnij, w zaleznosci od n, czy uzywajac
dostepnych przetacznikéw mozna doprowadzi¢ do stanu, w ktorym wszystkie
lampy sa zgaszone.
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29. Rozstrzygnij, czy punkty plaszczyzny mozna pokolorowaé czterema
kolorami w taki sposob, aby spelnione byly nastepujace dwa warunki:
e kazde koto o srednicy wickszej od 2 zawiera we wnetrzu punkty wszystkich
czterech koloréw;
e kazde koto o érednicy mniejszej od 1 zawiera we wnetrzu punkty co najwyzej
dwoch koloréw.

30. Ciagi (a,) i (b,) sa okreslone nastepujacymi wzorami:
ap =99999, a1 =1699999, by =1, b1 =5,

an+y2 =10a,+1 —9a, oraz bnio=10b,11—8b, dla n=0,1,2,3,...
Wykaz, ze a5 < b2o15.

31. Udowodnij, ze szescianu o krawedzi 61 nie mozna wypeltni¢ klockami,
z ktorych kazdy jest szeScianem o krawedzi 2 lub prostopadloscianem o wy-
miarach 3 x 3 x 1.

32. Pewne n wierzchotkéw 3n-kata foremnego pomalowano na czerwono.
Wierzchotki wielokata nalezy pogrupowaé¢ w n rozlacznych tréjek takich, ze
kazda zawiera dokladnie jeden czerwony wierzchotek. Udowodnij, ze mozna
to uczynié tak, aby kazde dwa tréjkaty wyznaczone przez rézne trojki mialy
punkt wspdlny.



