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Tresci zadan
Pierwsze zawody indywidualne

1. Punkt P nalezy do wnetrza kwadratu ABCD. Punkty K, L, M, N sa
srodkami odpowiednio bokéw AB, BC, CD, DA. Pola czworokatéw AK PN,
BLPK i CMPL sa réwne odpowiednio 16, 20 i 32. Oblicz pole czworokata
DNPM.

2. Udowodnij nieréwnos¢

1 1 1 1 1
+ + + o4 ——<0.
1+v2 V24+vV3 V3+vV4 V4++5 V984199

3. Partia trioszachéw rozgrywana jest na tréjstronnej szachownicy przez
trzech graczy. W turnieju trioszachowym wzigto udziat 101 zawodnikéw, z kté-
rych kazdy rozegral co najwyzej 50 partii. Udowodnij, ze istnieje dwéch za-
wodnikéw, ktorzy nie grali w tej samej partii.

4. Na boku AB tréjkata ABC wybrano punkt K. Prosta C'K przecina
okrag opisany na tym trojkacie w punktach C'i M. Wykaz, ze przy ustalonych
punktach A, B, C $rodki okregéw opisanych na tréjkatach AMK lezg na
pewnej prostej.

5. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele czwoérek dodatnich liczb cal-
kowitych a, b, ¢, d spelniajacych rownanie
A+ =2 +d?
oraz warunki a<c i NWD(a, b, ¢, d) =1.

6. Udowodnij, ze nie istnieja 333 kolejne liczby pierwsze, ktérych suma
kwadratéw jest kwadratem liczby caltkowitej.

7. Dany jest trojkat ASD oraz potprosta ¢ bedaca dwusieczna kata ASD.
Okrag wy jest styczny do SA i £ odpowiednio w punktach A i B, okrag ws za$
jest styczny do £ i SD odpowiednio w punktach C'i D. Prosta AC przecina
okrag wi po raz drugi w punkcie K, a prosta BD przecina okrag ws po raz
drugi w punkcie L. Wykaz, ze prosta KL jest styczna do okregéow wi i ws.

8. Kazdy z wierzchotkow 666-kata foremnego pomalowano na jeden
z dwéch kolorow. Okazalo sie, ze nie istnieje trdojkat o wierzchotkach tego
samego koloru majacy kat 30°. Udowodnij, ze nie istnieje tréjkat prostokatny
o wierzcholkach tego samego koloru.

Drugie zawody indywidualne

9. Rozstrzygnij, czy istniejg liczby naturalne a,b,c,d,e wieksze od 22017
spelniajace réwnanie
256 4 256 4 (256 | 7256 _ 2

oraz warunek NWD(a,b,c,d,e) = 1.
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10. Dany jest prostokat ABCD. Na odcinku BC' i prostej C'D wybrano
odpowiednio takie punkty K i L, ze kat K AL jest prosty. Proste KL i BD
przecinajg sie w punkcie S. Udowodnij, ze proste AS i KL sg prostopadte.

11. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢
zachodzi nieréwnosé

12- (ab+be+ca) < Ta® 41507 +18c2.

12. Rozstrzygnij, czy szachownice o boku 27 z usunietym naroznym po-
lem mozna pokry¢ klockami o wymiarach 1 x 4.

13. Rozstrzygnij, czy szachownice o boku 27 z usunietym centralnym
polem mozna pokryé¢ klockami o wymiarach 1 x 4.

Trzecie zawody indywidualne

14. W tréjkacie ostrokatnym ABC poprowadzono wysokosci AD i BE.
Prosta DE przecina przecina okrag opisany na tym tréjkacie w punktach K
i L. Udowodnij, ze CK =CL.

15. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby caltkowitej n liczba
66" —25"

jest ztozona.

1
16. Niech x bedzie taka liczba rzeczywista dodatnia, ze liczba x4 — jest
x
1
wymierna. Udowodnij, ze liczba 2° + —5 Jjest wymierna.
x

17. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkt T jest srodkiem krétszego
tuku BC okregu opisanego na tym tréjkacie, a punkt M jest Srodkiem od-
cinka AB. Punkt K jest symetryczny do punktu M wzgledem symetralnej
odcinka AT. Wykaz, ze AK =KC.

Czwarte zawody indywidualne

18. Na plaszczyznie danych jest n punktéw zielonych, n punktéw czer-
wonych i n punktéw niebieskich, z ktérych zadne trzy nie sa wspdtliniowe.
Rozstrzygnij, w zaleznosci od n > 1, czy zawsze mozna wybraé¢ n trojkatéw
o roznokolorowych wierzchotkach i roztacznych obwodach.

19. Udowodnij, ze rownanie

0B 0+t aB =231

nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych aq, as, ..., ass, b.



4 Tresci zadan

20. Na trojkacie ABC opisano okrag w. Dwusieczna kata AC'B przecina
bok AB w punkcie D, a okrag w w drugim punkcie E. Punkt M jest érodkiem
boku AB. Okrag opisany na tréjkacie DEM przecina okrag w w punkcie T
réznym od E. Wykaz, ze SMCE =<SECT.

21. Roszstrzygnij, czy dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢
zachodzi nieréwnosé
a’b® + b2+ 2a® < ab® 4 bt 4 ca’.
22. Rozstrzygnij, czy dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢
zachodzi nieréwnosé

PP+ + e <a®+bv°+ 0.

Mecz matematyczny

23. Udowodnij, ze sposréd dowolnych 100 podzbioréw zbioru 10-elemen-
towego moznawybra¢dwa o réznicy symetrycznej co najwyzej dwuelementowej.
Uwaga: Réznica symetryczng zbioréw A i B nazywamy zbiér (A\ B)U(B\ A).

24. Styczne do okregu w w punktach A i B przecinajg sie w punkcie P.
Punkt M jest srodkiem odcinka AP, punkt N za$ drugim punktem przeciecia
prostej BM z okregiem w. Wykaz, ze PN =2MN.

25. Dodatnie liczby caltkowite ag, a1, as, ..., agy, a1go spetniaja warunki

ag=aigo =1 oraz an-aiwzafbﬂ-an% dla n=0,1,2,3,...,97.

Udowodnij, ze liczba asy jest siddma potega liczby catkowitej.

26. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n spelniajace réwnanie
3" +13=2""3,

27. Dany jest czworokat wpisany w okrag. Wykaz, ze punkty przecie-
cia par dwusiecznych sasiednich katow wewnetrznych tego czworokata leza na
dwdéch prostych prostopadtych.

28. Udowodnij, ze réwnanie
a? +a3’+.. . 4ajd = 44b*
nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych aq, as, ..., ass, b.
29. Dodatnia liczbe calkowita nazwiemy pechowgq, jezeli pewien ciag jej
kolejnych cyfr tworzy liczbe podzielng przez 13. Pechowe sa na przyktad liczby
26, 1137, 1201 i 1692.

Udowodnij, ze dodatnich liczb calkowitych, ktore nie sa pechowe, jest
skoniczenie wiele.
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30. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, przy czym AB < BC < CA.
Punkt O jest srodkiem okregu w opisanego na trdjkacie ABC, a punkt H or-
tocentrum tego trojkata. Punkty £ i F' sa odpowiednio $rodkami krétszych
tukéw CA i AB okregu w. Punkt X jest odbiciem punktu E wzgledem pro-
stej C A, punkt Y za$ jest odbiciem punktu F' wzgledem prostej AB. Wykaz,
ze jezeli punkty A, X, Y sa wspdiliniowe, to punkty O, H, X, Y lezg na
jednym okregu.

31. Udowodnij, ze réwnanie

b d
a® b =c -l

nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych a <c <d <b.

c

32. Liczby rzeczywiste x, y, z spelniaja nieréwnosci
22 +y?+22<1 oraz 2x+3y+62>T.
Udowodnij, ze Txy > z.

33. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Punktem
stycznodci tego okregu z bokiem AB jest punkt D, a punkt K jest srodkiem
odcinka C'D. Wykaz, ze prosta K I przechodzi przez srodek boku AB.



