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1. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC, CAi AB odpowiednio w punk-
tach D, E, F. Prosta rownolegta do AB, przechodzaca przez punkt C, przecina proste F'E
i F'D odpowiednio w punktach K i L. Wykaz, ze na czworokacie K EDL mozna opisac¢
okrag.

2. Dany jest taki trojkat ostrokatny ABC, ze $AC B =45°. Wysokoéci tego tréjkata prze-
cinaja si¢ w punkcie H. Wykaz, ze CH = AB.

3. Dany jest taki czworokat wypukty ABCD, ze wierzchotki A i C, érodek przekatnej BD
oraz $rodki okregéw opisanych na trojkatach ABD i C'BD leza na jednej prostej. Udowodnij,
ze

AB2012 +302012 — AD2012 +D02012 )

4. Ile zer znajduje sie na koncu liczby 2012! zapisanej w systemie dziesigtnym?

5. Wujek Jarek ma 20 torebek z cukierkami. Liczba cukierkéw w kazdej torebce jest dodatnia
i nie wieksza od 2012. Udowodnij, ze wujek Jarek moze tak obdarowaé¢ Zuzie i Jasminke,
aby kazda z dziewczynek dostala takg sama liczbe torebek, zawierajacych tacznie taka sama
liczbe cukierkow.

6. Na wyspach Bergamutach podobno jest 2010 kotéw w butach, 2011 uczonych tososiéow,
2012 kur samograjek i 2015 starych wielorybow. Gdy spotykaja sie dwa zwierzeta nalezace
do réznych gatunkéw, to zamieniaja sie w dwa zwierzeta nalezace do dwdch pozostatych ga-
tunkow. Rozstrzygnij, czy moze sie zdarzy¢, ze po pewnym czasie na wyspach Bergamutach
bedzie po 2012 przedstawicieli kazdego gatunku.

7. Wyznacz wszystkie pary niezerowych liczb rzeczywistych (a,b) spelniajace réwnanie

b _ V3.
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a?+b°+ —+—=
a a

8. Czy szachownice 2014 x 2014 z usunietym jednym naroznym polem mozna pokry¢ kloc-
kami 5 x 1 i klockami w ksztalcie krzyzyka jak na rysunku?

9. W tréjkacie prostokatnym o bokach dlugosci catkowitej suma 6smych poteg diugosci
bokéw jest podzielna przez 127. Wykaz, ze jest ona podzielna przez 1272
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10. Dane sa takie liczby z,v,2, ze 2 +y+ 2 =0 oraz 22 +y? + 22 = 16. Wykaz, ze
ct4yt4+2t > 127,

11. Na okregu opisano 127-kat A;AsAs...Aq97, ktérego kazdy bok ma dlugosé bedaca
liczba catkowita. Bok A1 As ma dhugosé 1 1 jest styczny do okregu w punkcie P. Udowodnij,
ze

63 64
—w SAIP<S .
127 127

12. Cgzy istnieje ostrostup 127-katny, ktérego wszystkie $ciany boczne sa tréjkatami prosto-
katnymi?

13. Wujek Szymon ma 170 torebek z cukierkami. Chce obdarowa¢ 13 dziewczynek tak, by
kazda otrzymalta co najmniej dwie torebki. Udowodnij, ze moze to zrobi¢ tak, by liczby
cukierkéw otrzymanych przez dziewczynki byty podzielne przez 13.

14. Dane sa takie liczby naturalne a, b, ¢, n, ze liczby a+b3, b+c* i c+a® sa podzielne
przez n. Udowodnij, ze liczba a''® —a réwniez jest podzielna przez n.

15. Na szachownicy 20 x 20 umieszczono 48 kwadratéw 2 x 2 tak, ze kazdy pokrywa 4 pola.
Wykaz, ze na szachownicy mozna umiescic¢ jeszcze jeden kwadrat 2 x 2 tak, by pokrywat 4
wolne pola.

16. Okregi 01 i 02 sa styczne zewnetrznie w punkcie B. Prosta przechodzaca przez punkt
B przecina okregi 01 i 0o odpowiednio w punktach A i C, réznych od B. Okrag o prze-
chodzi przez punkty A i C i przecina okrag oy w punkcie D. Prosta DB przecina okrag o
w punkcie E. Odcinek EC' przecina okrag o, w punkcie F'. Udowodnij, ze trojkat BC'F jest
rOwnoramienny.

17. Niech p,q beda réznymi liczbami pierwszymi wiekszymi od 2. Ile jest liczb catkowitych
dodatnich n mniejszych od pq, dla ktérych liczba n® —n jest podzielna przez pq?

18. Liczby a, b, ¢ sa dltugosciami bokoéw pewnego trojkata. Wykaz, ze
(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b)<abc.

19. Ile co najwyzej skoczkéw mozna ustawi¢ na szachownicy o wymiarach 100 x 100 tak, by
zadne dwa sobie nie zagrazalty?

Uwaga: Dwa skoczki zagrazaja sobie, gdy stoja na przeciwleglych naroznych polach pewnego
prostokata o wymiarach 2 x 3.

20. Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag o. Punkt M jest érodkiem okregu wpisanego
w trojkat ABC i poétprosta AM przecina okrag o w punkcie E. Punkt N jest $rodkiem
okregu wpisanego w trojkat ADC i pétprosta AN przecina okrag o w punkcie F. Wykaz,
ze jezeli odcinki ME i NF sa réwnej dlugosci, to $BAC = IDAC.

Mecz matematyczny

21. Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej x istnieje taka dodatnia liczba
catkowita n <1000, ze liczba nx ma w zapisie dziesietnym na trzech pierwszych miejscach
po przecinku same dziewigtki lub same zera.
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22. W kole o promieniu 18 wybrano 2267 punktow. Wykaz, ze istnieje pierscien o promie-
niach 11 2, ktéry zawiera nie mniej niz 18 sposréd tych punktow.

23. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéow BC, C'A, AB odpowiednio
w punktach K, L, M. Punkty P, ), R sa $rodkami okregdéw wpisanych odpowiednio w tréj-
katy ALM, BM K, CKL. Wykaz, ze proste K P, LQ, M R przecinaja sie w jednym punkcie.

24. Dany jest trojkat ABC. Punkt X nalezy do boku AB tego trojkata. Wspdélna ze-
wnetrzna styczna do okregdéw wpisanych w tréjkaty AXC i BXC, rézna od prostej AB,
przecina odcinek C'X w punkcie Y. Wykaz, ze dlugo$¢ odcinka C'Y nie zalezy od wyboru
punktu X.

25. Podstawa ostrostupa ABC' D jest trojkat prostokatny BC'D o kacie prostym przy wierz-
chotku D. Punkt B jest spodkiem wyskosci tego ostrostupa. Dane sa BD=p, CD=q, AB=s.
Oblicz promien sfery wpisanej w ten ostrostup.

26. Udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych a,b,c spetniajacych warunek a+b+c>0

zachodzi nieréwnosé¢ 58
a’+ c
— + > abe.

27. W kazde pole szachownicy 13 x 13 wkrecono zaréwke. W jednym ruchu mozna zmienié

stan (zapalona / zgaszona) 4 zaréwek zajmujacych kwadrat 2x2 lub 81 zaréwek zajmujacych

kwadrat 9x 9. Czy zaczynajac od dowolnego uktadu mozna za pomoca takich ruchéw zgasié¢

wszystkie zarowki?

28. Na okregu znajduje sie n >4 lamp. Przy kazdej z nich znajduje sie przetacznik, ktéry
zmienia stan (zapalona / zgaszona) tej lampy i jej dwbch sasiadéw. Na poczatku jedna
lampa jest zapalona, a pozostalte sa zgaszone. Dla ktorych n mozna za pomoca przetacznikow
doprowadzi¢ do tego, by wszystkie lampy byly zgaszone?

29. Rozstrzygnij, czy jest wymierna liczba 0,11235831459..., ktorej kazda cyfra, poczawszy
od trzeciej po przecinku, jest cyfra jednosci sumy dwéch cyfr poprzednich.

30. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba (ng)! jest podzielna przez (n!)"*1.

31. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba n* +4" jest zlozona.
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