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Wistep

Facebookowe Kétko OMJ bylo inicjatywa, majaca na celu utatwic przy-
gotowanie do Olimpiady Matematycznej Junioréw. W jej ramach pu-
blikowaliSmy skrypty, ktére miaty przyblizy¢ pewne zagadnienia teore-
tyczne, a przede wszystkim nauczy¢ stosowal je w zadaniach. Zorgani-
zowaliSmy takze 6 konkurséw treningowych, ktére forma odpowiadaty
zawodom 2 i 3 etapu olimpiady. Broszura jest opracowana na pod-
stawie materialéw publikowanych na stronie Olimpiady na Facebooku.
Chcieliby$my bardzo serdecznie podziekowal wszystkim, dzieki ktorym
ta broszura mogta zostaé przygotowana. Dziekujemy dr. Arkadiuszowi
Meclowi, przewodniczgcemu Komitetu Giéwnego Olimpiady Matema-
tycznej Junioréw za mozliwos¢ dziatania pod szyldem Olimpiady oraz
nieocenione rady. Chcieliby$Smy réwniez podziekowaé Lukaszowi Proch-
niakowi za pomoc w sprawdzaniu zadan.

Maitosz Platek
Antoni fuczak
Oleksit Iermolenko
Kordian Pisarek
Filip Manyak
Konstanty Smolira

Ranking Ligl Zadaniowe]j

Mariia Kulyk — 179 punktéw

Julian Zbigniew Kuryttowicz-Kazmierczak — 158 punktéw
Piotr Milewicz — 149 punktow

Aleksander Dembny — 147 punktow

Marek Konieczny — 144 punktéw

Szymon Michalik — 137 punktéw

Piotr Dybich — 119 punktéw
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Skrypty

I Facebookowe Kétko Olimpiady Matematycznej Junioréow

Metoda ekstremum

W zadaniach kombinatorycznych dobrym pomystem moze okazaé sie
rozpatrzenie ekstremalnego elementu o okre§lonych wtasnosciach.
Warto w szczegdlnosci rozwazac:

e minimalny element — np. wybdr najkrétszego odcinka,

e maksymalny element — np. wybdr tréjkata o najwigkszym polu.

Najczesciej stosujemy metode ekstremum, gdy mamy do pokazania ist-
nienie obiektu o pewnych wtasno$ciach.

Przyktady

Przyktad 1. Na plaszczyznie dane jest n punktéw, z ktérych kazdy
jest w jednym z trzech koloréw: czarny, czerwony, niebieski. Przy tym
wiadomo, ze istnieje punkt w kazdym z trzech koloréw. Udowodnij, ze
istnieje tréjkat o wierzchotkach réznokolorowych, wewnatrz ktérego nie
znajduje si¢ zaden inny pokolorowany punkt.

Rozwigzanie: Wybierzmy tréjkat o réznokolorowych wierzchotkach, kté-
Iy ma najmniejsze pole. Zauwazmy, ze jesli istniatby pewien pokoloro-
wany punkt wewnatrz wskazanego tréjkata, to moglibySmy zamieni¢ go
z wierzcholkiem o odpowiadajacym mu kolorze w wybranym przez nas
tréjkacie. OtrzymalibySmy wéwczas tréjkat o réznokolorowych wierz-
chotkach o mniejszym polu, co byloby sprzeczne z naszym zalozeniem
o minimalno$ci pola wskazanego wczesniej tréjkata. Zatem w wybra-
nym tréjkacie nie znajduje si¢ zaden pokolorowany punkt.



Przyktad 2. Na plaszczyznie dany jest zbior S. Kazdy punkt z tego
zbioru jest Srodkiem pewnego odcinka o koncach w punktach z S.
Udowodnij, ze S jest zbiorem nieskonczonym.

Rozwigzanie: Przypusémy nie wprost, ze zbidr S ma skonczong liczbe
elementéw. Wybierzmy z tego zbioru takie dwa punkty A, B, ze odcinek
AB jest najdtuzszy ze wszystkich odcinkéw o koncach w zbiorze S.

Oznaczmy przez C D odcinek ktérego srodkiem jest punkt B. Nastepnie
zauwazmy, ze SDBA > 90° lub SCBA > 90°. Stad AD > AB lub
CA > AB, gdyz naprzeciwko najwiekszego kata w tréjkacie znajduje
sie najdluzszy bok. Wnioskujemy stad, ze AB nie jest najdiuzszym
odcinkiem spo$réd wszystkich majacych koice w punktach zbioru S,
co jest sprzeczne z naszym poczatkowym przypuszczeniem Zatem zbidr
S jest nieskonczony.

Zadania

Zadanie 1. Na plaszczyznie dane jest n punktéw, z ktérych kazdy jest
w jednym z trzech koloréw: czarny, czerwony, niebieski. Przy tym wia-
domo, ze istniejg co najmniej 3 punkty w kazdym z trzech koloréw.
Udowodnij, ze istnieje tréjkat o jednokolorowych wierzchotkach, we-
wnatrz ktérego znajduja sie maksymalnie cztery pokolorowane punkty.

Zadanie 2. W kazde pole nieskornczonej szachownicy wpisano dodatnig
liczbe catkowita, przy czym kazda wpisana liczba to Srednia arytme-
tyczna czterech liczb wpisanych w pola z nig sasiadujace. Udowodnij,
ze wszystkie wpisane liczby sa réwne.



Zadanie 3. Na plaszczyznie dane jest n > 3 punktéw, z ktérych zadne
trzy nie lezg na jednej prostej. Udowodnij, ze istnieje taki wielokat wy-
puktly o wierzchotkach w zadanych punktach, ze zawiera on wszystkie n
danych punktéw (wielokat ten nazywany jest otoczkg wypukiq).

Zadanie 4. W pewnej grupie 30 oséb kazda zna co najmniej 25 oséb
sposrdd pozostatych. Udowodnij, ze mozna wybrac sposrdd cztonkéw
tej grupy takie szesS¢ osdb, z ktérych kazde dwie sie znaja.

Zadanie 5. W zawodach szachowych wystartowato n oséb. Wiemy, ze
kazdy zawodnik zagral z kazdym innym co najwyzej jeden raz, przy
czym nie byto remiséw. Ponadto wiemy, ze nie mozna usadzi¢ zadnych
k > 3 zawodnikéw przy okraglym stole tak, by kazdy wygral ze swoim
sgsiadem, siedzacym po jego prawej stronie. Udowodnij, ze istnieje za-
wodnik, ktéry przegral wszystkie partie.

Zadanie 6. Na turnieju rycerskim kazdy uczestnik posiada wéréd pozo-
statych co najwyzej trzech Smiertelnych wrogéw. Udowodnij, ze mozna
podzieli¢ uczestnikéw turnieju na dwie grupy tak, by dowolny uczestnik
posiadal w swojej grupie co najwyzej jednego $miertelnego wroga.

Uwaga: Jezeli rycerz A jest Smiertelnym wrogiem rycerza B, to rycerz
B jest §miertelnym wrogiem rycerza A.

Zadanie 7. Na plaszczyznie dany jest zbiér S sktadajacy sie z n > 3
punktéw, ktdre nie lezg na jednej prostej. Udowodnij, ze istnieje okrag
przechodzacy przez pewne trzy punkty ze zbioru .S, wewnatrz ktérego
nie ma zadnych innych punktéw ze zbioru S.

Zadanie 8. Na plaszczyznie dane jest n punktéw czarnych i n punktéw
bialych, przy czym zadne trzy z nich nie sg wspétliniowe. Udowodnij,
ze punkty biale da sie polaczy¢ w pary z czarnymi punktami za po-
mocg czerwonych odcinkéw tak, ze zadne dwa czerwone odcinki si¢ nie
przecinaja.
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Wstawianie miedzy kwadraty

W niektérych zadaniach chcemy rozstrzygnaé, czy pewna liczba jest
kwadratem liczby catkowitej. Pomocna jest nastepujaca obserwacja.

e Jezeli liczba n znajduje sie pomiedzy kwadratami dwdch kolej-
nych liczb catkowitych, to znaczy: dla pewnej liczby catkowitej a
zachodzi nieréwnos¢

a’? <n < (a+1)?
to liczba n nie jest kwadratem liczby catkowite;j.

Oto dwie wariacje na temat powyzszego faktu.

e Dane sg dodatnie liczby calkowite a,b. Jezeli liczba n jest kwa-
dratem liczby calkowitej oraz

a’® < n < (a+b)?,
to n jest kwadratem jednej z kolejnych liczb a, a + 1, ..., a + b.

e Dana jest dodatnia liczba calkowita k. Jezeli liczba n znajdu-
je sie pomiedzy k-tymi potegami kolejnych liczb catkowitych, to
znaczy: dla pewnej liczby catkowitej a zachodzi nieréwnosé

a® <n < (a+1)F,

to n nie jest k-tg potega liczby catkowite;j.

Przyktady

Przyktad 1. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Udowodnij, ze liczba
n4+n+1

nie jest kwadratem liczby calkowite;.



Rozwigzanie: Zauwazmy, ze zachodza nieréwnosci
2 2 2 _ 2
n<n°+n+l<n“+2n+1=(n+1)".

Stad liczba n? + n + 1 znajduje sie pomiedzy kwadratami kolejnych
liczb catkowitych. Nie jest ona zatem kwadratem liczby catkowite;j.

Przyktad 2. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Udowodnij, ze liczba
nd + 3n
nie jest szeScianem liczby calkowite;j.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze na mocy wzoru na szescian sumy zachodza
nieréwnosci

n®<n®+3n<n®+3n? +3n+1=(n+1)>%

W rezultacie rozwazana liczba znajduje sie pomiedzy dwoma kolejnymi
szeScianami, czyli nie jest szeScianem liczby catkowite;j.

Przyktad 3. Wykaz, ze nie istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze
liczba
n®+10n + 1

jest szeScianem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze rozumujac podobnie jak w poprzednim
przyktadzie, zapisa¢ mozna nieréwnosci

n*<n®+10n+1<n®+6n>+12n+8 = (n+2)>%
Zatem jedyna mozliwoscia, aby rozwazana liczba byla sze§cianem, jest:
nP+ln+1=(mn+1°=n*>+3n?+3n+1.

Redukujac wyrazy po obydwu stronach powyzszej réwnosci, dostajemy
warunek 3n? — 7n = 0, ktéry zapisaé mozemy w postaci

n(3n —7) =0.

Skoro n jest liczbg dodatnig, to 3n = 7, co nie jest mozliwe, gdyz
siedem nie jest wielokrotnoscig tréjki. Zatem rozwazana liczba nie jest
ani szeScianem liczby n + 1, ani zadnej innej liczby catkowite;j.



Zadania

Zadanie 1. Udowodnij, ze nie istnieje taka dodatnia liczba catkowita n,
ze liczba
n?+4n+1

jest kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 2. Udowodnij, ze nie istnieje taka dodatnia liczba catkowita n,
ze liczba
n? +9n + 20

jest kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 3. (X OMG, zawody III stopnia) Dane sg takie dodatnie liczby
catkowite a i b, ze liczby

a’> +2b+1 oraz b*+2a+1

sg kwadratami liczb catkowitych. Wykaz, ze a = b.

Zadanie 4. Udowodnij, ze nie istniejg dodatnie liczby catkowite z, v,
dla ktérych liczby
? 4+ 4y oraz y> +4z

sg kwadratami liczb catkowitych.

Zadanie 5. Wyznacz wszystkie pary (z,y) dodatnich liczb catkowitych,
dla ktérych
=yt ity + 1

Zadanie 6. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych
liczba
n*+2n -3

jest kwadratem liczby catkowitej.



Zadanie 7. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz liczba catkowita
k > 1. Udowodnij, ze liczba

nf+n+1

nie jest k-ta potega liczby calkowite].

Zadanie 8. (LXIV OM, zawody III stopnia) Wyznacz wszystkie pary
liczb catkowitych z,y, dla ktérych

2t ty =28 4+ 92

10
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Odbicia

W zadaniach geometrycznych dobrym pomystem okazuje si¢ niekiedy
odbicie symetryczne czesci lub catego rysunku. Na poczatek zapoznaj-
my sie z dwoma najwazniejszymi typami symetrii.

e Symetria osiowa — polega na odbiciu kazdego punktu danej fi-
gury wizgledem ustalonej prostej. Odbiciem punktu A wzgledem
prostej k nazywamy albo sam punkt A, jesli A nalezy do prostej &,
albo taki punkt A’ rézny od A, ktéry lezy na prostej prostopadtej
do prostej k przechodzacej przez punkt A, dla ktérego odlegtosé
od prostej k jest réwna odlegtosci punktu A od tej proste;j.

e Symetria érodkowa — polega na odbiciu kazdego punktu danej
figury wzgledem ustalonego punktu. Odbiciem punktu A wzgle-
dem punktu S nazywamy albo sam punkt A, jesli A = S, albo
taki punkt A’ rézny od punktu A, dla ktérego AS = A'S oraz
punkty A, A’, S leza na jednej prostej.

C D
k
A/
Y \\B/
Rysunek 1. Symetria osiowa wzgledem prostej k. Rysunek 2. Symetria srodkowa

wzgledem punktu S.

Znajac definicje, mozemy dostrzec wspdlne wtasnosci obu rodzajow
symetrii. Wérdd nich szczegdlnie istotne sg nastepujace dwie.

e Kazdy punkt jest odbiciem swojego odbicia, czyli (X') = X.

e Kazda symetria zachowuje odleglos¢, czyli jest tzw. 1zometrig, co
oznacza, ze dtugos¢ odcinka o koicach w punktach A, B réwna
jest dtugosci odcinka o konicach w punktach A’, B'.

11



Dodatkowo symetria osiowa ma inng przydatna wtasnosc.

e Punkty X i Y sg symetryczne wzgledem prostej & wtedy i tylko
wtedy, gdy istniejg dwa rézne punkty C, D na prostej k, takie ze
XC=YCiXD=YD (rys. 1).

Natomiast symetria Srodkowa posiada nastepujaca dodatkowa wtasnosc.

e Punkty Ai A’ oraz B i B’ sg symetryczne wzgledem punktu S.
Wéwezas czworokat ABA'B’ jest réwnoleglobokiem, w ktérym
punkt S jest punktem przecigcia przekatnych (rys. 2).

Przyktady

Przyktad 1. W tréjkacie ABC punkt D jest spodkiem wysokosci po-
prowadzonej z wierzchotka A. Punkt E jest punktem przeciecia prostej
AD 7z okregiem opisanym na trdjkacie ABC, réznym od punktu A.
Udowodnij, ze DE = DH, gdzie H jest punktem przeciecia wysokosci
tréjkata ABC.

Rozwigzanie: Niech punkt H' bedzie odbiciem punktu H wzgledem
prostej BC. Wykazemy, ze H' = E. Punkt H' lezy na prostej AD,
gdyz jest ona prostopadta do prostej BC. Zauwazmy tez, ze

IBCH' = {BCH =90° — YCBA = {BAD = YBAH',

wiec skoro punkty A oraz C lezg po tej samej stronie prostej BH', to
punkt H' lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC. Oznacza to, ze
H' = E, zatem z wtasno$ci symetrii DE = DH, co nalezalo wykazac¢.

A

4

Q




Przyktad 2. Punkt O jest §rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.
Punkt F' jest przecieciem prostej AO z okregiem opisanym na ABC,
réznym od punktu A . Punkt M jest Srodkiem boku BC. Wykaz, ze

MF=MH,
gdzie H jest punktem przecigcia wysokosci tréjkata ABC.

Rozwigzanie: Skoro punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréj-
kacie ABC, to AO = CO. Stad

JAOC

JOAC = 90° — =90° — YABC = JHCB.

Odbijmy punkt H wzgledem punktu M i oznaczmy odbicie jako H'.

A

Zauwazmy, ze
YBH'C = YBHC = 180° — Y BAC.

Skoro punkty A oraz H' leza po przeciwnych stronach prostej BC, to
H' lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC. Zauwazmy tez, ze

JH'BC = JHCB,

poniewaz punkty B i C' sa symetryczne wzgledem punktu M. Skoro
katy oparte na tukach H'C i FC okregu opisanego na tréjkacie ABC
sa réwne, to H' = F, wiec HM = H'M = F M, co nalezalo wykaza¢.

Uwaga. W rozwigzaniu korzystaliSmy z twierdzenia o kacie wpisanym
méwigcego, ze miary katéw wpisanych opartych na réwnych tukach
okregu sg rowne. O fakcie tym méwimy wiecej w pigtym odcinku kétka.

13



Zadania

Zadanie 1. Dane sa dwa kwadraty ABCD i DEFG, ktére maja wspdl-
ny punkt D i poza nim nie maja zadnych innych punktéw wspdlnych.
Punkt M jest srodkiem odcinka C'E. Udowodnij, ze DM = %AG.

Zadanie 2. Punkt M jest é§rodkiem boku AC trdjkata ABC. Na boku
BC wybrano punkt D spelniajacy zaleznosé

IBDA = YCDM.
Udowodnij, ze AD =2MD.

Zadanie 3. Dany jest tréojkat réwnoramienny ABC o podstawie AC.
Punkt O jest Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, a prosta k
przechodzi przez punkt A i jest prostopadta do prostej AO. Okrag
o §rodku w punkcie B i promieniu BC przecina prostg & w punkcie D,
réznym od punktu A. Udowodnij, ze prosta C'D jest prostopadia do
prostej AB.

Zadanie 4. (XIV OMJ, zawody I stopnia) Dany jest réwnoleglobok
ABCD. Na przekatnej BD wybrano taki punkt P, ze spelniona jest
réwnos¢ AP = BD. Punkt @ jest srodkiem odcinka C'P. Wykaz, ze
XBQD = 90°.

Zadanie 5. W czworokacie ABC D zachodzi YACB = YADB = 90°.
Punkt F jest symetryczny do punktu A wzgledem Srodka odcinka CD.
Wykaz, ze prosta CD jest prostopadla do prostej BE.

Zadanie 6. (X OMJ, zawody III stopnia) Dany jest czworokat wypuktly
ABCD, w ktérym {DAB + SABC = 90°. Punkt M jest $rodkiem
boku CD. Znajac dtugosci odcinkéw AD oraz BC, ktére wynosza od-
powiednio a oraz b, oblicz warto§¢ wyrazenia

[ABM] — [DAM] — [BCM].

Uwaga: Przez [F| oznaczamy pole figury F.

14



Zadanie 7. (XV OMJ, zawody II stopnia) Dany jest réwnoleglobok
ABCD, w ktérym kat wewnetrzny przy wierzchotku A jest ostry.
Symetralna odcinka AB przecina odcinek CD w punkcie X. Przekat-
ne tego réwnolegloboku przecinajg sie w punkcie E. Udowodnij, ze
XE = %AD.

Zadanie 8. W tréjkacie ABC znajduje sie punkt E spelniajacy zalez-
no§¢ SABE = JECA. Punkt D jest przecieciem prostych réwnole-
gltych do odpowiednio prostych EB i EC przechodzacych przez odpo-
wiednio punkty C i B. Udowodnij, ze {DAB = JCAE.

15
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Wzory skréconego mnozenia

W wielu zadaniach olimpijskich przydatne jest zauwazenie wzordw skro-
conego mnozenia. Celem jest przeksztalcenie danej réwnosci lub nie-
réwnosci do postaci, w ktérej widoczny jest znany wzdr. Ponizej przed-
stawiamy wzory najbardziej przydatne w rozwigzywaniu zadan:

2 =a? —2ab+ b,
3 = a® + 3a%b + 3ab® + b,

3 = a® — 3a%b + 3ab® — b°,

dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n:
a — "t = (a _ b)(a"fl + an72b_f_ an73b2 4ot bnfl),
w szczegdlnosci, dla n = 3:

a® — b = (a — b)(a® + ab + b?),

dla dowolnej nieparzystej liczby n:
a® + b = (a_+_ b)(a"fl _ an72b_f_ an73b2 — bnfl),
w szczegdlnosci, dla n = 3:

a® +b° = (a + b)(a® — ab + b?),

tozsamos$¢ Sophie — Germain:

a* + b* = (a® + b* — V2ab)(a® + b + V/2ab).

16



Przyktady

Przyklad 1. (XVI OMJ, zawody II stopnia) Liczby rzeczywiste a, b
spelniajg réwnosé
a? 4 2a = b% + 2b.

Udowodnij, ze jesli liczba a jest calkowita, to liczba b réwniez jest
calkowita.

Rozwigzanie: Dodajmy obustronnie liczbe 1. Otrzymujemy, ze
a®>+2a+1=0b"+2b+1.

Korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat sumy, otrzy-
mujemy, ze
(a+1)2=(+1)>~%

Oznacza to, ze |a + 1| = |b + 1], czyli
b+1=a+1 lub b+1=—-a-1,

wiec b = a lub b = —a — 2. W obu przypadkach, jesli liczba a jest
catkowita, to liczba b réwniez, co chcieliSmy wykazac.

Przyktad 2. Udowodnij, ze jesli liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajg row-
no$¢ a + b+ ¢ = 0, to zachodzi réwnosé

a® + b3 + ¢ = 3abe.

Rozwigzanie: Skoro a + b+ ¢ =0, to ¢ = —(a + b). Stad korzystajac ze
wzoru skréconego mnozenia na sze§cian sumy otrzymujemy, ze
A+ +cE=a 4+ + (—a—-b)°
=a®>+ b~ (a+0b)?
a® + % — (a® + b® + 3a2b + 3ab?)
= —3a%b — 3ab?
= —3ab(a + b)
= —3ab(—c) = 3abe,

co chcieliSmy udowodnic.

17



Zadania

Zadanie 1. Znajdz wszystkie pary liczb naturalnych (a,b) spelniajace
a* — b* = 65.

Zadanie 2. Dodatnie liczby catkowite a,b,c spetniaja a® + b2 = c2.

Udowodnij, ze liczba
1

E(C_ a)(c—1b)

jest kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 3. Liczba n jest liczbg naturalng. Udowodnij, ze:

a) liczba n® — n jest podzielna przez 6,

b) liczba n* — n? jest podzielna przez 12.
Zadanie 4. Znajdz wszystkie tréjki liczb rzeczywistych (z,v,z) spel-
niajace
(x—y+2)?=2%—y>+2°%
Zadanie 5. Dla liczb catkowitych dodatnich a, b oraz n zachodzi réwnos¢

a a®+n?

b b24n?’

Udowodnij, ze liczba v/ab jest catkowita.

Zadanie 6. Liczby rzeczywiste z,y oraz z sg rézne od zera. Udowodnij,
ze jesli spelniajg one ukltad réwnan

z? +z=y?
v +y =2
22+ 2z =2z?

to(z-y)(y—2)(z-2z)=1
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Zadanie 7. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniajg réwnosé:
a?+b02+(a+b)?=c+d%+ (c+d)>.
Udowodnij, ze
a* +bt +(a+b)* =ct+d* + (c+d)*
Zadanie 8. Rozwiaz w liczbach rzeczywistych uktad réownan:

2 fdzy+y® =1
Y 4+4yz+22=1
22 +dzz 4+ 2% = -2
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V Facebookowe Kétko Olimpiady Matematycznej Junioréw

Okregi

Tematem tego skryptu beda wlasnosci okregéw. Warto poznac kilka
podstawowych faktow, ktdére czesto sa przydatne w zadaniach.

e Kat srodkowy — to kat ktérego wierzchotkiem jest srodek okregu,
a ramionami jego promienie (na przyktad kat AOC na rysunku).

e Fuk okregu — cze$¢ okregu wyznaczona przez ramiona kata $rodko-
wego. Kazda para punktéw na okregu wyznacza dwa tuki.

e Cieciwa okregu — odcinek taczacy dwa punkty okregu. Cigciwa wy-
znacza tuk okregu zlozony z takich punktoéw, ze odcinki laczace te
punkty ze §rodkiem okregu przecinaja te cieciwe.

e Kat wpisany — to kat, ktéry ma wierzcholek na okregu, a jego ra-
mionami sg cieciwy okregu (na przyktad kat ADC na rysunku).
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e Wiasnos¢ 1 — jezeli kat Srodkowy i kat wpisany sg oparte na tym
samym luku, to miara kata Srodkowego jest dwukrotnoécia miary kata
wpisanego. W szczegdlnosci wynika z tego, ze katy wpisane oparte na
$rednicy majg miary 90°.

e Wlasno$¢ 2 — katy wpisane sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa
oparte na tukach tej samej dtugosci.

e Wtasno$¢ 3 — katy wpisane oparte na tukach réwnej dlugosci maja
réwne miary. Cieciwy wyznaczajace te tuki maja réwne dlugosci.

e Wtasno$¢ 4 — ponizsze warunki sg réwnowazne dla czworokata wy-
pukltego ABCD (czyli takiego, ktérego katy wewnetrzne sg wypukle):
a) istnieje okrag przechodzacy przez punkty A, B, C' i D,
b) YABC + SADC = 180°,
c) SACD = YABD.

Czworokat majacy powyzsze wlasnosci nazywamy wpisanym w okrgg.
Przyktady

Przyktad 1. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym dwusieczna kata BAC
przecina okrag opisany na ABC w punkcie P. Niech punkt M bedzie
Srodkiem luku BC okregu opisanego, lezacego po tej samej stronie
prostej BC co punkt A. Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na
tréjkacie ABC. Udowodnij, ze punkty P, M, O leza na jednej proste;j.

A M




Rozwigzanie: Z definicji punktu M otrzymujemy, ze lezy on na syme-
tralnej cieciwy BC'. Skoro punkt O jest srodkiem okregu opisanego, to
BO = CO. 7 wtasnosici 2 dla katéw {BAP i 4CAP wnioskujemy, ze
tuki BP i CP sa réwnej dlugoéci. Z wlasnosci 3 uzyskujemy zatem, ze
BP = CP. Szukang prosta jest zatem symetralna odcinka BC.

Uwaga. Warto zapamiegta¢ powyzsza konfiguracje, gdyz srodki tukéw
czesto pojawiaja sie¢ w zadaniach olimpijskich.

Przyktad 2. Czworokat ABC D jest wpisany w okrag. Udowodnij, ze
proste AB i CD sg réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy BC = DA.

Rozwiazanie: Proste AB i C'D sa rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy
YBAC = JDCA, co jest réwnowazne z tym, ze cieciwy BC i DA
maja réwne dilugosci. Zatem proste AB i CD sa réwnoleglte wtedy
i tylko wtedy, gdy BC = DA, co chcieliSmy udowodnié.

Uwaga. Powyzszy rezultat oznacza, iz trapez wpisany w okrag jest
zawsze réwnoramienny. Stwierdzenie odwrotne tez jest prawdg — na
kazdym trapezie réwnoramiennym mozna opisa¢ okrag (dlaczego?).

Zadania

Zadanie 1. Trapez ABC D wpisany w okrag w ma podstawy AB i CD.
Na okregu w wybrano punkty P i @ tak, by punkty A, P, @Q, B, CiD
lezaly w tej wlasnie kolejnosci na okregu w. Odcinki PC i QQ A przeci-
naja sie w punkcie X, a odcinki PB i OD przecinaja sie w punkcie Y.
Udowodnij, ze na czworokacie PQ XY mozna opisa¢ okrag.
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Zadanie 2. W tréjkacie rownoramiennym ABC katy wewnetrzne przy
podstawie AB maja miary 40°. Dwusieczna kata C' BA przecina prosta
AC w punkcie D. Udowodnij, ze BD + CD = AB.

Zadanie 3. Katy wewnetrzne czworokata ABC D spelniajag warunek
{BCD = YBAD = 60°. Punkt O jest érodkiem okregu opisanego
na tréjkacie BC D. Udowodnij, ze $BAO = JDAO.

Zadanie 4. Punkty D i F leza na boku AC tréjkata ABC. Pdlproste
BD i BE dzielg kat ABC na trzy réwne czeSci. Okrag przechodzacy
przez punkt B przecina podtproste BA, BC, BD i BE odpowiednio
w punktach K, L, M i N. Udowodnij, ze punkty K, L, M i N sa
wierzchotkami trapezu.

Zadanie 5. W tréjkacie ABC okrag wpisany o §rodku w punkcie I jest
styczny do bokéw BC, C A, AB odpowiednio w punktach A;, B; i C;.
Odcinki AI, BI i CI przecinaja okrag wpisany odpowiednio w punk-
tach A,, Bs i C5. Udowodnij, ze proste A;A,, B1 By, C1C5 przecinajg
sie w jednym punkcie.

Zadanie 6. W czworokacie ABCD wpisanym w okrag spelniona jest
réwno$¢ AB = BD. Na przedluzeniu przekatnej AC wybrano taki
punkt E, ze CE = CD, przy czym punkty E, C, A lezag w tej ko-
lejnosci na prostej AC. Udowodnij, ze BE = BD.

Zadanie 7. Szesciokat ABCDEF jest wpisany w okrag, przy czym pro-
sta AB jest réwnolegta do prostej DE oraz prosta BC jest réwnolegta
do prostej E'F'. Udowodnij, ze prosta C' D jest réwnolegta do prostej AF'.

Zadanie 8. Dany jest tréjkat ABC, gdzie J ACB = 60° oraz AC < BC.
Punkty E i F leza na okregu opisanym na tréjkacie ABC' i spelniaja
warunki BF' = BC oraz AE = AC, przy czym zakladamy, ze punkty
E i B sa rézne oraz punkty F' i C sa rézne. Punkt G jest punktem
przeciecia odcinkéw EF i AB. Udowodnij, ze <BCG = JACG.
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VI Facebookowe Kétko Olimpiady Matematycznej Junioréw
Liczby pierwsze

Liczba pierwsza to taka dodatnia liczba catkowita, ktéra ma doktadnie
dwa rézne dzielniki dodatnie — 1 i sama siebie. Okazuje sig, ze kazda
liczbe caltkowita dodatnia mozna przedstawic¢ jako iloczyn liczb pierw-
szych (niekoniecznie réznych). Przyjmujemy przy tym, ze liczba 1 jest
iloczynem zerowej liczby czynnikéw pierwszych.

Co wiecej, powyzszy rozkiad jest jednoznaczny dla danej liczby, z do-
ktadnoscig do kolejnosci czynnikéw. Innymi stowy, jeSli dane jest s liczb
pierwszych pi,...,ps oraz k liczb pierwszych gqi,...,qr spelniajacych
warunek

Pr e Ps=G1 - Gk
to s = k oraz liczby p; sg po zmianie kolejnoéci rowne liczbom g;.

Dla kazdej liczby pierwszej p oraz dodatniej liczby catkowitej n istnieje
taka nieujemna liczba catkowita k, ze liczba p* jest dzielnikiem liczby n,
natomiast liczba p**! nie jest dzielnikiem liczby n. Liczbe k nazywamy
krotnoscig p w rozktadzie liczby n na czynniki (lub wyktadnikiem
p-adycznym n). Dla przykladu, krotnosé liczby 3 w rozkladzie liczby
54 na czynniki réwna jest 3, poniewaz 54 = 2! - 3%. W §wietle przyjete;
konwencji, krotnos¢ dowolnej liczby pierwszej w rozkladzie liczby 1
réwna jest 0.

Z rozkladem na czynniki pierwsze zwigzane sg nastepujace wlasnosci.

(i) Iloczyn liczb calkowitych jest podzielny przez liczbe pierwsza p
wtedy i tylko wtedy, gdy ktéras z nich jest podzielna przez p.

(ii) Jezeli dodatnia liczba catkowita jest podzielna przez rézne liczby
pierwsze pi, D2, - - -, Pm, t0 jest takze podzielna przez ich iloczyn.

(iii) Jedli liczby a,b sg krotnosciami liczby pierwszej p w rozkiadzie
na czynniki pierwsze liczb n, m, to krotnosc¢ liczby p w rozktadzie
na czynniki pierwsze liczby n - m réwna jest a + b.

(iv) Liczba catkowita dodatnia n jest a—ta potega liczby calkowitej
wtedy i tylko wtedy, gdy kazda liczba pierwsza wystepuje w roz-
kladzie n na czynniki pierwsze w krotnosci podzielnej przez a.
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Przyktady

Przyktad 1. Udowodnij, ze kazda liczbe catkowitg n wigkszg od 5 mozna
przedstawi¢ w postaci sumy liczby pierwszej oraz ztozonej.

Rozwigzanie: Chcemy uzyska¢ n = p + m, gdzie p jest liczba pierw-
szg, a m liczba zlozona. Na poczatku wezmy p = 2. Jezeli liczba n jest
parzysta, to wtedy liczba m = n—2 tez, jako réznica dwdch liczb parzy-
stych. Jednak skoro n > 5, to m > 3. Skoro wszystkie liczby parzyste
wieksze od 2 sa zlozone, to otrzymaliSmy oczekiwane przedstawienie.
Pozostaje nam przypadek, gdy liczba n jest nieparzysta. Wezmy tym
razem p = 3. Wéwczas liczba m = n — 3 jest parzysta, jako réznica liczb
nieparzystych. Skoro n > 5, to m > 2, i podobnie jak wcze$niej wnio-
skujemy stad, ze m jest liczbg zlozong. Zatem szukane przedstawienie
istnieje zarowno gdy liczba n jest parzysta, jak i gdy jest nieparzysta.

Przyktad 2. Iloczyn dwdéch dodatnich liczb catkowitych a, b jest szdsta
potega liczby catkowitej. Wiadomo réwniez, ze liczba a jest kwadratem,
a liczba b jest szeScianem liczby catkowitej. Wykazad, ze liczby a i b sa
tez széstymi potegami liczb catkowitych.

Rozwigzanie: W rozumowaniu korzystamy wielokrotnie z wlasnosci (iii)
oraz (iv). Niech a = z2, b = y® oraz a- b = 2°. Rozwazmy dowolna licz-
be pierwsza p. Oznaczmy krotnosci liczby p w rozkladzie na czynniki
pierwsze liczb z, y, z odpowiednio jako n, m, k. W rozkltadzie na czyn-
niki pierwsze liczby z? liczba p wystepuje dwa razy wiecej razy niz
w rozktadzie liczby z, czyli 2n razy. Analogiczni stwierdzamy, ze krot-
nosci liczby p w rozktadach liczb y® i 2° réwne sa odpowiednio 3m
oraz 6k. W rezultacie, rozpatrujac krotnosci liczby p w rozkltadzie na
czynniki pierwsze obu stron réwnania z2y3 = 28, dostaniemy warunek

2n + 3m = 6k.

Zatem 2n = 6k — 3m, wiec liczba 2n jest podzielna przez 3; a takze
przez 6. Analogicznie uzasadniamy, ze liczba 3m jest podzielna przez 6.
Jednak liczby 2n i 3m to krotnosci wystapien liczby p w rozktadach na
czynniki pierwsze odpowiednio liczb a i b. Skoro kazda liczba pierwsza p
wystepuje w rozkladach tych liczb z krotnoscig podzielng przez 6, to
liczby te sa szdstymi potegami liczb catkowitych, co konczy dowdd.
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Przyktad 3. Niech p i ¢ beda réznymi liczbami pierwszymi. Udowodnij,
ze liczba p? + ¢? nie jest podzielna przez liczbe p + q.

Rozwigzanie: Rozumujemy nie wprost. Przypus¢my, wbrew tezie, ze
liczba p? +¢? jest podzielna przez liczbe p+q. Wtedy p? +¢2 = k(p+q),
dla pewnej liczby calkowitej k. Przeksztatémy to rownanie do postaci
iloczynowej, uzyskujac kolejne postaci rownowazne:

(»* + ¢° + 2pq) — 2pg = k(p + 9),

(p+9)°—2pg=k(p+9q),
(p+a)(p+q)—k(p+q) = 2pg,
(p+a)(p+q—Fk)=2pg.

Skoro prawa strona réwnania jest podzielna przez liczbe p, to lewa
réwniez. Gdyby liczba p + ¢ byta podzielna przez liczbe p, to liczba
g = (p + q) — p bylaby réwniez podzielna przez liczbe p, gdyz réznica
dwdch wielokrotnosci danej liczby tez jest jej wielokrotnoscig. To jest
niemozliwe, poniewaz wiemy, ze jedynymi dodatnimi dzielnikami liczby
q sa 1 oraz g, a liczba p nie moze by¢ zadna z tych liczb. Stad liczba p
nie dzieli liczby p + gq.

Skoro liczba p dzieli lewg strone réwnania, to musi dzieli¢ liczbe p + g
lub liczbe p+ g —k. Jednak liczba p+ g nie jest podzielna przez liczbe p,
zatem liczba p+g—k musi by¢ podzielna przez liczbe p. Rozumowanie to
mozemy réwniez przeprowadzi¢ analogicznie dla liczby g uzasadniajac,
ze dzieli ona liczbe p+ g — k. Wobec tego liczba p+ g — k jest podzielna
przez liczbe p i liczbe g, zatem jest tez podzielna przez liczbe pg, na
mocy wlasnosci (ii). Mozemy wéwczas zapisaé

p+q—k=lIpq,

gdzie [ jest liczba catkowita. Skoro liczby 2pq i p+ ¢ sa liczbami dodat-
nimi, to liczba p + ¢ — k = lpq réwniez, a zatem [ > 0. Otrzymujemy,
ze
(p+4q) - lpg = 2pg,
2
Ptg=7s2
Jednak p+ g > 2+ 3 =5 > 2. Uzyskana sprzeczno$¢ konczy dowdd.
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Zadania

Zadanie 1. Udowodnij, ze sume dwdéch kolejnych liczb pierwszych wiek-
szych od 2 zawsze mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu trzech liczb
catkowitych wiekszych od 1.

Zadanie 2. Rozstrzygnij, czy réwnanie 200% - 10° = 20° ma rozwiazania
w liczbach catkowitych dodatnich.

Zadanie 3. Znajdz co najmniej jedng taka pare (a,b) liczb catkowitych
dodatnich, spelniajaca warunek 3a* = 7b°.

Zadanie 4. Iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest jednoczeénie
iloczynem czterech liczb pierwszych (niekoniecznie réznych). Jakie to
liczby?

Zadanie 5. Czy istniejg takie dodatnie liczby catkowite a, b, c, ze czte-
ry ostatnie cyfry kazdej z liczb ab, be, ca to 20247 OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 6. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczba 13p + 1
jest szescianem liczby catkowitej dodatniej.

Zadanie 7. Wykaz, ze jezeli p i ¢ sg réznymi liczbami pierwszymi, to
liczba p® + ¢° nie moze by¢ podzielna przez liczbe p? + ¢2.

Zadanie 8. Rozwigz w liczbach pierwszych p, g, r réwnanie

pr(p—4)=q(2r —2p—gq)
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Konkursy

I Konkurs Facebookowego Kétka OMJ

3 — 4 lutego 2024 r.

1. Liczby caltkowite a oraz b spelniajg warunek a — b = 1. Udowodnij,

ze liczba
4a% — 4% —1

3
jest kwadratem liczby catkowite;j.

2. W przestrzeni danych jest n > 3 punktéw A;, As ... A,. Udowodnij,
ze mozna wybra¢ takie dwa rézne punkty Ay oraz A;, ze dla kazdego
innego punktu A; katy JA;AxA; oraz JA;A Ay sa ostre.

3. Znajdz najwigkszg dodatnig liczbe calkowita n o tej wlasnosci, ze
liczba n® + 100 jest podzielna przez liczbe n + 10.

4. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym JBAC = 60°. Punkt T lezy
wewnatrz tego tréjkata i speinia warunki

YATB = CTA = 120°.
Punkty X 1Y sa odpowiednio §rodkami odcinkéw AB i AC. Udowod-

nij, ze punkty A, Y, T, X leza na jednym okregu.

5. Na ptlaszczyznie dane jest n punktéw. Kazde trzy z danych punk-
téw sgq wierzchotkami tréjkata o polu nie wiekszym od 1. Udowodnij,
ze istnieje tréjkat o polu nie wickszym od 4, na zewnatrz ktérego nie
znajduje si¢ zaden z danych punktow.
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IT Konkurs Facebookowego Kdétka OMJ

10 — 11 lutego 2024 r.

1. Dane sg liczby niewymierne z, y. Udowodnij, ze istnieje taka dodat-
nia liczba catkowita a, ze liczba az + y réwniez jest niewymierna.

2. Punkty K, L sg érodkami odpowiednio bokéw AC, AB trdjkata
ABC. Proste BK, CL przecinaja si¢ w punkcie G. Udowodnij, ze jesli
AG = BC, to 4BGC = 90°.

3. Dane sa takie dodatnie liczby catkowite z,y, ze liczba

22 +3z+1

k= "

jest catkowita. Udowodnij, ze & > 3.

4. Na tablicy napisano 16 parami réznych dodatnich liczb catkowitych
mniejszych od 50. Udowodnij, ze na tablicy sg takie cztery parami réz-
ne liczby a, b, ¢, d, ze a+b=c+d.

5. Znajdz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite k, ze dla dowolnej
liczby catkowitej z, liczba

z2 + 2kz + 1

jest kwadratem pewnej liczby catkowite;j.
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ITI Konkurs Facebookowego Kétka OMJ

17 — 18 lutego 2024 r.

1. W grupie 24 uczniéw kazdy wystal kartke walentynkowa doktadnie
12 innym uczniom. Udowodnij, ze istnieje para ucznidw A, B, ktérzy
wystali sobie nawzajem kartki, to znaczy: uczen A wystat kartke ucznio-
wi B i uczen B wystal kartke uczniowi A.

2. W tréjkacie ABC punkty M i N to srodki odpowiednio bokéw AB
i BC. Punkt P jest §rodkiem odcinka AM. Udowodnij, ze prosta CM
potowi odcinek PN (potowi, czyli przecina odcinek w jego §rodku).

2024

3. Czy istnieje taka liczba catkowita a, ze suma cyfr a wynosi 20247

Odpowiedz uzasadnij.

4. W trojkacie ABC punkt M jest srodkiem boku AC. Na prostej] BM
wybrano punkt N spelniajacy warunek AN = BC, przy czym punkty
B, N, M leza na tej prostej wlasnie w tej kolejnoséci. Punkt K stanowi
przeciecie prostej AN i odcinka BC. Udowodnij, ze BK = KN.

5. Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych (z,y), dla ktérych

z+y#£0,
:122+2
y:6
T+y
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IV Konkurs Facebookowego Koétka OMJ

24 — 25 lutego 2024 r.

1. Rozwiagz w liczbach rzeczywistych réwnanie:

P+’ +l=zy+z+y.

2. Rozstrzygnij, czy istniejg takie dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, d, ze
zapis dziesietny liczby

(a+b)(b+c)(c+ d)(d+ a)

konczy sie cyframi ,,10”.

3. Marek gra ze swoim kolega w gre, w ktdérej obaj wykonuja na zmiane
ruchy. Na poczatku na stole lezg 43 karty. Ruch polega na zdjeciu ze
stotu jednej, dwdch, trzech, lub czterech kart. Wygrywa ten z graczy,
ktéry zdejmie ostatnig karte. Wiedzac, ze gre rozpoczyna Marek, roz-
strzygnij, ktéry z graczy bedzie mdglt wygrac niezaleznie od tego, jakie
ruchy zrobi jego przeciwnik.

4. Wyznacz wszystkie tréjki (a, b, ¢) liczb rzeczywistych, ktére spelniajg
ponizszy ukltad réwnan:

a?+b+c2=23
a+2b+4c=22

5. Punkt M jest érodkiem boku AB tréjkata ostrokatnego ABC. Punkt P
lezy na odcinku AB, a punkty S; i .S; sg §rodkami okregéw opisanych
odpowiednio na tréjkatach APC i BPC. Wykaz, ze §rodek odcinka
S155 lezy na symetralnej odcinka C' M.
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V Konkurs Facebookowego Kétka OMJ

2 — 3 marca 2024 r.

1. Rozstrzygnij, czy réwnanie a® + % 4 % + d° = 7202¢ ma rozwiazanie
w dodatnich liczbach catkowitych a, b, c, d.

2. Dana jest liczba catkowita N. Jezeli liczba ta jest podzielna przez 5,
to Maciek dzieli ja przez 5, w przeciwnym wypadku dodaje do niej 3.
Maciek powtarza te operacje, dopdki nie otrzyma liczby 1. Rozstrzy-
gnij, dla jakich liczb N Maciek nigdy nie uzyska liczby 1.

3. Dany jest czworokat ABC D spelniajacy AB = BC = C'D. Wiado-
mo tez, ze JABC = 90° i BCD = 150°. Znajdz miary pozostatych
dwdch katéow wewnetrznych czworokata ABCD.

4. Dany jest okrag w oraz jego cieciwa AB, niebedaca jego $rednica.
Wybieramy punkt C' na dluzszym tuku AB tego okregu. Symetralna
odcinka BC przecina okrag w dwdéch réznych punktach X i Y. Niech
P oraz @ beda takimi punktami na prostej AC, ze proste PX oraz QY
sg prostopadle do prostej] AC. Wykaz, ze dlugo$¢ odcinka PQ) zalezy
tylko od dlugosci odcinka AB.

5. Dane sg dodatnie liczby calkowite a,b, ¢, dla ktérych nie istnieje
liczba catkowita d > 1 dzielgca zaréwno a i b. Dla jakich liczb catkowi-
tych n wartos¢ wyrazenia

a® +ab+ bc+ an
a+b

jest liczba catkowita?
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VI Konkurs Facebookowego Kétka OMJ

9 — 10 marca 2024 r.

1. Wyznacz wszystkie pary liczb pierwszych p i g, dla ktérych
p? —2¢% = 1.

2. Bartek rozstawit 777 bialych kréli na szachownicy rozmiaru 999 x 999
(przy czym na jednym polu moze by¢ co najwyzej jeden krdl) tak, ze
zaden krél nie stoi na brzegu szachownicy ani w jej rogu. Wykaz, ze
Bartek ma teraz parzyscie wiele mozliwo$ci na zrobienie jednego ruchu
jednym z 777 rozstawionych kroli.

Uwaga: Krdl szachowy jest takg figurg, ktéra ze swojego pola mo-
Ze sie Tuszyé na kazde pole, ktére ma z tym (wyjSciowym) polem
wspolng krawedZ lub rdg.

3. Dany jest réownolegtobok ABC D, gdzie AB < AD. Niech E bedzie
takim punktem na prostej BC, réznym od punktu B, ze CE = BC.
Niech F' bedzie takim punktem na prostej AD, ze DF = DC, przy
czym zakladamy, ze punkt F' nie lezy na odcinku AD. Wreszcie, niech
G bedzie takim punktem na prostej EF, ze JGBA = JGBC, przy
czym zaktadamy, ze punkt G lezy wewnatrz kata JABC. Wykaz, ze
srodek odcinka BG lezy na prostej AD.

4. Rozwiaz réwnanie
2(¢* — p*)(¢* — r*) = 27pgr

wiedzac, ze p, q,r sg liczbami pierwszymi.

5. Danych jest 100 dodatnich liczb catkowitych nie wiekszych niz 100,
ktorych suma wynosi 200. Udowodnij, ze mozna tak wybraé pewne spo-
§réd tych liczb, aby ich suma byta réwna 100.
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Podpowiedzi do zadan

I Facebookowe Kétko Olimpiady Matematycznej Junioréw

1. Przeprowad?z rozumowanie analogicznie jak w Przyktadzie 1.

2. Rozpatrz to pole, ktéremu przypisano najmniejsza liczbe.

3. Rozpatrz wielokat o najwiekszym polu.

4. Rozpatrz najliczniejsza z takich grup oséb, gdzie wszyscy sie znaja.

5. Rozpatrz najdluzszy ciag zawodnikéw Ai, A,, .., A; taki, ze kazdy
zawodnik A; wygrat z zawodnikiem A; ;.

6. Rozpatrz podzial, w ktérym jest najmniejsza liczba konfliktéw.

7. Rozpatrz takie punkty A, B ze zbioru S, ze wszystkie pozostate punk-
ty ze zbioru znajduja si¢ po jednej stronie prostej AB (nietrudno udo-
wodni¢, ze taka para istnieje — jest to prawda na przyklad na mocy
zadania trzeciego, gdzie prosta ta jest bok wielokgta). Wykaz, ze pe-
wien okrag przechodzacy przez te punkty speilnia warunki zadania.

8. Rozpatrz takie potaczenie punktéw czarnych i punktéw biatych w pa-
ry, aby suma dlugosci wszystkich czerwonych odcinkéw bylta mozliwie
najmniejsza.
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IT Facebookowe Kétko Olimpiady Matematycznej Junioréw

1. Wykaz, ze rozwazana liczba jest pomiedzy liczbami (n + 1)? oraz
(n+2)2.

2. Wykasz, ze liczba n? + 9n + 20 jest pomiedzy liczbami (n + 4)? oraz
(n +5)2.

3. Przyjmij, bez straty ogdlnosci, ze a > b. Wykaz, ze jesli a # b, to
liczba a?+2b+1 jest pomiedzy kwadratami kolejnych liczb catkowitych.

4. Przypusémy nie wprost, ze takie liczby istniejg. Bez straty ogdlnosci
niech z > y. Sprébuj umiescié¢ z2 + 4y pomiedzy pewnymi kwadratami
liczb catkowitych.

5. Zauwaz, ze y* + y? +y + 1 < (y? + 1)2.
6. Zauwaz, ze n* + 2n3 — 3 < (n? +n)2.
7. Wykaz nieréwnos¢ (n + 1)f —n* >n + 1.

8. Pomnoéz obie strony réwnania przez 4 i sprébuj sprowadzié wyrazy
zawierajace niewiadoma y do postaci kwadratu. By¢ moze warto roz-
wazy¢, jakie wyrazenie mozna dodac lub odja¢ od obu stron réwnania?

35



ITT Facebookowe Kétko Olimpiady Matematycznej Junioréw

1. Odbij punkt D wzgledem punktu M.

2. Odbij punkt D wzgledem punktu M.

3. Udowodnij, ze AM = AC.

4. Odbij punkt B wzgledem punktu Q).

5. Odbij érodek okregu opisanego na czworokacie ABCD wzgledem
§rodka odcinka CD.

6. Odbij punkt B wzgledem punktu M.

7. Odbij punkty D oraz C wzgledem punktu F.

8. Odbij punkt F wzgledem Srodkéw pozostalych bokdw.

36



IV Facebookowe Kétko Olimpiady Matematycznej Junioréw

1. Zastosuj dwukrotnie wzor na réznice kwadratéw. Sprébuj zapisaé
liczbe 65 jako iloczyn.

2. Rozwaz liczbe 2(c — a)(c — b). Przeksztalé ja, a nastepnie zastosuj
jeden ze wzordw wymienionych w skrypcie.

3. Zapisz obie liczby w postaci iloczynu. Zauwaz, ze wsréd dwdch ko-
lejnych liczb catkowitych jest liczba podzielna przez 2, wéréd trzech
kolejnych liczb catkowitych jest liczba podzielna przez 3, itd.

4. Korzystajac z wzoréw skréconego mnozenia, doprowadz rownanie do
iloczynu przyréwnanego do zera.

5. Réwnos¢ ulamkéw implikuje, ze istnieje taka liczba rzeczywista r,
ze ar = a’ + n?, oraz br = b° + n2. Przeksztalé réwnanie, a nastepnie
zastosuj jeden ze wzoréw wymienionych w skrypcie.

6. Przeksztal¢ réwnania tak, by skorzystac ze wzoru ze skryptu. Warto
doda¢ wszystkie rownania stronami.

7. Zauwaz, ze pierwsze réwnanie implikuje a? + b2 + ab = c? + d? + cd.
Drugie réwnanie mozna sprowadzi¢ do iloczynu liczb tej postaci.

8. Poréwnaj stronami pierwsze i drugie réwnanie. Dodaj wszystkie row-
nania stronami, a nastepnie zastosuj jeden ze wzoréw wymienionych
w skrypcie.
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V Facebookowe Koétko Olimpiady Matematycznej Junioréw

1. Skorzystaj z Przyktadu 2.

2. Opisz okrag na tréjkacie BCD. W jakim punkcie przecina on odci-
nek AB?

3. Skorzystaj z Wtasnosci 1 i Wtasnoéci 4.
4. Skorzystaj z Przyktadu 2.

5. Zauwaz, ze proste AI, BI, CI, to symetralne odpowiednio odcinkéw
C1B1, A1Ch, BiA;.

6. Zauwaz, ze teza jest rownowazna temu, ze punkt B to Srodek okregu
opisanego na tréjkacie ADE. Czym staje sie wobec tego S ABD?

7. Skorzystaj z Przyktadu 2.

8. Skorzystaj z twierdzenia o dwusiecznej (sprébuyj je tez uzasadnié):

Jesli w tréjkacie ABC dwusieczna kata BAC przecina prostag BC w punk-

cie P, to:
AB AC

BP - CP'
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VI Facebookowe Koétko Olimpiady Matematycznej Junioréw

1. Jaka jest parzysto$¢ sumy?
2. Rozwaz rozktad na czynniki pierwsze.

3. Rozwaz krotnosci, z jakimi tréjka oraz siddemka wystepuja w roz-
ktadzie na czynniki pierwsze obydwu stron.

4. Wéréd dwéch kolejnych liczb catkowitych jedna jest podzielna przez 2.
Co jeszcze mozesz zauwazyc?

5. Rozwaz krotno§¢ dwdjki w rozkladzie na czynniki pierwsze.
6. Jezeli 13p+1=n3to13p=n®—1=(n-1)(n?+n+1).
7. Skorzystaj z formuly p? + ¢® = (p? + ¢%)(p + q) — p?q — pg°.

8. Dodaj do obydwu stron liczbe 4pr.
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Rozwigzania zadan ze skryptéw

I Facebookowe Kétko Olimpiady Matematycznej Junioréw

Zadanie 1. Na plaszczyznie dane jest n punktéw, z ktérych kazdy jest
w jednym z trzech koloréw: czarny, czerwony, niebieski. Przy tym wia-
domo, ze istniejg co najmniej 3 punkty w kazdym z trzech koloréw.
Udowodnij, ze istnieje tréjkat o jednokolorowych wierzchotkach, we-
wnatrz ktérego znajduja sie maksymalnie cztery pokolorowane punkty.

Rozwigzanie: Tréjkat o wierzchotkach pomalowanych na ten sam kolor
nagywac bedziemy jednokolorowym. Rozwazmy jednokolorowy trdjkat
0 najmniejszym mozliwym polu. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze
jego wierzcholki sg czarne. Zauwazmy, ze gdyby we wnetrzu tego trdj-
kata znajdowal sie czarny punkt, to punkt ten wraz z dwoma wierz-
chotkami wybranego tréjkata tworzyltby jednokolorowy tréjkat o mniej-
szym polu, co jest sprzeczne z naszym zalozeniem o minimalnosci pola.
Gdyby natomiast istnialy wewnatrz tego tréjkata 3 czerwone lub 3
niebieskie punkty, to ponownie tworzylyby one jednokolorowy trdjkat
o mniejszym polu. Zatem wewnatrz rozwazanego tréjkata znajduja sie
co najwyzej 2 czerwone i 2 niebieskie punkty, co koniczy rozwiazanie.

Zadanie 2. W kazde pole nieskoiiczonej szachownicy wpisano dodatniag
liczbe catkowita, przy czym kazda wpisana liczba to érednia arytme-
tyczna czterech liczb wpisanych w pola z nig sasiadujace. Udowodnij,
ze wszystkie wpisane liczby sa réwne.

Rozwigzanie: Rozpatrzmy pole szachownicy, w ktére wpisano najmniej-
szg liczbe (jezeli jest wiele takich p6l — rozpatrujemy dowolne sposréd
nich). Oznaczmy wpisang w to pole liczbe przez a, natomiast liczby
wpisane w pola sasiadujace z rozpatrywanym polem —przez b,c,d, e.
Zgodnie z wyborem liczby a:

b>a c>a d>a eZa.

Na mocy zalozenia z treéci zadania mamy 4a = b+ c+ d+ e, co w po-
taczeniu z powyzszymi nieréwnosciami oznacza, ze b=a,c=a,d =a
oraz e = a. Rzeczywiscie, gdyby ktoras z liczb b, ¢, d, e byla wieksza od
liczby a, to ich suma byltaby wieksza od liczby 4a.
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UzasadniliSmy, ze w pola sasiadujace z rozwazanym polem wpisana jest
liczba a. Stad wnioskujemy, ze jesli w dowolne pole wpisana jest liczba
a, to jest ona takze wpisana w sasiednie pola. Skoro pomiedzy dowol-
nymi dwoma polami szachownicy mozna przej$¢ za pomoca skoniczenie
wielu krokéw polegajacych na przejéciu na sasiednie pole, to we wszyst-
kie pola szachownicy wpisana jest liczba a.

Zadanie 3. Na plaszczyznie dane jest n > 3 punktéw, z ktérych zadne
trzy nie leza na jednej prostej. Udowodnij, ze istnieje taki wielokat wy-
pukty o wierzchotkach w zadanych punktach, ze zawiera on wszystkie n
danych punktéw (wielokat ten nazywany jest otoczka wypukia).

Rozwigzanie: Spoéréd wielokatéw o wierzchotkach w danych n punk-
tach wybierzmy wielokat o najwiekszym polu. Zauwazmy, ze zaden
z n punktéw nie moze leze¢ poza wybranym wielokatem, poniewaz
w przeciwnym wypadku moglibySmy powiekszy¢ pole tego wielokata.
Ponadto, gdyby wybrany wielokat byl wklesty, to moglibySmy zwiek-
szy¢ jego pole poprzez usuniecie wierzchotka przy wklestym kacie i po-
taczeniu dwdch wierzchotkéw z ktorymi laczyt sie ten usuniety wierz-
chotek. Zatem wybrany wielokat jest szukanym wielokatem z zadania.

Rysunek 1. Zwigkszanie pola wielokata, je- Rysunek 2. Zwigkszanie pola wielokata, je-

§li nie zawiera jednego z n punktéw. §li nie jest on wypukty.

Zadanie 4. W pewnej grupie 30 oséb kazda zna co najmniej 25 oséb
spoérdéd pozostalych. Udowodnij, ze mozna wybraé sposrdd czlonkéw
tej grupy takie szeS¢ osdb, z ktérych kazde dwie si¢ znaja.

Rozwigzanie: Przypu$¢my nie wprost, ze nie istnieje szukana grupa
szeSciu o0s6b. Rozpatrzmy najliczniejszga mozliwg grupe oséb w ktdrej
wszyscy sie znaja (jezeli jest wiele grup o takiej liczbie osdb, to wezmy
dowolng). Oznaczmy te grupe przez S i zalézmy, ze zawiera ona k oséb
(k <5).
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Zauwazmy, ze kazda z 30 — k oséb nienalezacych do S nie zna przynaj-
mniej jednej osoby z tej grupy. W przeciwnym wypadku moglibySmy
powiekszy¢ nasza grupe o te osobe i dostaé wiekszg grupe, w ktorej
WSZYSCy si¢ znaja, co przeczy wyborowi S.

Twierdzimy, ze co najmniej jedna z k& oséb nalezacych do S nie zna
co najmniej 5 oséb. W przeciwnym wypadku osoby z S nie znalyby
tacznie (gdyby dodaé wszystkie nieznajomosci) jedynie 4 - k oséb, co
jest niemozliwe, poniewaz osoby z S nie znaja jedynie oséb spoza S.
Gdyby tych ostatnich byto tacznie nie wiecej niz 4k, to nie stanowiliby,
tacznie z k osobami z grupy .S, grupy 30 oséb, skoro zakladamy k& < 5.

Z drugiej strony istnienie w grupie S osoby z co najmniej 5 nieznajomo-
Sciami réwniez prowadzi do sprzecznosci, poniewaz osoba taka znataby
co najwyzej 24 osoby. To jest sprzeczne z zalozeniami zadania, wedtug
ktérych kazdy zna co najmniej 25 oséb. Wnioskujemy stad, ze poczat-
kowe przypuszczenie, ze k < 5 nie jest prawdziwe. W rezultacie istnieje
grupa szesciu 0sob, z ktérych kazde dwie sie znaja.

Zadanie 5. W zawodach szachowych wystartowato n oséb. Wiemy, ze
kazdy zawodnik zagral z kazdym innym co najwyzej jeden raz, przy
czym nie bylo remiséw. Ponadto wiemy, ze nie mozna usadzi¢ zadnych
k > 3 zawodnikéw przy okraglym stole tak, by kazdy wygral ze swo-
im sasiadem, siedzacym po jego prawej stronie. Udowodnij, ze istnieje
zawodnik, ktéry przegral wszystkie partie.

Rozwigzanie: Rozpatrzmy najdiuzsza kolejke réznych zawodnikéw po-
staci Aj, Ao, .., A; (zawodnik A; stoi na konicu, a A4; na czele) taka, ze
kazdy z zawodnikéw z kolejki wygral z osoba stojaca przed nim.

Gdyby stojacy na czele zawodnik A; wygral z ktérym$ zawodnikiem
stojacym za nim, to byloby to sprzeczne z zalozeniami zadania, gdyz
moglibySmy tak ustawionych k > 3 graczy usadzi¢ przy stole w zaka-
zany sposéb (zgodnie z porzadkiem w kolejce).

Skoro rozwazanej kolejki nie mozemy juz przediuzy¢, to zawodnik A;
nie mégt wygra¢ z zadnym innym graczem — takze spoza kolejki.
Laczac te dwie obserwacje dochodzimy do wniosku, ze zawodnik A;
nie wygral zadnej partii, co dowodzi prawdziwosci tezy.
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Zadanie 6. Na turnieju rycerskim kazdy uczestnik posiada wéréd pozo-
stalych co najwyzej trzech Smiertelnych wrogéw. Udowodnij, ze mozna
podzieli¢ uczestnikéw turnieju na dwie grupy tak, by dowolny uczestnik
posiadatl w swojej grupie co najwyzej jednego Smiertelnego wroga.

Uwaga: Jezeli rycerz A jest Smiertelnym wrogiem rycerza B, to rycerz
B jest $miertelnym wrogiem rycerza A.

Rozwigzanie: Gdy dokonujemy pewnego podzialu rycerzy na dwie gru-
py, to kazdej z tych grup mozemy przypisac taczna liczbe konfliktow,
ktéra w nich zachodzi, czyli liczbe par rycerzy, ktérzy sa w tej grupie
Smiertelnymi wrogami. Nazwijmy te liczby k1 i ko i rozwazmy liczbe
kE=ky +ko.

Rozpatrzmy taki podzial uczestnikéw turnieju na dwie grupy, w kto-
rym liczba k jest minimalna mozliwa (podzialdéw jest skoriczenie wiele,
a kazdemu odpowiada liczba k okre$lona wyzej, wiec istnieje taki, gdzie
k jest minimalne). Twierdzimy, ze kazdy taki podzial spelnia teze.

Gdyby istnial rycerz, ktéry po tak dokonanym podziale posiada dwdch
$miertelnych wrogdéw w swojej grupie, to moglibySmy go przenies¢ do
drugiej grupy, jednoczesnie zmniejszajac taczna liczbe konfliktéw. W tej
drugiej grupie mialby bowiem co najwyzej jednego $miertelnego wro-
ga (lacznie ma ich co najwyzej trzech). Byloby to jednak sprzeczne
z zalozeniem o minimalnosci lgcznej liczby konfliktéw, determinuja-
cym dokonany podzial. Zatem przy dokonanym podziale kazdy rycerz
ma w swojej grupie maksymalnie jednego $miertelnego wroga.

Zadanie 7. Na plaszczyznie dany jest zbidr S sktadajacy sie zn > 3
punktow, ktore nie leza na jednej prostej. Udowodnij, ze istnieje okrag
przechodzacy przez pewne trzy punkty ze zbioru S, wewngtrz ktdérego
nie ma zadnych innych punktéw ze zbioru S.

Rozwiazanie: Rozwazmy takie dwa punkty A i B ze zbioru S, ze wszyst-
kie pozostale punkty ze zbioru S znajduja sie po jednej stronie prostej
AB. Niech C bedzie takim punktem ze zbioru .S, ze kat ACB jest naj-
wiekszy. Wtedy dla dowolnego innego punktu X ze zbioru S mamy
JAXB < YACB, zatem okrag opisany na tréjkacie ABC nie zawiera
punktéw ze zbioru S.
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Zadanie 8. Na plaszczyznie dane jest n punktéw czarnych i n punktéw
biatych, przy czym zadne trzy z nich nie sg wspoétliniowe. Udowodnij,
ze punkty biale da sie¢ polaczyé w pary z czarnymi punktami za po-
mocg czerwonych odcinkdw tak, ze zadne dwa czerwone odcinki si¢ nie
przecinaja.

Rozwigzanie: Rozpatrzmy takie polaczenie n punktéw w pary, ze suma
dlugosci wszystkich czerwonych odcinkéw jest najmniejsza mozliwa.

Uzasadnimy, ze gdyby w wyniku rozpatrywanego polaczenia punktéw
pewne dwa czerwone odcinki A;A,, By B, przecinaly si¢ w pewnym
punkcie X, to usuwajac te dwa odcinki i zastepujac je odcinkami: A; Bs,
Az By, otrzymaliby$Smy mniejszg sume dlugosci czerwonych odcinkéw.

Az

Rysunek 3. Zmniejszenie sumy dlugosci czerwonych odcinkéw.

Stato by sie tak, poniewaz z nieréwnosci tréjkagta mamy

A]_X + XBZ 2 A]_BQ oraz A2X + XB]_ 2 AzBl,
z zastrzezeniem, ze jedna z nieréwnosci musi by¢ ostra, poniewaz w prze-
ciwnym razie wszystkie cztery punkty A;, As, Bi, Bz bylyby wspdili-
niowe z punktem X, wbrew warunkom zadania. Dodajac powyzsze nie-
réwnosci stronami, dostajemy zatem nieréwnos$¢ ostrg postaci

A{As; + BBy > A1By + Ay By

Istnienie powyzszej konfiguracji statoby zatem w sprzecznosci z zaloze-
niem o minimalnoéci sumy czerwonych odcinkéw. W takim razie w roz-
wazanym polaczeniu zadne dwa czerwone odcinki sie nie przecinajg.
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IT Facebookowe Kétko Olimpiady Matematycznej Junioréw

Zadanie 1. Udowodnij, ze nie istnieje taka dodatnia liczba catkowita n,
ze liczba
n?+4n+1

jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze
(n+1P=n’+2n+1<n?*+4n+1<n®+4n+4=(n+2)?

zatem rozwazana liczba nie moze by¢ kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 2. Udowodnij, ze nie istnieje taka dodatnia liczba catkowita n,

ze liczba
n? +9n +20

jest kwadratem liczby catkowitej.
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze
(n+4)*=n%+8n+16 <n? +9n+20 < n® + 10n + 25 = (n + 5)?,
zatem rozwazana liczba nie moze by¢ kwadratem liczby catkowitej.
Zadanie 3. (X OMG, zawody III stopnia) Dane sg takie dodatnie liczby
catkowite a i b, ze liczby

a®+2b+1 oraz b’ +2a+1
sg kwadratami liczb catkowitych. Wykaz, ze a = b.

Rozwiazanie: Zalézmy, ze liczby a,b sg rézne oraz a > b (rozumowanie
w przeciwnym przypadku jest analogiczne). Mamy

a®<a®+2b+1<a®+2a+1=(a+1)

zatem a®+2b+ 1 nie moze byé kwadratem liczby catkowitej. Ta sprzecz-
no$¢ oznacza, ze a = b.
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Zadanie 4. Udowodnij, ze nie istniejg dodatnie liczby catkowite z,y,
dla ktérych liczby
? + 4y oraz y>+4z

sa kwadratami liczb catkowitych.
Rozwigzanie: Zaltdézmy bez straty ogdlnosci, ze ¢ > y. Mamy

P <z?tay<z® iz +4=(z+2)>

Skoro liczba z2 + 4y jest kwadratem liczby catkowitej, to musi by¢ réw-
na liczbie (z + 1)? = 22 + 2z + 1. To oznacza, ze 4y = 2z + 1, co nie
jest mozliwe, gdyz lewa strona réwnania jest liczbg parzysta, natomiast
prawa strona — liczbg nieparzysta.

Zadanie 5. Wyznacz wszystkie pary (z,y) dodatnich liczb calkowitych,
dla ktérych
2=yt byl by + L

Rozwiazanie: Dla y = 1 mamy z? = 4, zatem z = 2. Para (1, 2) spelnia
warunki zadania. Uzasadnimy teraz, ze dla y > 1 liczba y* +y2 +y +1
nie jest kwadratem liczby calkowitej. Mamy bowiem y < y2, a stad

@ <y +y¥¥+y+1<yt +298 + 1= (¥* +1)%,
co oznacza, ze dla y > 1 réwnanie nie ma rozwigzan.
Zadanie 6. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych

liczba
n*+2n -3

jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie: Dla n = 1 dana liczba jest réwna 0, wiec jest kwadratem
liczby catkowitej. Uzasadnimy, ze dla n > 2 rozwazana liczba nie jest
kwadratem. Skoro zachodzi nieréwnosé

n*+2n% —3 <n* 4+ 2n% + n? = (n? +n)?,

to wystarczy pokazaé, ze n* +2n3 — 3 > (n? + n — 1)2.
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Istotnie, mamy

(n®+n—12=(n?+(n-1))>
=n*+2n°(n—-1)+n®*-2n+1
=n*+2n® - (n?+2n-1).

Stadn?+2n—1=(n+1)?-2>32-2=7> 3, a zatem
n* +2n% — (n* +2n — 1) < n* +2n% -3,
co konczy dowdd.
Zadanie 7. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz liczba catkowita
k > 1. Udowodnij, ze liczba
n*+n+1
nie jest k-ta potega liczby calkowite].

Rozwiazanie: Skoro mamy n® +n + 1 > n*, to wystarczy uzasadnié, ze
n* +n + 1< (n+ 1)*. Nieréwnoéé ta jest prawdziwa, gdyz

(n + 1)k _ nk > nkfz(n + 1)2 _ nk — nk + 2nk71 + nk72 _ nk

=onftynkF 2> n41.

Zadanie 8. (LXIV OM, zawody III stopnia) Wyznacz wszystkie pary
liczb catkowitych z,y, dla ktérych

2t 4y =2° + 92

Rozwiazanie: Przepiszmy dane réwnanie w postaci y? — y = z* — z5.

Mnozac obie strony przez 4 i dodajac obustronnie 1, dostajemy réwno-
wazne warunki

4y? — 4y + 1 = 42* — 423,
(2y — 1) = (4z* — 42% + %) — z* + 1,
(2y—1)2 =222 —2)? — 2> + 1.
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Mamy jednak

y—-1)2 =2z -1 -z +1= (222 —2)? — (2 - 1)
((2$2—:c—1)+1)2—$2+1
=@z -z-1)2+202z° —z—-1)+1-z*+1
(2m2—m—1) + (32% — 2z).

Gdyby zachodzily jednocze$nie warunki
z2-1>0 oraz 33:2—23:>0,

to liczba (2y — 1)? lezalaby pomiedzy kwadratami kolejnych liczb cal-
kowitych. W takim razie co najmniej jedna z powyzszych nieréwnosci
nie moze zachodzic.

Jezeli|z| > 1, to oczywiscie z2—1 > 0. Dla z < 0 liczba 3z%—2z réwniez
jest dodatnia, co jak wiadomo nie moze mie¢ miejsca, natomiast dla
z > 0 mamy mamy z? — z > 0, zatem 322 — 2z = 22 + 2(z? — z) > 0,
co ponownie wykluczamy.

Zatem pozostajg przypadki z = —1,0 lub 1. W pierwszym przypadku
dostajemy y(y—1) = 2, zatem y = 2 lub y = —1. W drugim przypadku
yly—1) =0, zatem y = 0 lub y = 1. W trzecim przypadku réwniez
dostajemy y(y — 1) =0, zatem y = 0 lub y = 1. W takim razie pary

(-1,-1), (-1,2), (0,0), (0,1), (1,0), (1,1)

sg jedynymi parami spelniajgcymi dane réwnanie.
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ITT Facebookowe Kétko Olimpiady Matematycznej Junioréw

Zadanie 1. Dane sg dwa kwadraty ABC D i DEFG, ktore majg wspélny
punkt D i poza nim nie majg zadnych innych punktéw wspdlnych.
Punkt M jest srodkiem odcinka CE. Udowodnij, ze DM = %AG.

Rozwigzanie: Odbijmy punkt D wzgledem punktu M i oznaczmy uzy-
skany punkt jako D’. W rezultacie czworokat DED'C' jest réwnolegto-
bokiem. Z tego wynika, ze

YADG = 180° — SCDE = ¥DCD'.

Zauwazmy, ze trojkat ADCD’' jest przystajacy do tréjkata AADG,
zgodnie z cechg bok-kat—bok, poniewaz AD = DC i DG = DE oraz
YADG = {DCD'. Wiemy, ze punkt M jest érodkiem odcinka DD’,
zatem 1

1
DM = -DD' = ~AG
2 27

co nalezalo wykazac.

E

DI
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Zadanie 2. Punkt M jest §rodkiem boku AC tréjkata ABC. Na boku
BC wybrano punkt D spelniajacy zaleznosé

YBDA = JCDM.

Udowodnij, ze AD = 2MD.

Rozwigzanie: Odbijmy punkt D wzgledem punktu M i oznaczmy uzy-
skany punkt jako D'. Zauwazmy, ze czworokat DAD'C' jest réwnolegto-
bokiem. Oznacza to, ze proste AD oraz DC sa réwnolegle. Zauwazmy,

ze
{DAD' = JADB = 4D'DC = 4DD'A,

zatem tréjkat ADD' jest réwnoramienny, wiec AD = DD' = 2DM, co
nalezato wykazac.

DA
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Zadanie 3. Dany jest tréjkat réwnoramienny ABC o podstawie AC.
Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, a prosta k
przechodzi przez punkt A i jest prostopadta do prostej AO. Okrag
o §rodku w punkcie B i promieniu BC przecina prostg & w punkcie D,
réznym od punktu A. Udowodnij, ze prosta CD jest prostopadia do
prostej AB.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze tréjkat ABC przystaje do tréjkata AABD,
poniewaz AB = AB, BC = BD oraz

IDAB =90° — 4BAO = %{BOA = JBCA,
skad wynika, ze
YDBA =180° —24DAB = JABC,
gdyz tréjkat ABAO jest réwnoramienny. Skoro AD = AC'i DB = BC,

to punkty D i C' sa swoimi odbiciami wzgledem prostej AB. Liaczaca
je prosta jest zatem prostopadta do AB, co nalezalo wykazac.
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Zadanie 4. (XIV OMJ, zawody I stopnia) Dany jest réwnoleglobok
ABCD. Na przekatnej BD wybrano taki punkt P, ze spelniona jest
réwno$¢ AP = BD. Punkt @ jest érodkiem odcinka CP. Wykaz, ze
{BQD = 90°.

Rozwigzanie:

Niech punkt R bedzie odbiciem punktu B wzgledem punktu Q. Wow-
czas czworokat BPRC jest rownolegtobokiem. Wtedy tez wzajemnie
réwnolegte sg proste PR, BC, oraz AD, a takze zachodza réwnosci
PR = BC = AD, zatem czworokat ADRP réwniez jest réwnoleglobo-
kiem.

Skoro DR = AP = BD, to odcinek BR jest podstawa tréjkata réw-
noramiennego BDR. Wobec tego punkt @, jako §rodek tej podstawy,
jest takze spodkiem wysokoSci poprowadzonej z wierzchotka D. Stad
wniosek, ze $BQD = 90°, co nalezato wykazacé.
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Zadanie 5. W czworokacie ABC D zachodzi YACB = YADB = 90°.
Punkt F jest symetryczny do punktu A wzgledem Srodka odcinka CD.
Wykaz, ze prosta CD jest prostopadla do prostej BE.

Rozwigzanie: Oznaczmy jako M §rodek boku CD i jako O Srodek okre-
gu opisanego na ABC D. Nastepnie odbijmy punkt O wzgledem punktu
M i oznaczmy otrzymany punkt jako O'.

Wiemy, ze EM = M A, wiec czworokat EO'AO jest réwnoleglobokiem.
Zauwazmy tez, ze EO' = OA = BO, a proste oraz FO' oraz BO sa
réwnolegle, zatem czworokat EO'OB jest réwnolegtobokiem.

Zauwazmy wreszcie, ze O'C = OD = OC = O'D, gdyz punkt C jest
odbiciem punktu D wzgledem punktu M. Stad punkt O’ jest réwniez
odbiciem punktu O wzgledem prostej C' D, co oznacza z kolei, ze prosta
ta jest prostopadta do prostej O'O. Ta ostatnia, jest z kolei réwnolegta
do prostej £ B, co konczy dowdd.
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Zadanie 6. (X OMJ, zawody III stopnia) Dany jest czworokat wypukly
ABCD, w ktérym {DAB + JABC = 90°. Punkt M jest $rodkiem
boku CD. Znajac dtugosci odcinkéw AD oraz BC, ktére wynoszg od-
powiednio a oraz b, oblicz warto§¢ wyrazenia

[ABM]— [DAM] — [BCM].
Uwaga: Przez [F] oznaczamy pole figury F.

Rozwigzanie: Niech P bedzie punktem symetrycznym do punktu B
wzgledem punktu M. Wéwczas [ABM] = [APM], gdyz tréjkaty ABM
oraz AP M maja wspolng wysokos¢ poprowadzong z wierzchotka A oraz
réwne podstawy BM i PM. Ponadto [BC M| = [PDM], gdyz tréjkaty
BC M oraz PDM sg przystajace (cecha bok—kat—bok). Stad wynika, ze

[ABM] — [DAM] — [BCM] = [APM] — [DAM] — [PDM] = [ADP).

Zauwazmy, ze DP = BC = b oraz
JADP =360° — SYMDA — SPDM
=360° — YCDA— ¥BCD
= YDAB + JABC = 90°,

skad wniosek, ze [ADP] = - AD - DP = lab.

1
2

R
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Zadanie 7. (XV OMJ, zawody II stopnia) Dany jest réwnoleglobok
ABCD, w ktérym kat wewnetrzny przy wierzchotku A jest ostry.
Symetralna odcinka AB przecina odcinek CD w punkcie X. Przekat-
ne tego réwnolegloboku przecinajg sie w punkcie E. Udowodnij, ze
XE = %AD.

Rozwigzanie: Rozwazmy odbicie symetryczne wzgledem punktu F.
Wtedy punkt D jest symetryczny do punktu B, a punkt C' do punk-
tu A. Oznacza to, ze odbicie punktu X wzgledem punktu E lezy na
odcinku AB. Oznaczmy ten punkt przeciecia jako Y.

Oznaczmy rzut punktu D na prosta AB jako F', a takze oznaczmy S$ro-
dek odcinka AB jako M. Wtedy czworokat DX M F' jest prostokatem,
astad FM = DX =Y B. W takim razie

AF =AM - MF =MB - BY = MY.

Wobec tego tréjkaty AF D oraz Y M X sa przystajace, na mocy cechy
bok-kat-bok, zatem AD = XY . Stad XE = %XY = %AD, co nalezato
wykazacl.

D X O

L
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Zadanie 8. W tréjkacie ABC znajduje si¢ punkt E spelniajacy za-
leznoé¢ YABE = JECA. Punkt D jest przecieciem prostych réw-
nolegltych do odpowiednio prostych EB i EC przechodzacych przez
odpowiednio punkty C i B. Udowodnij, ze SDAB = JCAE.

Rozwigzanie: Oznaczmy odbicia punktu F wzgledem $rodkéw bokdéw
AB i AC odpowiednio jako F'i G. Zauwazmy, ze zachodza réwnolegltosci

GC||EA||FB oraz FA| BE| CD.

Zauwazmy tez, ze tréojkat GC D przystaje do tréjkata FFAB, poniewaz
GC =EA=FB,FA=BE =CD oraz JAFB = JAEB = YGCD.

Zauwazmy dalej, ze JFAB = JABE = JECA = <JCAG oraz
YFAB = JGDC. Zatem czworokat ADCG jest wpisany w okrag.
Wobec tego

IFBA= IBAE = ¥DGC = IDAC.

Ostatnia réwno$¢ wynika z twierdzenia o kacie wpisanym. Uzyskujemy
zatem ostatecznie {BAD = JEAC, co nalezato wykazaé.

A
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IV Facebookowe Kétko Olimpiady Matematycznej Junioréw

Zadanie 1. Znajdz wszystkie pary liczb naturalnych (a,b) spelniajace
a* — b* = 65.

Rozwigzanie: Korzystamy dwukrotnie ze wzoru na réznice kwadratéw:
a* —b* = (a® + v?)(a® — b%) = (a® + b*)(a + b)(a — b).

Liczby a, b sa catkowite, wiec catkowite sg réwniez wszystkie czynniki
postaci a — b, a + b oraz a? + b%. Skoro a* — b* = 65, to @ > b, a zarazem
a — b jest liczba dodatnia, podobnie jak a + b i a® + b%. Latwo takze
zauwazyc¢, ze
a—b<a+b<a?+b?

wiec rozwazane trzy czynniki pochodza z przedstawienia liczby 65 jako
iloczynu trzech liczb naturalnych ustawionych w porzadku niemaleja-
cym. Istniejg tylko dwa takie rozktady:

e 65=1-1-65,
e 65=1-5-13.

Rozwazmy wiec oba przypadki:

1. Pierwszy przypadek prowadzi do warunku a+b =a—b =1, skad
a? +b? = 1, co jest niemozliwe, gdyz a® + b? = 65.

2. Drugi przypadek prowadzi do warunku a — b = 1. Wiemy jednak,
ze a+b=>5, wiec b= 2 oraz a = 3. Mamy 5% —3* = 81— 16 = 65,
zatem uzyskana para spelnia warunki zadania.

Odpowiedz: Jedyna para liczb naturalnych (a,b) spelniajacych dane
réwnanie to (2, 3).

Uwaga. Mozna rozwazy¢ ogdlniejsze réwnanie a” — b™ = 65 i zapytac:
dla jakich dodatnich liczb catkowitych n ma ono rozwigzanie? Nasla-
dujac rozumowanie przedstawione wyzej 1 odpowiedni wzor skréconego
mnozenia, mozemy ponownie otrzymaé warunek a — b = 1. Stad (po-
nownie korzystajac ze wzoru) mamy a™ —b" > a™ 1 +b" ! dlan > 2.
Dla n > 4 mamy jednak 3" ! > 81, co wymusza z kolei b = 1. Stad dla
n > 4 nasze réwnanie nie ma rozwigzan.
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Zadanie 2. Dodatnie liczby calkowite a,b,c spelniaja a? + b* = 2.
Udowodnij, ze liczba

%(c— a)(c—b)

jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwiazanie: Zauwazmy, korzystajac z warunku a2 + b? = c2, ze
2(c — a)(c — b) = 2¢ + 2ab — 2bc — 2ca
=a? 4 b* +c® 4+ 2ab— 2bc — 2ca = (a+ b —c)?.

Z uzyskanej réwnosci wynika, ze %(c — a)(c —b) = (%b’c)z. Skoro
jednak 2(c—a)(c—b) = (a+b—c)?, to liczba (a+b— c)? jest parzysta.
W takim razie liczba a + b — ¢ rowniez jest parzysta. W konsekwencji

liczba (%”’c)z jest rzeczywiscie kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 3. Liczba n jest liczbg naturalng. Udowodnij, ze:
a) liczba n® — n jest podzielna przez 6,
b) liczba n* — n? jest podzielna przez 12.

Rozwigzanie:

a) Zauwazmy, ze n® —n = n(n? — 1) = n(n+1)(n — 1). Jest to iloczyn
trzech kolejnych liczb catkowitych, wiec wérdd nich znajduje sie jedna
liczba podzielna przez 3 oraz co najmniej jedna liczba podzielna przez 2
(by¢ moze ta sama). W takim razie iloczyn ten jest podzielny zaréwno
przez 2, jak i 3, wiec jest on podzielny przez 6.

b) Zauwazmy, ze n* —n? = n?(n+1)(n—1). Rozwazmy dwa przypadki:

(i) Liczba (n + 1) jest parzysta. Wtedy liczba (n — 1) réwniez jest
parzysta, wiec caly iloczyn jest podzielny przez 4.

(ii) Liczba n jest parzysta. To implikuje, ze liczba n? jest podzielna

przez 4, a zatem caly iloczyn réwniez jest podzielny przez 4.

UzasadniliSmy zatem, ze rozwazana liczba jest podzielna przez 4. Z dru-
giej strony, n?(n — 1)(n + 1) = n - n(n — 1)(n + 1), zatem na mocy
poprzedniego punktu iloczyn ten jest podzielny réwniez przez 3.
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Zadanie 4. Znajdz wszystkie tréjki liczb rzeczywistych (z,v,z) spel-
niajace
(z—y+2)?=2%—y*>+2°%

Rozwigzanie: Przeksztalcamy zadane réwnanie rownowaznie:

2?42+ 22 -2y —2yz+ 2z —2? +y2 —22=0
2y2—2my—2yz+2zx:0
(y—z)(y—2)=0

Stad y = z lub y = z. Zatem wszystkie tréjki (z,y, z) postaci (a, a, b)
badz (b, a,b) spelniajg rozwazane réwnanie.

Zadanie 5. Dla liczb catkowitych dodatnich a, b oraz n zachodzi réwnosé

a a®+n?

b Eand
Udowodnij, ze liczba v/ab jest catkowita.

Rozwigzanie: Z warunku z tresci zadania wynika, ze istnieje taka do-
datnia liczba r (niekoniecznie catkowita), ze spelnione sa réwnosci
ar = a? + n?, oraz br = b*> + n%. Odejmujac je stronami, mamy

ar —br =a? +n? —b? — n?,

r(a —b) = a® — b?,

r(a—b) = (a+b)(a —b).
Rozwazmy dwa przypadki:

1. Liczba (a — b) jest zerem. Wtedy a = b, wiec v/ab jest liczba
catkowitg.

2. Liczba (a — b) jest rézna od zera. Wtedy mozemy podzieli¢ obu-
stronnie przez (a — b). Dostajemy r = (a + b), co daje nam:

2

a +n2

=ar =a(a+b) =a® +ab=n’=ab.

7 powyzszej rownosci wynika, ze liczba vab jest catkowita, co
konczy dowdd.
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Zadanie 6. Liczby rzeczywiste z,y oraz z sg rézne od zera. Udowodnij,
ze jesli spelniajg one ukltad réwnan

z? +z = y?
vty =2
22+ 2 =2?

to(z-y)(y—2)(z-2)=1

Rozwigzanie: Dodajac réwnania stronami i redukujac wyrazy, uzyskuje-
myz+y+2z=0. Gdybyz+y=0,towtedy z=z+y+2—2z—y =0,
co jest sprzeczne z zalozeniem w treSci zadania. Zatem liczba z + y
1 analogicznie liczby y + 2z, z + = musza by¢ niezerowe.

Zapiszmy drugie réwnanie w postaci y? = 22 —y. Wstawiajac te réwnosé
do pierwszego réwnania, otrzymujemy réwnowazne warunki

z? +z= 2% — Y,
2 — 2% = —(z +y),

(z+2)(z-2)=—(z+y).
Wykonujac analogiczne przeksztalcenia dla réwnania drugiego i trze-
ciego dostajemy:
Z) = —(ZL‘ + y)v
.’L‘) = _(y + Z)v

(z + y)(z —y)=—(z+2)
Po przemnozeniu tych trzech réwnan obustronnie, dostajemy
(z+2)(z—2)(y+2)(y—2)(z+y)(z —y) = —(z+y)(y + 2)(z + 2).

Skoro (z+vy)(y+2)(z+z) # 0, to mozemy obustronnie podzieli¢ przez
ten iloczyn, przez co otrzymujemy (z — y)(y — z)(z — z) = 1.

Zadanie 7. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniajg rownosé:
a® + b2+ (a+b)? =2 +d?+ (c+d)>.
Udowodnij, ze

at bt (a+b) =t +dP 4 (c+d)*
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Rozwigzanie: Pierwsza rownos¢ implikuje:

a?+b2+(a+b)2=c?+d*+ (c+d)?
2a? + 2b% + 2ab = 2¢% + 2d? + 2cd
a?+ b +ab=c?+d?+cd.

Stosujac wzory na czwartg potege sumy oraz sume kwadratéw, mamy
(@ +0* + (a+b)*) = (c* +d* + (c+d)*) =

(2a* + 2b* + 4a3b + 4ab® + 6ab?) — (2¢* + 2d* + 4c®d + 4cd® + 6c2d%) =
2(a? + ab+ b?)? — 2(c? + cd + d*)*.

Jednak, jak wczesniej pokazano, a? + b2 + ab = ¢? + d? + cd, wiec wy-
razenie powyzej rowne jest 0.

Zadanie 8. Rozwiagz w liczbach rzeczywistych uktad réwnan:

2 +dzy+y° =1
v 4+4yz+22=1
2% +dzz+ 2% = -2

Rozwigzanie: Porownujac lewe strony pierwszego i drugiego réwnania
otrzymujemy z? + 4xy = 4yz + 22, skad

0=2? - 22 +4zy —dzz = (z — 2)(z + 2 + 4y)

Jedli z — 2z = 0, to = = z i trzecie réwnanie przyjmuje postaé 6z° = —2;
jednak kwadrat liczby rzeczywistej nie moze by¢ ujemny. W takim razie
z — 2z # 0, wobec czego z + z + 4y = 0.

Z drugiej strony, dodajac stronami wszystkie trzy réwnania dostajemy
2(z+y+2)?=0,skad = + y + z = 0. Otrzymane zwiazki daja nam
3y=(z+2z+4y)—(z+y+2)=0,wiecy =0. Stad z+ z = 0, tj.
z = —z. Pierwsze réwnanie redukuje sie do postaci 2 =1, skad z = 1
lub z = -1.

Otrzymaliémy dwie mozliwe tréjki rozwigzan: (z,y,z) = (1,0, —1) oraz
(z,v,2) = (—1,0,1). Bezposrednie podstawienie pokazuje, ze obie spet-
niajg wyjéciowy uklad réwnan.
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V Facebookowe Koétko Olimpiady Matematycznej Junioréw

Zadanie 1. Trapez ABC D wpisany w okragg w ma podstawy AB i CD.
Na okregu w wybrano punkty P i @ tak, by punkty A, P, @, B,CiD
lezaly w tej wlasnie kolejnosci na okregu w. Odcinki PC i QA przeci-
naja sie w punkcie X, a odcinki PB i OD przecinajg si¢ w punkcie Y.
Udowodnij, ze na czworokacie PQ XY mozna opisa okrag.

Rozwigzanie: Skoro proste AB i CD sg réwnolegle, to korzystajac
z Przykladu 2 wnioskujemy, ze BC = DA. Zatem tuki DA i BC sa
réwne, a katy oparte na nich majg réwne miary:

JCPB = YDQA.
Poniewaz punkty P, Q) leza po tej samej stronie prostej XY, to
JXPY = 4XQY,

co na mocy wlasnoéci 4 daje teze.
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Zadanie 2. W tréjkacie rownoramiennym ABC katy wewnetrzne przy
podstawie AB maja miary 40°. Dwusieczna kata C' BA przecina prosta
AC w punkcie D. Udowodnij, ze BD + CD = AB.

Rozwigzanie: Niech w bedzie okregiem opisanym na tréjkacie BCD.
Oznaczmy przez E drugi, rézny od B, punkt przeciecia tego okregu
z bokiem AB. Skoro na czworokacie BC DE mozna opisaé okrag, to

IDCB + YDEB = 180°,
wiec
IDEB =180° — {DCB = JCAB + JCBA = 80°.

Zgodnie z definicjg punktu D, katy opisane na tukach ED i DC sa
réwne, wiec ED = DC. Zauwazmy dalej, ze

YADE = 180° — {DAE — (180° — YDEB) = 80° — SCAB = 40°.
Skoro {DBE = 20° oraz YDEB = 80°, to
JEDB = 180° — 80° — 20° = 80°.
Z otrzymanych réwnoéci katéw wnioskujemy, ze tréjkaty DEB oraz

DEA sa réwnoramienne, a zatem AE = ED = CD oraz EB = BD.
W takim razie AB = AE + EB =CD + BD, co koniczy dowdd.

C
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Zadanie 3. Katy wewnetrzne czworokata ABCD spelniaja warunek
{BCD = YBAD = 60°. Punkt O jest érodkiem okregu opisanego
na tréjkacie BCD. Udowodnij, ze $BAO = $DAO.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze z wtasnosci 1 wynika réwnosc
{BOD = 2YBCD = 120°.

Poniewaz {BOD + YBAD = 180°, wiec na czworokacie ABOD moz-
na opisa¢ okrag. Skoro jednak BO = OD, to katy oparte na tukach BO
1 OD tego okregu sa sobie réwne (tj. O jest srodkiem tuku BD). Zatem
{BAO = {DAO.

Zadanie 4. Punkty D i E leza na boku AC trdjkata ABC. Pdlproste
BD i BE dzielg kat ABC na trzy réwne cze$ci. Okrag przechodzacy
przez punkt B przecina pdéiproste BA, BC, BD i BE odpowiednio
w punktach K, L, M i N. Udowodnij, ze punkty K, L, M i N sa
wierzchotkami trapezu.

Rozwigzanie: Poniewaz punkty K, L, M, N leza na okregu oraz katy
LBN i KBM sa réwne, to tuki KM oraz LN tego okregu sg réwne.
W takim razie KM = LN i na mocy przyktadu 2 proste KL i MN sa
réwnolegte.
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Zadanie 5. W tréjkacie ABC okrag wpisany o Srodku w punkcie [ jest
styczny do bokéw BC, CA, AB odpowiednio w punktach A;, B; i C.
Odcinki AI, BI i CI przecinaja okrag wpisany odpowiednio w punk-
tach A;, By i C5. Udowodnij, ze proste A; Az, By Bs, C1C5 przecinaja
sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze proste AC; i AB; sa styczne do okregu
wpisanego, zatem

AC’1 = ABl oraz IBl = .[Cl

Wobec tego punkty I oraz A leza na symetralnej odcinka B;C, skad
wnioskujemy, ze prosta Al jest tego odcinka symetralna.

Punkt A, jest przecieciem osi symetrii tuku B;C; z tymze tukiem; jest
to zatem $rodek tego tuku (patrz: uwaga do przykiadu 1). Zatem pro-
sta A1 A, jest dwusieczng w tréjkacie A; B;C;. To samo rozumowanie
mozemy przeprowadzi¢ dla dwéch pozostalych wierzchotkéw, wniosku-
jac ze proste proste B;B; oraz C;C5 sg dwusiecznymi tego trdjkata.
Jednak znanym faktem jest, ze dwusieczne w trdjkacie przecinajg sie
w jednym punkcie, z czego wynika juz teza.
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Zadanie 6. W czworokacie ABCD wpisanym w okrag spelniona jest
réwno$¢ AB = BD. Na przedluzeniu przekatnej AC wybrano taki
punkt F, ze CE = CD, przy czym punkty E, C, A lezag w tej ko-
lejnoéci na prostej AC. Udowodnij, ze BE = BD.

Rozwigzanie: Punkt B lezy na symetralnej odcinka AD. Z drugiej stro-
ny z faktu, ze tréjkat CED jest réwnoramienny wnioskujemy, ze:

JABD = SACD =180° — {DCE = JCDE + <CED = 24 DEC,

gdyz trojkat CED jest rownoramienny.

W tréjkacie AED punkt B jest takim punktem na symetralnej odcinka
AD, ktéry spetnia SABD = JAED. W tréjkacie istnieja tylko dwa
punkty majace taka wlasnos¢ — Srodek okregu opisanego i odbicie
srodka okregu opisanego wzgledem boku AD. Jednak

JAED = %<IABD < 90°

oraz punkty B i E lezg po tej samej stronie prostej AD, wiec punkt B
musi by¢ Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie AED. Wobec tego
BA = BD = BE, co konczy dowdd.
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Zadanie 7. Szeéciokat ABCDEF jest wpisany w okrag, przy czym pro-
sta AB jest réwnolegta do prostej DE oraz prosta BC jest réwnolegla
do prostej EF'. Wykaz, ze prosta C'D jest rownolegta do prostej AF.

Rozwigzanie: Na mocy przyktadu 2 mamy AE = BD oraz BF = CE.
Luki AE oraz BD, a takze EC oraz BF sa réwne, gdyz réwne sa
odpowiadajace im cieciwy. Dostajemy wiec, ze SACE = {BFD oraz
JCAE = {BDF. Wtedy

JAEC = 180°—~ JACE—JCAE = 180°—~ YBFD—<JBDF = {FBD.
W takim razie tréjkaty ACE i DF B sg przystajace na mocy cechy

bok—-kat-bok (mamy AE = DB oraz CE = FB). Z tego wynika réw-
nos¢ AC = DF, a zatem tez teza — na mocy przykiadu 2.

A . F
B
E
c D
\

67




Zadanie 8. Dany jest tréjkat ABC, gdzie ¥ ACB = 60° oraz AC < BC.
Punkty E i F' leza na okregu opisanym na tréjkacie ABC, przy czym
BF = BC oraz AE = AC, przy czym zakladamy, ze punkty F i B sa
rézne oraz punkty F' i C sa rézne. Punkt G jest punktem przecigcia
odcinkéw EF i AB. Udowodnij, ze $BCG = JACG.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze
JFCE =180° — {FAE = 180° — JFAC — JEAC.
Wiemy jednak, ze tréjkaty EAC i FBC sa réwnoramienne, wiec:
JFCE =29CEA+24CFB —180° =2JCBA +24CAB — 180°
= 360° — 2 ACB — 180° = 180° — 120° = 60°.
W szczegdlnosci,
JFCA= JFCB—- YACB= YFCB - JFCE = YECB,

zatem katy oparte na tukach F'A oraz E B sg rowne. Na mocy przyktla-
du 2 wiemy, ze prosta AFE jest réwnolegta do prostej BF'. Stad tréojkaty
GF B oraz GEA réowniez sg réwnoramienne i podobne na mocy cechy
kat—kat—kat. Oznacza to, ze % = % = %, a zatem na mocy twier-
dzenia o dwusiecznej punkt G jest spodkiem dwusiecznej poprowadzo-
nej z wierzchotka C' w tréjkacie ABC, gdyz istnieje tylko jeden punkt
na boku tréojkata spelniajacy zadany przez te proporcje warunek.
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VI Facebookowe Koétko Olimpiady Matematycznej Junioréw

Zadanie 1. Udowodnij, ze sume dwdéch kolejnych liczb pierwszych wiek-
szych od 2 zawsze mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu trzech liczb
catkowitych wiekszych od 1.

Rozwiazanie: Kolejne liczby pierwsze p < g wieksze od 2 sg niepa-
rzyste, zatem ich suma jest parzysta. Oznacza to, ze mozemy zapisaé
p+ g = 2a, gdzie a jest liczbg catkowita. W takim razie p < a < gq.
Wobec tego a nie moze by¢ liczba pierwsza, bo p i ¢ to dwie kolejne
liczby pierwsze. Liczba a jest wieksza od 1 i ztozona, wiec ma dzielnik
pierwszy r. Stad p+ ¢ =27 - %, co koficzy dowdd.

Zadanie 2. Rozstrzygnij, czy réwnanie 200 - 10° = 20° ma rozwiazania
w liczbach catkowitych dodatnich.

Rozwiazanie: Przeksztal¢my réwnanie do réwnowaznej postaci, uzywa-
jac rozkladu na czynniki pierwsze:

(2°-5%)%-(2-5)" = (22 - 5)°,
23(1 . 52& . 2b . 5b — 22(: . 5C’
23a+b 3 52a+b — 22(: A 5(:‘

Poréwnujac krotnosci liczb 2 oraz 3 w rozkladach liczb po obydwu
stronach, uzyskujemy warunki 3a + b = 2c oraz 2a + b = c. W takim
razie 3a + b = 2(2a + b) = 4a + 2b, zatem a + b = 0. To jest niemozli-
we, gdyz a, b > 0. Oznacza to, ze rozwazane réwnanie nie ma rozwigzan.

Zadanie 3. ZnajdZ co najmniej jedna taka pare (a,b) liczb catkowitych
dodatnich, spelniajaca warunek 3a* = 7b°.

4 oraz licz-

Rozwiagzanie: Skoro 3a* = 7b%, to liczba 7 jest dzielnikiem a
ba 3 jest dzielnikiem b°. Zatem takze liczba a jest podzielna przez 7 oraz
liczba b jest podzielna przez 3. Niech a = 7k, b = 3I. Wtedy wyjsSciowe
réwnanie przyjmuje posta¢ 3-7%-k* = 7.33.13, zatem po uproszczeniu
73 . k* = 9-13. Stad tatwo widzieé, ze biorac k = 9 oraz [ = 7 -9, uzy-
skujemy réwno$¢. Réwnanie spelnia na przyklad para (a, b) = (63, 189).
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Zadanie 4. Iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest jednoczeénie
iloczynem czterech liczb pierwszych (niekoniecznie réznych). Jakie to
liczby?

Rozwigzanie: Wérdd trzech kolejnych liczb catkowitych co najmniej
jedna jest podzielna przez 2 i jedna jest podzielna przez 3. Zatem jedna
z czterech liczb pierwszych to 2, a inna to 3. Niech p, ¢ to pozostale
dwie liczby pierwsze.

Rozwazmy dany nam iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych i po-
dzielmy przez 2 ta, ktdra jest podzielna przez 2 (jezeli sa dwie parzyste,
to ktérakolwiek). Podzielmy tez przez 3 ta, ktéra jest podzielna przez 3.
lloczyn trzech uzyskanych liczb réwny jest pg. Zatem jedna z nich musi
by¢ réwna 1, bo w przeciwnym wypadku kazda z trzech liczb miata-
by wtlasny dzielnik pierwszy. Przed podzieleniem liczba ta musiata by¢é
réwna co najwyzej 6. Pozostaja wobec tego przypadki:

©4-5-6=2-2-2-3-5
©5.6-7=2-3-5-7
©6-7-8=2.2.2.2-3.7

przy czym tylko w drugim, trzecim i pigtym przypadku uzyskujemy
iloczyn czterech liczb pierwszych.

Zadanie 5. Czy istniejg takie dodatnie liczby catkowite a, b, c, ze cztery
ostatnie cyfry kazdej z liczb ab, bc, ca to 20247 OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie: Jezeli cztery ostatnie cyfry danej liczby calkowitej to
2024, to ma ona posta¢ 10000k + 2024, gdzie k jest liczbg calkowi-
ta. Liczba 10000 jest podzielna przez 16, natomiast liczba 2024 daje
reszte 8 przy dzieleniu przez 16; stad liczba 10000k + 2024 daje reszte
8 z dzielenia przez 16.
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Whioskujemy stad, ze krotnos¢ liczby 2 w rozkladzie na czynniki pierw-
sze kazdej z liczb ab, bc, ca réwna jest 3. To oznacza, ze krotnosc¢ 2
w iloczynie (ab)(bc)(ca) = a?b?c? réwna jest 3+ 3 + 3 = 9, czyli jest
to liczba nieparzysta. Jednak kwadrat liczby catkowitej musi mieé pa-
rzysta krotno$¢ kazdego swojego dzielnika pierwszego. Zatem szukane
liczby a, b, ¢ nie istnieja.

Zadanie 6. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczba 13p + 1
jest szescianem liczby catkowitej dodatniej.

Rozwiazanie: Niech 13p+1 = n?, gdzie n jest dodatnig liczba catkowita.
Woéwczas
Bp=n®-1=n-1)(n*+n+1)

Stad liczba n — 1 jest dodatnim dzielnikiem liczby 13p, zatem jest
réwna jednej z liczb 1, 13, p, 13p (te cztery liczby niekoniecznie sg
parami rézne). Rozwazmy osobno te przypadki:

1. Jezelin — 1 =1, to n = 2, co daje sprzeczno$¢ po podstawieniu
do oryginalnego réwnania.
2. W przypadku n — 1 = 13 mamy n = 14, zatem
p=n®4+n+1=196+14+1=211.

Liczba ta jest pierwsza, zatem spelnia warunki zadania, gdyz na-
sze przeksztalcenie oryginalnej réwnosci jest do niej réwnowazne.

3. Jezelin —1=13p, ton? + n+ 1 =1, co jest niemozliwe.

4. Pozostal przypadek n — 1 = p. Wtedy jednak n? + n + 1 = 13,
zatem n® + n = 12. Liczba n® + n jest tym wicksza, im wieksza
jest liczba n. Przy tym 12 = 32 + 3. Stad dla n wigkszych od 3
bedzie zachodzito n? + n > 12, a dla mniejszych — n? +n < 12.
W rezultacie dostajemy n = 3, czyli 13p = 3% — 1 = 26 i w kon-
sekwencji p = 2.

Laczac wszystkie rozpatrzone przypadki uzyskujemy, ze szukane liczby
pierwsze p to 2 oraz 211.
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Zadanie 7. Wykaz, ze jezeli p i ¢ sg réznymi liczbami pierwszymi, to
liczba p® + ¢® nie moze by¢é podzielna przez liczbe p* + ¢2.
Rozwiazanie: Przypusémy przeciwnie, ze (p® + ¢%) = (p? +¢2) - k, gdzie
k jest dodatnia liczba catkowita. Wéwczas
k(p® +¢*) =p° +¢°

=@ +d)(p+9) - p’a—pd’

= +¢*)(p+9) —pa(p +q).
Stad

@ +d*)(p+q—k) =pa(p +q).

Zauwazmy, ze lewa strona musi by¢ podzielna przez p, gdyz prawa stro-
na jest wielokrotnoécia p. Gdyby jednak liczba p? + ¢® byta podzielna
przez p, to podzielna przez p byltaby réwniez liczba g2, a to oznacza-
toby p = q, gdyz q jest jedynym dzielnikiem pierwszym g¢°. Jest to
sprzeczno$¢ z zatozeniami.

Zatem liczba p+ g — k musi by¢ podzielna przez p. Analogicznie jednak
mozemy stwierdzié, ze liczba p + ¢ — k jest podzielna przez gq. Wobec
tego liczba p + g — k jest podzielna takze przez pg. Skoro pg(p+g) > 0
ip?4+¢?*>0,top+q—k >0, azatem

p+a=2p+qg—k=>pg.

To oznacza, ze pg —p — ¢+ 1 < 1. W takim razie (p — 1)(g — 1) < 1.
Jednak iloczyn ten nie moze by¢ réwny 0, gdyz p,q > 1, a wiec musi
by¢ on rowny 1. Wtedy uzyskalibySmy p = 2,9 = 2, co jest sprzeczne
z oryginalnymi zatozeniami.

Zadanie 8. Rozwiagz w liczbach pierwszych p, g, r réwnanie

pr(p—4) =q(2r —2p—q)

Rozwigzanie: Dodajmy obustronnie 4pr do danego réwnania:

p’r=4pr+2rqg—2pg—¢° = (2r — q)(2p + g)

Jezeli liczba 2p + ¢ miataby by¢ podzielna przez p, to réwniez liczba g
bylaby podzielna przez p jako réznica dwoéch wielokrotnosci p. Wtedy
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jednak mielibySmy p = ¢, i w konsekwencji przeksztalcilibySmy uzy-
skane wyzej réwnanie do postaci p?r = (2r —p) - 3p, czyli pr = 67 — 3p.
Ten warunek jest réwnowazny z nastepujacym:

(p—6)(r+3)=-18.

Wowczas p — 6 jest liczbg ujemna i dzielnikiem —18, a zatem p = 5 lub
p = 3. W tym pierwszym przypadku mamy r + 3 = 15, zatem r = 12,
lecz 12 nie jest liczba pierwsza; w tym drugim mamy r + 3 = 6, zatem
r = 3. Tréjka (p, q,7) = (3,3, 3) spelnia warunki zadania.

Wréémy do warunku p?r = (2r — ¢)(2p + g). Rozstrzygneliémy przypa-
dek, gdy liczba 2p+ g mialaby by¢ podzielna przez p. Zaltézmy teraz, ze
liczba 2p+g nie jest podzielna przez p. To oznacza, ze liczba (2r —g) mu-
si by¢ podzielna przez p?. Innymi stowy, mozemy zapisaé 2r — g = kp?,
zatem
kp® +q
5

Stad wnioskujemy, ze

kp? +q
P 5 =kp’ (2p+q)

kp® +q =2k(2p +q)
g = k(4p + 29 — p?).

Otrzymaliémy kolejne réwnanie, w ktérym rozwazy¢ mozemy pewne
przypadki wartosci liczby k, pamietajac, ze g jest liczbg pierwszg.

e JeSlik =q,tor =q- pzTH. Jezeli p jest liczba nieparzysta, to
”ZT“ > 1. Jednak liczba r nie moze by¢ iloczynem dwdéch liczb
catkowitych wigkszych od 1. Zatem p = 2. Skoro liczba £(Z+1)
jest catkowita, to licznik tego utamka musi by¢ parzysty, zatem
sama liczba ¢ musi by¢ parzysta, wiec ¢ = 2. Wtedy r = 5. Tréjka
(p,q,7) = (2,2,5) nie spetnia oryginalnego réwnania.

o Jedli k = —q, to

Lk ta_—ap’t+q Pl
T2 T2 TTT

co prowadzi do sprzecznosci.

<0,
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e Jedlik =1, to g = 4p + 2q — p?, zatem q = p* — 4p. Zatem

_pP4pi—4p
r=-—-

5 =p’—2p=p(p—2).

Wowczas otrzymujemy p =7, p—2 = 1, zatem r = p = 3. Wtedy
jednak uzyskujemy g < 0, co prowadzi do sprzecznosci.
o Jedlik = —1, to g = p? —2q—4p, zatem 3q = p° —4p. Ale wéwczas

2_
Lk te P HEE s ipidp %P -dp
2 2 6 6

Ponownie otrzymaliSmy sprzecznosc.

Zatem jedyng szukang tréjka jest (3,3,3).
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Rozwigzania konkurséw
I Konkurs Facebookowego Kétka OMJ

1. Liczby catkowite a oraz b spelniajg warunek a — b = 1. Udowodnij,

ze liczba
4a% — 463 — 1

3
jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwiazanie: Podstawiajac b = a — 1, dostajemy

40° —4b° —1  4a® —4(a—-1)° -1

3 3
_ 4a® —4(a®-3a*+3a-1)—-1
B 3
40 —4a®+12a* —12a+4 -1
B 3
124 —12a+3
3

=4a® —4a+1=(2a— 1)

co oczywiscie jest kwadratem liczby catkowitej.

2. W przestrzeni danych jest n > 3 punktéw A;, As ... A,. Udowodnij,
ze mozna wybra¢ takie dwa rézne punkty Ay oraz A;, ze dla kazdego
innego punktu A; katy JA;AxA; oraz JA;A Ay sa ostre.

Rozwigzanie: Spoéréd wszystkich odcinkéw w przestrzeni o koncach
w zbiorze {4;, As, ..., A} wybierzmy najdiuzszy i nazwijmy go AxA;.
W ten sposéb dla kazdego innego punktu A; tréjkat o wierzchotkach
w punktach A;, Ag, A; ma najdiuzszy bok AgA4;.

Skoro najwiekszy kat w tréjkacie jest naprzeciwko najdtuzszego boku,
to jedynym katem, ktéry nie jest ostry w tréjkacie AxA;A; moze byé
kat A A;A;, z czego uzyskujemy juz teze.
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3. Znajdz najwigkszg dodatnig liczbe calkowita n o tej wlasnosci, ze
liczba n® + 100 jest podzielna przez liczbe n + 10.

Rozwigzanie: Niech m = n + 10. Wtedy n = m — 10, zatem

(n® 4 100) = (m — 10)3 + 100
= (m? — 20m + 100)(m — 10) + 100
=m?® — 10m? — 20m? + 200m + 100m — 1000 + 100
=m?® — 30m® + 300m — 900
= m(m? — 30m + 300) — 900.
Skoro m? — 30m + 300 jest liczbg calkowita, to m(m? — 30m + 300) jest
wielokrotnoéciag m. Na mocy warunku z tresci zadania liczba (n® +100)
tez jest wielokrotnoscia m. Réznica dwdch wielokrotnosci danej liczby

tez jest wielokrotnoscig tej liczby, zatem 900 jest wielokrotnoécia m.
W takim razie n + 10 jest dzielnikiem 900 i stad n < 890.

Liczba n = 890 spelnia warunki zadania, gdyz réznica
2
m(m* — 30m + 300) — 900

jest wielokrotnoscig m jako réznica dwdéch wielokrotnosci m.

4. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym JBAC = 60°. Punkt T lezy
wewnatrz tego tréjkata i speinia warunki

JATB = JCTA = 120°.
Punkty X 1Y sg odpowiednio srodkami odcinkéw AB i AC. Udowodnij,
ze punkty A, Y, T, X leza na jednym okregu.
Rozwiazanie:

Sposéb 1: W przypadku, gdy tréjkat ABC jest réwnoboczny, czyli
gdy punkty T oraz O pokrywaja sig, teza zadania staje sie oczywista
na podstawie obserwacji, ze punkt O lezy w tym przypadku na okregu
opisanym na tréjkacie AXY.

Przejdzmy do przypadku, w ktérym tréjkat ABC nie jest réwnoboczny.
Bez straty ogdlnosci zatézmy, ze CBA > JACB. Niech O oznacza
srodek okregu opisanego na tréjkacie ABC.
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Wiemy, ze proste OX oraz OY sa symetralnymi odcinkéw odpowiednio
AB oraz AC. Widzimy zatem, ze JOXA = JAYO = 90°, zatem
punkty A, X,0,Y leza na jednym okregu.

Aby uzasadni¢, ze punkt T' réwniez lezy na wskazanym okregu wystar-
czy wykazaé, ze SOT A = 90°. Skoro

{BOC =24 BAC = 120° = {BTC,

to punkty T, B, C, O leza na jednym okregu. W takim razie na mocy
twierdzenia o kacie wpisanym, uzyskujemy JCTO = JCBO. Skoro
JCBO = 4OCB oraz $BOC = 120°, to LCBO = 30°. Mamy zatem

JOTA =360° — SATB — <BTC — JCTO
= 360° — 120° — 120° — 30° = 90°,

co nalezalo wykazac.




Sposéb 2: Wykazemy, ze tréjkaty ABT i CTA sg podobne na mocy
cechy kat—kat—kat. Oznaczmy 4T AC = a. Wéwczas

JACT = 180° — JATC — JTAC = 60° — a,

a takze
JBAT = 60° — o,

1 wreszcie
JABT =180° — JBTA — JTAB = a.

Skoro punkt X to $rodek odcinka AB i punkt Y to §rodek odcinka AC,
to z podobienstwa tréjkatéw ABT i CAT uzyskujemy, ze

IBXT = JAYT.

Zatem JAXT+ JAYT = 180° co implikuje, ze na czworokacie AXTY
mozna opisa¢ okrag.
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5. Na plaszczyznie dane jest n punktéw. Kazde trzy z danych punktéw
sg wierzchotkami tréjkata o polu nie wigkszym od 1. Udowodnij, ze
istnieje tréjkat o polu nie wiekszym od 4, na zewnatrz ktérego nie
znajduje si¢ zaden z danych punktow.

Rozwigzanie:

Niech [F] oznacza pole figury F. Sposrdd wszystkich tréjek punktéw,
wybieramy taka tréjke A, B, C, ze tréjkat ABC ma maksymalne pole.
Oznaczmy to pole przez S. PoprowadZzmy teraz trzy proste réwnole-
gte do odpowiednich bokéw tréjkata, przechodzace przez odpowiednio
punkty A,B i C. Otrzymujemy wéwczas pewien tréjkat A; B;C; jak na
rysunku, ograniczony przez te proste.

Zauwazmy, ze [ABC:] = [ABC|, gdyz czworokat C AC; B jest réwnole-
globokiem. Analogiczni uzyskujemy

[CB1A] = [ABC] oraz [AiCB]=[ABC].
Zatem [A1B101] = 4[ABC] < 4.

Udowodnimy teraz, ze tréjkat A1 B;C; zawiera wszystkie n punktdw.
Przypusémy nie wprost, ze istnieje pewien punkt P, ktéry nie lezy we-
wnatrz tego trojkata. Wéwczas P lezy po przeciwnej stronie co naj-
mniej jednej z prostych A;B;,B;C:,C1A;, co punkty odpowiednio
Ci, A1, B;. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze lezy on po przeciwnej
stronie prostej B;C1, niz punkt A;. Wéwczas jednak [PBC] > [ABC],
co jest niemozliwe. Zatem w tréjkacie A;B;C; o polu nie wigkszym
niz 4 znajduja sie wszystkie n punktéw.
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IT Konkurs Facebookowego Kétka OMJ

1. Dane sa liczby niewymierne z, y. Udowodnij, ze istnieje taka dodat-
nia liczba catkowita a, ze liczba az + y réwniez jest niewymierna.

Rozwiazanie: Uzasadnimy, ze co najmniej jedna z liczb z+vy, 2z+7vy jest
niewymierna. Zalézmy przeciwnie, ze obydwie te liczby te sa wymierne.
Wtedy liczba

(2z+y)-(z+y) ==z,
réwniez musialaby by¢é wymierna, co przeczy zalozeniom zadania.
Zatem jedna z liczb a = 1 lub a = 2 spelnia warunki zadania.

2. Punkty K, L sa $rodkami odpowiednio bokéw AC, AB trdjkata
ABC'. Proste BK, C'L przecinaja si¢ w punkcie G. Udowodnij, ze jesli
AG = BC, to 4BGC = 90°.

Rozwigzanie: Niech M oznacza §rodek boku BC. Oczywiscie punkt M
lezy na prostej] AG, a skoro G jest punktem wspdlnym Srodkowych
tréjkata ABC, to AG = 2MG. To oznacza, ze MB = MC = MG,
zatem G lezy na okregu o §rednicy BC. W takim razie {BGC = 90°.

A
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3. Dane sa takie dodatnie liczby catkowite z,y, ze liczba

k_:z:2+33:+1
-

jest caltkowita. Udowodnij, ze k > 3.

Rozwigzanie: Zalézmy nie wprost, ze k < 2. Skoro liczby z, y sg dodat-
nie, to réwniez liczba k jest dodatnia. Mamy zatem dwie mozliwosci:
k =1 oraz k = 2. W przypadku gdy k& = 1, dostajemy

y2:x2+3x+1.
Mamy jednak
(z+1)2=24+22+1<2?+3z+1<z’+4z+4=(z+2)3

zatem y? = 22 + 3z + 1 nie moze by¢ kwadratem liczby catkowitej —
sprzeczno$¢. W przypadku gdy k = 2, dostajemy

2y2:$2+3:r+1.

Lewa strona tej réwnosci jest podzielna przez 2, jednak prawa juz nie,
gdyz 22 + 3z = z(z + 3) jest liczba parzysta jako iloczyn liczb przeciw-
nych parzystosci. Otrzymane sprzecznosci dowodza, ze k > 3.

4. Na tablicy napisano 16 parami réznych dodatnich liczb catkowitych
mniejszych od 50. Udowodnij, ze na tablicy sa takie cztery parami rézne
liczby a, b, ¢, d, ze a+b=c+d.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze spoSrdd 16 liczb na tablicy mozna wybraé
1‘2& = 120 par. Skoro kazda liczba na tablicy jest wieksza od 0 i mniej-
sza od 50, to suma dowolnych dwoch liczb jest wieksza od 0 i mniejsza
od 100 — sumy te moga zatem przybiera jedng z 99 wartosci.

Skoro jednak par jest wiecej niz mozliwych wartosci sum, to mozemy
stwierdzié, ze istniejg takie dwie rézne pary (a, b), (¢, d), ze a+b = c+d.
Gdyby sie okazalo, ze jedna z liczb a,b jest réwna jednej z liczb c,d,
bez straty ogélnosci a = ¢, to z warunku a + b = ¢+ d dostajemy b = d,
zatem pary te nie sg rézne. To oznacza, ze liczby a, b, ¢, d sg parami
rézne, zatem znalezione pary rzeczywiscie zadang wiasnosc.
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5. Znajdz wszystkie takie dodatnie liczby calkowite k, ze dla dowolnej
liczby catkowitej z, liczba

22 +2kz +1

jest kwadratem pewnej liczby catkowite;j.

Rozwigzanie: Wykazemy, ze jedynym rozwigzaniem jest £ = 1. Liczba
ta spelnia oczywiscie warunki zadania, gdyz

242z +1=(z+1)?
co jest kwadratem liczby calkowitej dla dowolnej liczby catkowitej .
Zalézmy teraz, ze k > 1. Mamy

2 4+ 2kz + 1 < 22 4 2kz + k% = (z + k)2,

Skoro z2 + 2kz + 1 jest kwadratem liczby calkowitej mniejszym niz
(z + k)?, to dla dowolnej liczby catkowitej z zachodzi

24 2kz+1<(z+k—1) =2 +2(k— 1)z + k% -2k + 1.
Redukujemy wyrazy podobnie i dostajemy
2¢ < k2 — 2k.
Widzimy jednak, ze powyzsza nieréwnos¢ nie jest spelniona dla

$>k2—2k
TR

Otrzymana sprzecznos¢ oznacza, ze jedyna liczba k spelniajaca warunki
zadania jest 1.
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ITT Konkurs Facebookowego Kétka OMJ

1. W grupie 24 uczniéw kazdy wystat kartke walentynkowg doktadnie 12
innym uczniom. Udowodnij, ze istnieje para ucznidéw A, B, ktérzy wy-
stali sobie nawzajem kartki, to znaczy: uczen A wystal kartke uczniowi
B i uczen B wystal kartke uczniowi A.

Rozwigzanie: W obrebie grupy 24 uczniéw jest doktadnie % = 276
réznych par oséb, poniewaz kazda osoba jest w 23 réznych parach
i w kazdej parze sg 2 osoby. Wystano natomiast lgcznie 24 - 12 = 288
kartek walentynkowych. Kazdg kartke walentynkowa przypiszmy do od-
powiadajacej jej pary oséb. Wtedy pewnej parze musieliSmy przypisaé
dwie kartki, a stad 288 > 276. Jednak oznacza to, ze osoby w tej parze
musialy sobie wysta nawzajem kartke, co koniczy dowdd.

2. W tréjkacie ABC punkty M i N to $rodki odpowiednio bokéw AB
i BC. Punkt P jest §rodkiem odcinka AM. Udowodnij, ze prosta CM
potowi odcinek PN (potowi, czyli przecina odcinek w jego §rodku).

Rozwigzanie: Oznaczmy odbicie punktu P wzgledem punktu M ja-
ko Q. Zauwazmy, ze punkt @ jest srodkiem odcinka M B oraz punkt M
jest érodkiem odcinka PQ@. Ma miejsce réwniez réwnoleglo$¢ prostych
QN oraz MC, poniewaz QN to linia §rodkowa w trdojkacie BMC.
Zauwazmy, ze odcinek M C jest rownoleglty do odcinka QN oraz prze-
chodzi przez §rodek boku PQ tréjkata PQN. Oznacza to, ze prosta MC
jest przedtuzeniem linii srodkowej w tréjkacie PQ N, zatem przechodzi
przez §rodek boku PN, co nalezalo wykazac.
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3. Cgzy istnieje taka liczba catkowita a, ze suma cyfr a wynosi 20247

Rozwigzanie: Pokazemy, ze taka liczba a nie istnieje. Zaldézmy prze-
ciwnie. Dodatnie liczby catkowite dajg przy dzieleniu przez 3 te sama
reszte, co ich suma cyfr. Skoro liczba 2024 daje reszte 2 przy dzieleniu
przez 3, to i taka reszte musiataby dawaé liczba a?°?%. Znanym faktem
jest, ze kwadrat liczby catkowitej z nie daje reszty 2 przy dzieleniu
przez 3. Mozemy bowiem zapisa¢ z = 3k + r, gdzie r jest resztg z dzie-
lenia z przez 3, a k jest liczba calkowita. Wtedy z? = 9k2 + 6rk + r?,
za$ liczba 72 réwna jest 0,1 lub 4. Dla z = a'%'? wnioskujemy, ze
liczba a?9%* nie moze dawaé reszty 2 przy dzieleniu przez 3. Jest to
sprzeczno$¢ z wczeSniej uzyskanym stwierdzeniem.

4. W trojkacie ABC punkt M jest srodkiem boku AC. Na prostej] BM
wybrano punkt N spelniajacy warunek AN = BC, przy czym punkty
B, N, M leza na tej prostej wlasnie w tej kolejnoséci. Punkt K stanowi
przeciecie prostej AN i odcinka BC. Udowodnij, ze BK = KN.

Rozwigzanie: Niech N’ bedzie odbiciem punktu N wzgledem punk-
tu M. Wéwczas czworokat ANCN' jest réwnoleglobokiem, czyli mamy
AN = N'C, za$ proste AN i CN' sa réwnolegte. Tréjkat BCN' jest
réwnoramienny, gdyz N'C = BC. Stad JNBK = {BN'C = JBNK,
zatem tréjkat BN K jest réwnoramienny, czyli BK = KN.

A
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5. Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych (z,y), dla ktérych

z+y#0,

$2+ 2
y = 6.

T+Yy

Rozwiazanie: Przemndézmy obie strony danej réwnosci przez z + y. Do-
stajemy wtedy z2 + y? = 6z + 6y. Przeksztalcamy otrzymana réwnoéé
réwnowaznie:

z? +y? 4+ 18 = 6z + 6y + 18
(2> -6z +9)+ (y* — 6y +9) =18
(z—-3)°+(y—3)° =18

Liczbe 18 mozemy zapisa¢ jako sume kwadratéw jedynie jako 9 + 9,
zatem liczba = — 3 jest réwna —3 badz 3, i analogiczne wartosci przyj-
muje liczba y — 3. Oznacza to, ze uzyskane réwnanie spelniajg 4 pary:
(0,0), (6,0), (0,6), (6,6). Jedynie pierwsza para nie speinia warunkdw
zadania, zatem wlasciwymi rozwigzaniami sg pozostate trzy pary.
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IV Konkurs Facebookowego Kétka OMJ

1. Rozwiaz w liczbach rzeczywistych réwnanie:

P+ +l=zy+z+v.

Rozwigzanie: Pomndzmy obie strony réwnania przez 2. Mamy

2m2+2y2+2:2my+2m+2y
2 —2zy+yi4+ 22 -2z +14+942-2y+1=0
(z-9)?+(z-1)°+(y-1)° =0

Jesli suma trzech kwadratow jest réwna zero, to skoro sg to liczby
nieujemne, kazda z nich musi by¢ réwna 0. Innymi stowy

(z-y)*=0, (z-1)=0, (y-1)?=0,

skad wynika, ze * = y = 1. Bezposrednio sprawdzamy, ze uzyskana
para liczb (z,y) = (1,1) spelnia wyjSciowe réwnanie.

2. Rozstrzygnij, czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, d, ze
zapis dziesietny liczby

(a+0)(b+c)(c+d)(d+ a)
konczy sie cyframi ,,10”.

Rozwigzanie: Kazda liczba zakoiczona w systemie dziesietnym cyframi
,10” jest parzysta, lecz niepodzielna przez 4. Wobec tego dokladnie
jeden z czynnikéw (a+b), (b+c), (c+d), (d+a) rozpatrywanego iloczynu
jest parzysty, a pozostale trzy sa nieparzyste. Zauwazmy jednak, ze
liczba

(@4+b)+(b+c)+(c+d)+(d+a)=2(a+b+c+d)

jest nieparzysta, jako suma liczby parzystej i trzech liczb nieparzystych.
UzyskaliSmy sprzeczno$¢: liczba postaci 2 - z jest liczbg nieparzysta.
Wnioskujemy stad, ze nie istniejg liczby a, b, ¢, d speilniajagce podany
w tresci zadania warunek.
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3. Marek gra ze swoim kolegg w gre, w ktdérej obaj wykonuja na zmiane
ruchy. Na poczatku na stole lezg 43 karty. Ruch polega na zdjeciu ze
stolu jednej, dwdch, trzech, lub czterech kart. Wygrywa ten z graczy,
ktéry zdejmie ostatnig karte. Wiedzac, ze gre rozpoczyna Marek, roz-
strzygnij, ktéry z graczy bedzie moégt wygraé niezaleznie od tego, jakie
ruchy zrobi jego przeciwnik.

Rozwigzanie:

Rozwazmy najpierw sytuacje, w ktérej liczba pozostalych kart po pierw-
szym ruchu jest podzielna przez 5. Zatézmy, ze gracz A wykonuje wtedy
swoj ruch, a nastepnie gracz B. Zauwazmy, ze niezaleznie od tego, ile
kart weZmie w swoim ruchu gracz A, gracz B moze wziaé taky licz-
be kart, ze po jego ruchu liczba kart na stole wciaz bedzie podzielna
przez 5 (gdy gracz A bierze jedng karte, B bierze cztery, gdy A bierze
dwie, B bierze trzy itd.). W szczegdlnosci, gdy na stole zostanie 5 kart,
gracz B wygra, bo wezmie ostatnie karty.

Latwo zauwazy¢, ze Marek posiada strategie wygrywajaca. W pierw-
szym ruchu bierze on 3 karty, co prowadzi do sytuacji opisanej wyzej
(zostaje 40 kart, a liczba 40 jest podzielna przez 5), gdzie Marek jest
graczem B.

4. Wyznacz wszystkie tréjki (a, b, ¢) liczb rzeczywistych, ktére spelniajg
ponizszy ukltad réwnan:

a? + b2+ 2 =23

a+2b+4c=22

Rozwiazanie:
Drugie réwnanie mnozymy obustronnie przez 2 i odejmujemy stronami
od pierwszego. W efekcie uzyskujemy

a? —2a4+b* —4b+c? —8c+21=0,

co po skorzystaniu ze wzoréow skréconego mnozenia zapisujemy w po-
staci (a—1)?+(b—2)?+(c—4)? = 0. Stad wynika, zea = 1,b = 2,c = 4.
Jednak bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze tréjka ta nie speinia da-
nego ukladu réwnani. Uktad ten nie ma zatem rozwigzan.
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5. Punkt M jest srodkiem boku AB tréjkata ostrokatnego ABC. Punkt P
lezy na odcinku AB, a punkty S; i .S; sg §rodkami okregéw opisanych
odpowiednio na tréjkatach APC i BPC. Wykaz, ze §rodek odcinka
S1S5 lezy na symetralnej odcinka C M.

Rozwigzanie: Dla P = M prosta 515> jest symetralng odcinka C M.
Zalézmy wiec, ze P # M. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze punkt
P lezy na odcinku BM. Punkt S; jest Srodkiem okregu opisanego na
tréjkacie APC, wiec lezy on na symetralnej odcinka AP. Niech punkt
P; bedzie $rodkiem odcinka AP. Wtedy punkt P; jest rzutem prosto-
katnym punktu S; na odcinek AB. Analogicznie zdefiniujmy punkt P,
jako $rodek odcinka BP.

Zauwazmy, ze BM = AM, wigc BP + 2PM = AM + PM. Zatem
2P,P+2PM =2PP;, astad ,P= MP,.

Oznaczmy przez X Srodek odcinka S1.5,, a przez Y Srodek P, P,. Wtedy
XY jest odcinkiem laczacym Srodki ramion trapezu P;.S1S52 P, w takim
razie musi by¢ réwnolegta do jego podstaw i prostopadta do boku AB.
Rownosé P, P = M P; implikuje tez, ze punkt Y jest réwniez Srodkiem
odcinka PM, a zatem prosta XY jest symetralng tego odcinka.

7 drugiej strony prosta S;.S; jest symetralng odcinka CP. W takim ra-
zie jej §rodek X lezy na symetralnych dwdéch bokéw w tréjkacie CPM,
zatem musi leze¢ takze na symetralnej odcinka C' M, co koiczy dowdd.

88



V Konkurs Facebookowego Koétka OMJ

_ 72024

1. Rozstrzygnij, czy réwnanie a® + % 4+ 8 + d® ma rozwiazanie

w dodatnich liczbach catkowitych a, b, c, d.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze jesli liczby A, B daja przy dzieleniu przez 7
odpowiednio reszty a, b to liczba AB daje taka sama reszte z dzielenia
przez 7, co liczba ab, gdyz (7k + a)(7l + b) = 49kl + 7(kb + la) + ab.
Stad liczba A® daje przy dzieleniu przez 7 taka sama reszte, co liczba a®.
Zatem jesli przy dzieleniu przez 7 liczba z daje reszte

e 0, to 2% tez daje reszte O,

e 1, to 2% daje te sama reszte, co 1, czyli 1,

e 2, to z° daje te sama reszte, co 28 = 64, czyli 1,

e 3, to z% daje te sama reszte, co 3° = 93, a skoro 9 daje przy
dzieleniu przez 7 reszte 2, to 9° daje te sama reszte, co 23, czyli 1,

e 4, to 25 daje te sama reszte, co 45 = 163, a skoro 16 daje przy
dzieleniu przez 7 reszte 2, to jak wyzej 16° daje resate 1,

e 5, to 25 daje te sama reszte, co 56 = 253, a skoro 25 daje przy
dzieleniu przez 7 reszte 4, to 25° daje te sama reszte co 43, czyli 1,

e 6, to z° daje te sama reszte co 6° = 36°, a skoro 36 daje przy
dzieleniu przez 7 reszte 1, to 36° daje te sama reszte, co 13, czyli 1.

Udowodnili$my, ze kazda calkowita postaci 2° daje reszte 0 lub 1 przy
dzieleniu przez 7. Stad lewa strona wyjsciowego réwnania moze dawaé
reszte 0 przy dzieleniu przez 7 jedynie, gdy liczba 7 dzieli wszystkie
z liczb a, b, ¢ i d. Niech 72°%* = 7%+2 gdzie k = 337. Wtedy

a® + b8 + 8+ df = 70af + 7ObS + 788 + 7545 = 7oK
gdzie a1, by, c1,dy to ilorazy liczb a, b, c, d przez 7. Réwnowaznie:
al + b5 + 8 + df = 7O(k—1)+2,

Powtarzajac k razy operacje redukowania wyktadnika, otrzymamy ze
7%(ax + br + cx + di) = 72, co jest niemozliwe, poniewaz 7° > 72. Stad
nie istniejg liczby catkowite a, b, ¢, d spelniajace wyjSciowe réwnanie.
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2. Dana jest liczba catkowita N. Jezeli liczba ta jest podzielna przez 5,
to Maciek dzieli ja przez 5, w przeciwnym wypadku dodaje do niej 3.
Maciek powtarza te operacje, dopdki nie otrzyma liczby 1. Rozstrzygnij,
dla jakich liczb N Maciek nigdy nie uzyska liczby 1.

Rozwigzanie: Udowodnimy, ze rozpoczynajac od liczby N podzielnej
przez 3, Maciek nigdy nie otrzyma 1. Zauwazmy, ze je§li Maciek operuje
na liczbie podzielnej przez 3, to w wyniku dowolnej operacji otrzyma on
ponownie liczbe podzielng przez 3. Oznaczmy liczbe, na ktorej operuje
Maciek, jako 3k.

Jesli liczba 3k jest podzielna przez 5, to dzielimy przez 5, usuwajac
jedna piatke z rozkladu liczby 3k na czynniki pierwsze, nie zmieniajac
podzielnoéci przez 3. W przeciwnym przypadku powiekszamy liczbe
3k o 3, uzyskujac oczywidcie liczbe podzielng przez 3. W wyniku ta-
kich operacji nie mozemy dosta¢ liczby 1, gdyz nie jest ona podzielna
przez 3.

Zalézmy, ze liczba N nie jest podzielna przez 3. Jezeli N jest liczba
niedodatnia, to kazda operacja Macka zwicksza te liczbe; zatem po
pewnej liczbie operacji dojdziemy do liczby dodatniej.

Dalej bedziemy rozwazaé tylko N > 0. Rozwazmy najmniejsza liczbe
N taka, z ktdérej nie mozna za pomoca pewnej liczby operacji dotrzec
do 1. Liczba ta nie moze by¢ podzielna przez 5, bo dzielenie przez 5
liczby niepodzielnej przez 3 daje liczbe niepodzielng przez 3, ktorej
réwniez nie mozna sprowadzi¢ do liczby 1, co przeczy minimalnoséci N.
Przypusémy wiec, ze liczba N nie jest podzielna przez 5, zatem jest
w jednej z postaci

5k + 1, 5k + 2, 5k + 3, 5k + 4.

W kazdym z tych przypadkéw mozna za pomocg operacji dodawania
kilkakrotnie liczby 3 doj$¢ do liczby podzielnej przez 5, uzyskujac liczby
5k + 5 lub 5k + 10. Procedura nakazuje podzieli¢ te liczby przez 5,
uzyskujac k + 1 lub k + 2. Liczby te sg jednak mniejsze niz N, wiec
z nich réwniez nie mozemy otrzymac liczby 1, zgodnie z zalozeniem
o liczbie N.

Otrzymana sprzecznos¢ oznacza, ze z kazdej liczby niepodzielnej przez 3
mozna dojs¢, za pomoca pewnej liczby operacji, do liczby 1.
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3. Dany jest czworokat ABC D spelniajacy AB = BC = C'D. Wiado-
mo tez, ze JABC = 90° i BCD = 150°. Znajdz miary pozostatych
dwdch katow wewnetrznych czworokata ABCD.

Rozwigzanie: Dorysujmy taki punkt X, aby czworokat ABC X byt kwa-
dratem. Zauwazmy, ze

JXCD = 4BCD — $BCX = 150° — 90° = 60°.

Skoro CX = CD oraz 4XCD = 60°, to tréjkat XCD jest réwnobocz-
ny. Z tego wynika réwniez, ze

JAXD = 150° = 90° + 60°.

Poniewaz tréjkat AX D jest réwnoramienny, to

180° — JAXD  180° — 150°

JDAX = JXDA = . .

= 15°,

a wiec

JDAB =JXAB — 4XAD =90° — 15° = 75°
oraz

JADC = 3XDC — JXDA = 60° — 15° = 45°.

Szukane katy majg wiec miary 75° oraz 45°.
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4. Dany jest okrag w oraz jego cieciwa AB, niebedaca jego $rednica.
Wybieramy punkt C na dluzszym tuku AB tego okregu. Symetralna
odcinka BC przecina okrag w dwdéch réznych punktach X i Y. Niech
P i@ beda takimi punktami na prostej AC, ze proste PX oraz QY
sa prostopadte do prostej AC. Wykaz, ze dtugo$¢ odcinka PQ zalezy
tylko od dlugosci odcinka AB.

Rozwigzanie: Oznaczmy punkt przeciecia symetralnej odcinka BC z od-
cinkiem XY jako D. Zauwazmy, ze symetralna dowolnej cieciwy okregu
przechodzi przez jego Srodek, wiec jest jego Srednicg. Oznaczmy réw-
niez dwa nowe punkty: punkt przeciecia prostych Y @ oraz BC jako F'
oraz rozny od Y punkt przeciecia prostej Y Q) z okregiem w jako G.

Skoro tréjkat CFQ jest prostokatny, to JCFQ = 90° — JACB.
Zauwazmy tez, ze JCFQ = JDFY, poniewaz sg to katy wierzchotl-
kowe. Analogicznie, poniewaz tréjkat DF'Y jest prostokatny, to
JDYF =90° — 4DFY = JACB.
Skoro katy oparte na tukach AB i GX sa réwne, to odpowiadajace im
cieciwy AB i GX muszg by¢ réwnej dlugosci. Zauwazmy, ze
JXGY =90° = 4GP = 4XPQ,

zatem odcinek XY jest §rednicg okregu w. Oznacza to, ze czworokat
XPQG jest prostokatem. Zatem PQ = XG = AB, co konczy dowdd.




5. Dane sg dodatnie liczby catkowite a,b,c, dla ktérych nie istnieje
liczba catkowita d > 1 dzielaca zaréwno a i b. Dla jakich liczb catkowi-
tych n warto$¢ wyrazenia

a® + ab+ bc+ an
a+b

jest liczbg catkowita?
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze zachodza nastepujace réwnosci

a®? +ab+bc+an  a®+ab+bc+ac+a(n —c)
a+b B a+b
_(a+bd)(a+c)+a(n—c)
B a+b
a(n —c¢)
a+b

=(a+0)+

Poniewaz liczby a i b sg wzglednie pierwsze, wiec liczby a +b i a tez sa
wzglednie pierwsze. Gdyby istnial wspdlny dzielnik liczb a + b i a, to
dzielitby on tez a + b — a = b, co jest sprzeczne z zalozeniami zadania.
W takim razie liczby a i a + b sg wzglednie pierwsze.

Rozwazany utamek jest liczba catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy
a(n —c¢)
a+b

jest liczbg catkowita, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a(n — ¢) jest
podzielna przez a + b. Skoro jednak liczby a i a + b s3 wzglednie pierw-
sze, to powyzszy warunek podzielnoici jest réwnowazny z podzielnoscia
liczby n — ¢ przez liczbe a + b. W takim razie mozemy zapisaé

n—c=k(a+b),

dla pewnej liczby catkowitej k. W rezultacie, liczby n spelniajace wa-
runki zadania to (a + b) - k + ¢, dla kazdej liczby catkowitej k.
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VI Konkurs Facebookowego Kétka OMJ

1. Wyznacz wszystkie pary liczb pierwszych p i g, dla ktérych
p? —2¢% = 1.

Rozwigzanie: Zapisujemy réwnanie w postaci p?> — 1 = 2¢? i wnioskuje-
my stad, ze liczba p? —1 jest parzysta. W szczegdlnosci p # 2. Co wiece;j,
liczba

pP-1=(p-1)(p+1)

jest podzielna przez 4, jako iloczyn dwoch liczb parzystych. Z tego
wynika, ze ¢ = 2, gdyz w przeciwnym przypadku prawa strona nie
bytaby podzielna przez 4. Para (p, ¢) = (3, 2) spelnia warunki zadania.

2. Bartek rozstawit 777 biatych kroli na szachownicy rozmiaru 999 x 999
(przy czym na jednym polu moze by¢ co najwyzej jeden krdl) tak, ze
zaden krdl nie stoi na brzegu szachownicy ani w jej rogu. Wykaz, ze
Bartek ma teraz parzyscie wiele mozliwosci na zrobienie jednego ruchu
jednym z 777 rozstawionych kroli.

Uwaga: Krdl szachowy jest takq figurg, ktéra ze swojego pola mo-
ze sie ruszyé na kazde pole, ktére ma z tym (wyjSciowym) polem
wspdlng krawedZ lub rdg.

Rozwigzanie: Liczba wszystkich ruchéw, ktére moze zrobi¢ Bartek row-
na jest réznicy liczby 777 - 8 i liczby L, (kazdy krdl moze si¢ ruszyé
w o$miu kierunkach, bo nie moze sta¢ przy krawedzi) gdzie L jest liczba
ruchéw ”zakazanych”, to znaczy takich, gdzie pewien krél A ruszytby
sie na pole, na ktérym juz jest inny krél B. Jednak wtedy krdl B nie
moze ruszy¢ sie na pole, na ktérym jest krdl A.

Zatem ruchy ”zakazane” mozemy ze sobag dobraé w pary, stad ich liczba
musi by¢ parzysta. Jednak 777-8 jest liczba parzysta jako iloczyn liczby
parzystej i nieparzystej. W rezultacie laczna liczba mozliwych ruchéw
jest parzysta, jako réznica dwdch liczb parzystych, co nalezato dowiesc.
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3. Dany jest réwnolegtobok ABC D, gdzie AB < AD. Niech E bedzie
takim punktem na prostej BC, réznym od punktu B, ze CE = BC.
Niech F' bedzie takim punktem na prostej AD, ze DF = DC, przy
czym zakladamy, ze punkt F' nie lezy na odcinku AD. Wreszcie, niech
G bedzie takim punktem na prostej EF, ze JGBA = JGBC, przy
czym zakladamy, ze punkt G lezy wewnatrz kata JABC. Wykaz, ze
§rodek odcinka BG lezy na prostej AD.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze punkt F lezy na poétprostej BC, ale nie na
odcinku BC, za$ punkt F' lezy na potprostej AD, gdyz w przeciwnym
wypadku F'D > DA > DC = F'D, co jest absurdem. Zauwazmy, ze

IDCE = YADC = 180° — JCDF = YDCF + JCFD = 24 DCF,
na mocy réwno$ci miar katéw naprzemianlegtych oraz tego, ze DCF

. L. ) . DCE
jest tréjkatem réwnoramiennym. Zatem {FCE = —-==. Stad

IDCE = YABC = YABG + 4GBC = 23GBC,

i w rezultacie YFCE = YGBC = @. W takim razie GB || FC.

Niech P bedzie punktem przeciecia prostych BG oraz AD. Skoro pro-
ste GB oraz F'C sa réwnolegte, to czworokat PFC B jest réwnoleglo-
bokiem. To z kolei oznacza, ze PF = BC. W takim razie, na mocy
twierdzenia Talesa, mamy

GP PF _PF 1

GB BE 2BC 2
zatem P jest §rodkiem odcinka GB, co jest réwnowazne z teza.

E

B
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4. Rozwiaz réwnanie
2(¢* — p*)(¢* — r*) = 27pgr
wiedzac, ze p, g, sg liczbami pierwszymi.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze liczby ¢ oraz p musza by¢ rézne — w prze-
ciwnym wypadku lewa strona réwnania bylaby réwna 0, natomiast pra-
wa strona nie moze by¢ réwna 0. Tak samo uzasadniamy, ze liczby gir
muszg by¢ rézne.

Skoro prawa strona jest wielokrotnoscig g, to lewa strona tez musi by¢
podzielna przez gq. Gdyby liczba g* — p? byla podzielna przez g, to
podzielna przez g bylaby réwniez liczba

g-9—(¢* —p*) =7p%

gdyz réznica wielokrotnosci danej liczby réwniez jest jej wielokrotno-
écia. Jednak jedyny dzielnik pierwszy liczby p? to p. Stad mielibyémy
p = ¢, co jak juz ustaliliémy jest niemozliwe. Podobnie uzasadniamy,
ze liczba (¢? —r?) nie jest podzielna przez q. W takim razie liczba2 mu-
si by¢ podzielna przez g, zatem ¢ = 2. Po podstawieniu i podzieleniu
przez 2, uzyskujemy

(p® — 4)(r? — 4) = 27pr.

Dalsza czgsS¢ rozwiazania mozemy przeprowadzi¢ na dwa sposoby.

Sposéb 1

Prawa strona réwnania wyzej jest wielokrotnoscig p, zatem lewa tez.
Gdyby liczba p? — 4 byta podzielna przez p, to 4 musialoby by¢ po-
dzielne przez p, zatem p = 2 = g, co jak juz ustaliliémy jest niemozliwe.
Zatem liczba r? — 4 = (r — 2)(r + 2) jest podzielna przez p. To ozna-
cza, ze jedna z liczb » — 2 lub r + 2 jest podzielna przez p. Obie te
liczby sg dodatnie, bo r # ¢, zatem r + 2 > p lub r — 2 > p. Jednak
1w tym drugim przypadku zachodzi r + 2 > r — 2 > p; zatem zawsze
r + 2 > p. Analogicznie mozemy doj$¢ do wniosku p + 2 > r. Zatem
r+2>p>r—2.r # 2. W rezultacie liczby 7+ 1 oraz r — 1 sg parzyste;
skoro jednak p # g, to p # 2, zatem p moze by¢ jedynie réwne r — 2, r
lub r + 2. Wykazemy, ze drugi przypadek nie moze mie¢ miejsca.

96



W przypadku p = 7, mielibySmy
(r? — 4)% = 27r2.

Jednak rozwazajac rozklad na czynniki pierwsze obu stron widzimy,
ze po lewej stronie krotno$¢ liczby 3 w rozkladzie na czynniki pierw-
szej jest parzysta liczba "tréjek” (gdyz jest to krotno$¢ w rozkladzie
kwadratu), natomiast po prawej mamy w rozkladzie parzyscie wiele
wystapien liczby 3 pochodzacych z rozktadur? oraz trzy wystapienia
pochodzace z rozktadu 27. Jest to niemozliwe, gdyz krotno$¢ wystepo-
wania 3 w rozkladzie na czynniki obydwu stron musi by¢ jednakowa.

Pozostalo rozwazyé¢ przypadki, gdy p = r — 2 lub p = r + 2. Obydwa
przypadki te sg do siebie symetryczne (gdyz p i r sg symetryczne), gdyz
w pierwszym mamy r = p + 2. Wystarczy wiec rozpatrzyé p = r + 2.
Wtedy

((r+2)% —4)(r? — 4) = 27r?
(r? +4r)(r +2)(r — 2) = 27r(r + 2)
(r+4)(r—2)=27,

zatem liczba r + 4 jest réwna 27, 9, 3 lub 1. Jednak zaréwno liczba 7,
jak i liczba r + 2 musi by¢ pierwsza. Zatem pozostaje tylko przypa-
dek r +4 = 9, czyli r = 5, p = 7. Tréjka (p,q,7) = (7,2,5) spel-
nia wyjSciowe réwnanie. Zatem rozwigzania to (p,q,7) = (7,2,5) oraz
(p,q,7) =(5,2,7).

Sposéb 11
Zauwazmy, ze

r? —4—6r=(r—3)-13
jest liczba wigkszg od 0 dla » — 3 > 4, czyli dla r > 7. Analogicznie
p?> —4 — 6r > 0. Gdyby$my mieli zaréwno r > 7, Jak ip>7,to wtedy
r? —4 > 6r oraz p? — 4 > 6p. Wowczas

(r? — 4)(p® — 4) > 36rp,

co jest sprzeczne z zadanym réwnaniem. Zatem r < 7 lub p < 7. Bez
straty ogélnosci przyjmijmy r < 7. Wtedy »r = 2, r = 3 lub r = b.
Rozwazmy te przypadki. Dla » = ¢ dostajemy oczywista sprzecznosc.
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Niech r = 3. Wtedy
5(p? — 4) = 81p

Skoro lewa strona jest wielokrotno$cia 5, to prawa musi by¢ podzielna
przez 5. Jednak liczba 81 nie jest podzielna przez 5, zatem p musi by¢
podzielna przez 5, czyli w istocie p = 5. Wtedy jednak zadana réwnosé
nie zachodzi, gdyz 5-21 < 81 -5.

Pozostal przypadek » = 5. Wtedy
21 - (p® — 4) = 135p

Lewa strona jest wielokrotnoscig liczby 7, zatem prawa strona musi
by¢ podzielna przez 7. Stad liczba p musi by¢ podzielna przez 7, skoro
liczba 135 nig nie jest. W rezultacie p = 7. Bezposrednie sprawdze-
nie potwierdza, ze tréjka (p,q,7) = (7,2,5) spelnia warunki zadania.
Zatem takze tréjka (p,q,r) = (5,2, 7) réwniez spelnia warunki zadania.
Sa to zatem jedyne rozwigzania zadanego réwnania.

5. Danych jest 100 dodatnich liczb catkowitych nie wiekszych niz 100,
ktérych suma wynosi 200. Udowodnij, ze mozna tak wybra¢ pewne
sposrod tych liczb, aby ich suma byta réwna 100.

Rozwigzanie: Oznaczmy dane 100 liczb przez a;, asz, ..., @100, PIZY
czym zaldézmy, ze a; jest najmniejsza, a a; najwieksza z nich. Jezeli
as = ai, to wszystkie dane liczby muszg by¢ sobie réwne. Wtedy jed-
nak wszystkie sg réwne 2 i suma dowolnych 50 z nich speilnia warunki
zadania. Dla as # a; rozwazmy liczby a1, a;+as, ..., a;+as+---+ai00
oraz as. 33 one parami rézne, gdyz

ap<ax<aytay<---<ap+az+---+ao

Skoro liczb tych jest 101, to pewne dwie z nich muszg dawa¢é te sama
reszte przy dzieleniu przez 100. W szczegdlnosci rozwazane liczby sa
dodatnie i nie wieksze niz 200, zatem wybrane dwie liczby muszg réznic
sie o dokladnie 100. Skoro a, < 100, to ta wieksza z nich musi by¢
postaci a; +as + - - - + a;. Jezeli mniejsza z wybranych liczb jest réwna
az, to a; + az + --- + a; = 100, co konczy dowdd. Jezeli za§ mniejsza
z tych liczb jest postacia; +as+---+a;, toa;41+aj42+---+a; = 100,
co konczy dowdd. Zatem zawsze mozliwe jest wybranie sposréd danych
liczb podzbioru o sumie elementéw réwnej 100.
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