Zadanie 1. Poczatkowo na tablicy napisane sg liczby 1 oraz 2. Ruch polega na wyborze
dodatniej liczby rzeczywistej x i zastapieniu pary (a,b) liczb napisanych na tablicy para
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Czy mozna (w skonczenie wielu ruchach) doprowadzi¢ do sytuacji, w ktérej dwiema
liczbami napisanymi na tablicy sa 2 oraz 37

Rozwigzanie 1. Zauwazmy, ze na poczatku stosunek napisanych na tablicy liczb jest
rowny 2 : 1. Po wybraniu dowolnego x > 0 i zamianie liczb a,b = 2a na
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stosunek pozostaje dalej réwny 2 : 1. W takim razie nie da sie doprowadzi¢ do sytuaciji,
w ktérej na tablicy beda napisane liczby 2 i 3, poniewaz ich stosunek jest inny.

Zadanie 2. Tle jest niepustych podzbioréw zbioru {1,2,3,4,...,11} o tej wlasnosci,
ze iloczyn wszystkich elementow podzbioru jest szeScianem liczby catkowitej?

Rozwigzanie 2. Zauwazmy, ze jesli iloczyn liczb z wybranego podzbioru bedzie po-
dzielny przez liczbe pierwsza wigksza od 3, to nie bedzie podzielny przez szescian tej
liczby pierwszej, a wigc nie bedzie szeScianem. W takim razie w szukanych podzbiorach
nie moga wystapi¢ liczby 5, 10, 7, 11. Liczby 1 oraz 8 mozemy dodawa¢ do naszego
podzbioru niezaleznie od pozostatych, poniewaz sa szeScianami. Rozwazmy wiec zbior
{2,3,4,6,9}. Jedli do rozwazanego podzbioru weZmiemy liczbe 6, to iloczyn elementéw
z podzbioru musi w rozktadzie na czynniki pierwsze mie¢ doktadnie 3 dwojki i 3 trojki,
co jest mozliwe tylko w podzbiorze {4,6,9}. Jesli do rozwazanego podzbioru nie wez-
miemy liczby 6, to ze wzgledu na podzielno$é prez 2 i przez 3 liczby 2 1 4 oraz 31 9
muszg wystepowa¢ w nim jednoczesnie. W takim razie otrzymujemy cztery mozliwosci:
{2,4},{2,4,3,9},{3,9} oraz zbior pusty.

W takim razie mamy 5 mozliwo$ci wybrania odpowiedniego podzbioru ze zbioru
{2,3,4,6,9}. Uwzgledniajac mozliwo$é dodania liczb 11 8 do kazdej z nich otrzymujemy
5-4 = 20 mozliwych podzbioréow, w tym zbior pusty. Szukana liczba niepustych podzbiorow
jest rowna 19.

Zadanie 3. Dany jest czworokat wypukty ABCD, w ktorym AB = BD = DC oraz
AB 1 BD 1 DC. Punkt M jest érodkiem boku BC. Wykaz, ze <BAM + <DCA = 45°.

Rozwigzanie 3. 7 warunkow zadania wynika, ze ABD i C'BD sa przystajacymi tréjka-
tami prostokatnymi réwnoramiennymi, a stad czworokat ABCD jest réwnolegtobokiem
o katach 45° i 135°.

Oznaczmy dtugos$é odcinkéw AB, BD i DC przez a. Woéwczas BC = AD = ay/2 oraz
BM = MC = 2,

Trojkaty ABM i ADC sa podobne, poniewaz maja jednakowe katy rozwarte <ABM =
<IADC = 135° oraz
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W takim razie <DCA = <BMA, a stad

IBAM 4+ <DCA = <BAM + <BMA = 180° — <ABM = 180° — 135° = 45°.
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Zadanie 4. Liczby catkowite a, b, ¢ spetniaja warunki a+b+c = 1 oraz ab+bc+ca < abc.
Wykaz, ze
ab + bc + ca < 2abe.

Rozwigzanie 4. Jesli abc > 0, to rowniez 2abc > abc > ab + bec + ca, wiec teza jest
speliona.

Przypusémy wiec, ze abc < 0. Wszystkie trzy liczby a,b,c nie moga by¢ ujemne,
poniewaz ich suma nie mogtaby by¢ wtedy rowna 1, wiec doktadnie jedna z liczb a, b, c
jest ujemna. Przyjmijmy bez straty ogdélnosci, ze ¢ < 0, wtedy a,b > 0.

Podstawmy ¢ =1 — (a + b) do zatozenia ab + bc + ca < abc. Otrzymujemy

ab+ (1 —(a+0b))(a+b)=ab+c(a+b)=ab+ bc+ ca < abc = ab(1 — (a + b)),
co po odjeciu ab z obu stron sprowadza sie do nieréwnosci
(1—=(a+0b)(a+b) <—abla+Db),
i po dalszych przeksztatceniach do
(a—1)(b—1)(a+b) <O0.

To jednak nie jest mozliwe (mamy a +b > 0, a,b > 1). W takim razie z zalozen zadania
wynika abe > 0, a to daje nam teze.

Zadanie 5. Dla dodatniej liczby calkowitej n oznaczmy przez S(n) sume cyfr w za-
pisie dziesigtnym liczby n. Wyznacz najmniejsza dodatnia liczbe catkowita n, dla ktorej
speliona jest réwnos¢ 4 - S(n) = 3-.5(2n).

Rozwiazanie 5. 7 réwnosci 4-S(n) = 3-5(2n) wynika, ze S(n) jest podzielne przez 3.
W takim razie z cechy podzielnosci przez 3 uzyskujemy rowniez, ze liczba n jest podzielna
przez 3. Stad réwniez 2n jest podzielna przez 3, a co za tym idzie — przez 3 dzieli sie
tez S(2n). W takim razie prawa strona réwnosci 4 - S(n) = 3 - S(2n) dzieli si¢ przez 9,
a stad S(n) jest podzielne przez 9. Podobnie jak poprzednio mozemy wywnioskowaé stad,
ze przez 9 jest podzielne réwniez n, 2n i S(2n). W takim razie prawa strona rownosci jest
podzielna przez 27, a stad lewa strona réwniez, czyli S(n) jest wielokrotnoscia liczby 27.

Rozwazmy najpierw przypadek S(n) = 27. Z réwnosci danej w zadaniu otrzymujemy
wéwezas S(2n) = 36. Gdyby liczba 2n miata co najwyzej 4 cyfry, to musiataby sktadac sie
z czterech dziewigtek, co jest sprzeczne z jej parzystoscia. Rozwazmy teraz najmniejsze
parzyste liczby pieciocyfrowe o sumie cyfr 36. Najmniejsza taka liczba jest 19998 i jest
to jedyna taka liczba rozpoczynajaca sie cyfrg 1. Mamy wowczas n = 19998 : 2 = 9999,
ale ta liczba ma sume cyfr r6zng od 27 i nie spetnia warunkéw zadania. Kolejng mozliwg



wartoscia 2n jest 28998, skad otrzymujemy n = 14499. Latwo sprawdzi¢, ze ta liczba
spelnia warunki zadania.

Gdyby S(n) byto wieksze od 27, to S(n) > 54, a stad n musialoby mieé¢ co najmniej
6 liczb i bytoby wieksze od znalezionej juz wartosci 14499. W takim razie 14499 jest
najmniejszg liczba spetniajaca warunki okreslone w zadaniu.

Inne rozwigzanie (szkic). Rozwazmy algorytm dodawania pisemnego liczb n i n. Anali-
zujac kolejne etapy dodawania mozna pokazaé, ze S(2n) = 2- S(n) — 9k, gdzie k oznacza
liczbe cyfr liczby n wickszych od 4. Po wstawieniu tej zaleznosci do réwnosci z zadania,
otrzymujemy 4 - S(n) =3-(2-5(n) — 9k), co po uproszczeniu daje 2 - S(n) = 27k.

W przypadku S(n) = 27 otrzymujemy k = 2. Szukamy jak najmniejszej liczby n, ktéra
ma doktadnie dwie cyfry wieksze od 4 i sume cyfr rowng 27. Nie moze to by¢ liczba
czterocyfrowa, poniewaz jej suma cyfr nie przekraczataby 2 -4 4+ 2 -9 = 26. W takim
razie szukana liczba ma pie¢ cyfr. Cyfry wieksze od 4 powinny by¢ na miejscu dziesigtek
i jednosci oraz by¢ mozliwie jak najwieksze (dzieki temu mniejsze beda cyfry na pozycjach
o wiekszej wartosci), wiec liczba n powinna konczyé sie na 99. Pozostale trzy cyfry
musza by¢ mniejsze od 5 i mie¢ sume réwna 9. Ponownie dobieramy je w taki sposob,
by cyfry na wczesniejszych pozycjach byty jak najmniejsze. W ten sposéb otrzymujemy,
ze najmniejsza liczba spelniajaca te warunki jest 14499.

W przypadku gdy S(n) # 27, mamy S(n) > 54, co oznaczaloby, ze n ma co najmniej
6 cyfr. Taka liczba nie moze by¢ mniejsza od znalezionej wezesniej liczby. W takim razie
14499 jest najmniejsza liczba n spetiajacg warunki zadania.



