Zadanie 1. Punkt G jest punktem przeciecia $srodkowych trojkata ABC. Punkt D
jest czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku AGDB. Udowodnij, ze proste BG i C'D
sa rownolegte.

Rozwigzanie 1. Niech N bedzie punktem przeciecia odcinkow BC'i GD. Skoro GN i M B
sa rownolegle oraz CG : CM = 2 : 3 (z whasnosci srodkowych w trdjkacie), to otrzymu-
jemy %BC’ = BN iGN = %MB = éAB. Wynika z tego rowniez, ze CN = %BC’ oraz
DN = DG — NG = AB — %AB| = %AB. W takim razie trojkat CND jest obrazem
trojkata BNG w jednoktadnosci o érodku N i skali —2, z czego wynika réownolegtosé

BGiCD.
A

.

Inne rozwigzanie (szkic). Niech [XY Z] oznacza pole trojkata XY Z. Mamy wowczas
[BCG] = :[ABC] = [ABG] = [DBG], co w polaczeniu z faktem, ze punkty C i D lezg
po jednej stronie prostej BG, daje rownolegtos¢ prostych BG i CD.

Zadanie 2. Wsréd tréjek (a, b, ¢) liczb catkowitych dodatnich spetniajacych

(a + 14¢§) (b — 140\/3) = 2024

znajdz taka, dla ktorej warto$é a jest najwieksza.

Rozwiazanie 2. Po przeksztatceniu warunku z zadania otrzymujemy, ze tréjka (a, b, c)
musi spetnia¢ rownosé

ab — 588¢ — 2024 = 14v/3 (ac — b).

Lewa strona jest liczba wymierna, a 14y/3 jest liczba niewymierna, stad musi zachodzi¢
ac—b = 0 oraz ab—588c—2024 = (. Po wstawieniu b = ac do ostatniej réwnosci i prostych
przeksztalceniach otrzymujemy

c(a® — 588) = 2024.

Skoro liczba a ma by¢ najwieksza, liczba ¢ musi by¢ najmniejsza mozliwa. Dla ¢ = 1
otrzymujemy a? = 2612, co daje niecatkowitg warto$¢ a. Dla ¢ = 2 mamy a® = 1600,
a stad a = 40 oraz b = ac = 80. W takim razie szukang tréjka jest (40, 80,2).

Zadanie 3. Wyznacz miary katéw wewnetrznych we wszystkich tréjkatach rownora-
miennych, ktéore mozna podzieli¢ na dwa tréjkaty réwnoramienne o roztacznych wne-
trzach.



Rozwigzanie 3. Przyjmijmy, ze trojkat ABC spelia warunki zadania oraz <ABC =

IBAC = a i <ACB = 7. Bedziemy rozwazaé podzial trojkata na dwa tréjkaty. Musi

on przebiega¢ wzdtuz linii prostej przechodzacej przez jeden z wierzchotkow trojkata.

Pokazemy, ze jedynymi trojkatami spetniajacymi warunki zadania sg tréjkaty o katach

(45°,45°,90°), (36°,36°,108°), (72°,72°,36°) i ((540/7)°, (540/7)°, (180/7)°).
Rozwazymy trzy przypadki w zaleznosci od tego, jaka jest miara kata :

(1)
(2)

v = 90°. W tej sytuacji trojkat ma katy (45°,45°,90°) i mozemy go podzielié
na dwa tréjkaty rownoramienne wzdhuz wysokosci z wierzchotka kata prostego.
~v > 90°. Linia cigcia musi przebiegaé¢ przez wierzchotek C'. Oznaczmy przez D jej
przeciecie z bokiem AB i bez straty ogélnosci zatézmy, ze AD jest wigksze od DB
(przypadek AD=BD jest sprzeczny, poniewaz tréjkat ACD jest wéwczas tréjkatem
prostokatnym nieréwnoramiennym). Kat CDB jest rozwarty, wiec CD = DB
i tréjkat CDB ma takie same katy jak trojkat AC'B, bo sg to dwa trojkaty
rozwartokgtne réwnoramienne o wspdélnym kacie ostrym. Stad <CDB = .
Ponadto mamy AC' = AD, a stad <ADC = £(180° — (90° — 1v)) = 45° + 1.
W takim razie 180° = [<ADC| + |[<BDC| = (45° + 37) + v, astad =108,
co daje drugie z wymienionych na poczatku rozwigzan.
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~v < 90°. Linia ciecia nie moze przebiegaé przez wierzchotek C', poniewaz co naj-
mniej jeden z powstatych trojkatow musiatby mie¢ kat prosty lub rozwarty oraz
kat ostry wigkszy od 45°. Bez straty ogolnosci przyjmijmy, ze linia ciecia przebiega
przez A i przecina bok BC w punkcie E. Rozwazymy dwa przypadki w zaleznosci
od tego, czy odcinek AFE jest podstawg czy ramieniem w trojkacie ABE.
(a) AE jest ramieniem. Wéwczas

180° = <AEB + <AEC = (90° — %7) + (180° — 2v), istad v = 36°,

co daje trzecie z rozwigzan,
(b) AFE jest podstawa. wtedy

180° = <AEB + <AEC = (45° + %7) + (180° — 2v), istad v = 1—300,

co prowadzi do czwartego rozwigzania.
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Zadanie 4. Ile jest dodatnich liczb catkowitych n mniejszych od 2024 i podzielnych
przez |/n] — 17 Symbol |z | oznacza najwieksza liczbe catkowita nie wieksza od x.

Na przyklad n = 8 spetnia dany warunek, gdyz 8 jest podzielne przez |V8] — 1 =
2 —1=1, ale n = 9 go nie spehia, gdyz 9 nie jest podzielne przez [v9] — 1 = 2.

Rozwigzanie 4. Oznaczmy [+/n]| przez k. Liczba n moze byé zapisana w postaci
F4+z=((k-1>2+2Kk—-1)+1+ 2, gdzie 0 < z < 2k. Z zalozenia k — 1 | k* + z
wynika k — 1| k> =14+ 2+ 1, czylik— 1] 2+ 1.
e Dla k = 1 nie ma rozwigzania.
e Dla k = 2 wszystkie z € {0,1,2,3,4} spelniaja warunek, co daje 5 rozwiazan.
e Dla k = 3 tylko parzyste z € {0,1,2,3,4,5,6} speliaja warunek z zadania, wiec
otrzymujemy kolejne 3 rozwiazania.
Dla k = 4 wérdd liczb {0,1,2,3,4,5,6,7,8} tylko z ze zbioru {2,5,8} spehia
warunek o podzielnosci, wiec mamy 3 rozwigzania.
Dla k > 4 jest spetniona nieréwnos¢ 3(k — 1) > 2k + 1 > z + 1, wiec mamy tylko
2 mozliwosci, aby k — 1| z 4 1:
(1) z+1=k—1,czyliz=k—2 Wtedy n = k* + k — 2.
(2) 2+1=2k—2, czyli 2 =2k — 3. Wtedy n = k? + 2k — 3.
W obu przypadkach speliony jest warunek z € {0,1,...,2k}, a maksymalne k,
dla ktérego n < 2024 to 44, wiec mamy k € {5,6,...,44}, czyli 40 mozliwosci.

Lacznie mamy 5+ 3 + 3 + 40 4 40 = 91 szukanych liczb n.

Zadanie 5. Czy istnieje taka liczba naturalna n > 1, ze cyfry zapisu dziesietnego
liczby 2" zapisane w odwrotnej kolejnosci tworza zapis innej catkowitej potegi liczby 27
Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie 5. Nie. Obie liczby maja te samg liczbe cyfr, co oznacza, ze ich stosunek
miesci sie w przedziale od 1/10 do 10. W takim razie musiatyby to by¢ liczby postaci
2011 i 29 albo 2972 i 2 albo 2913 i 2%, Rozwazane dwie potegi liczby 2 musiatyby réwniez
dawaé te sama reszte z dzielenia przez 9 (poniewaz maja te sama sume cyfr), tymczasem
ich réznica moze by¢ jedynie réwna 20+ —2¢ = 24 29+2 92 — 3.2¢ Jyh 203 29 = 7.29,
Zadna z mozliwych réznic nie jest podzielna przez 9, wiec nie moga mieé¢ réwnych reszt
z dzielenia przez 9, co konczy dowdd.

Zadanie 6. W kazdym polu prostokatnej tablicy znajduje sie jedna liczba. Liczby
wpisane w tablice spetniajg nastepujacy warunek: dla dowolnego wiersza i dowolnej
kolumny tablicy, liczba réznych wartosci ktére pojawiaja sie w tym wierszu lub kolumnie,
jest wpisana na polu w ktérym przecinaja sie ten wiersz i ta kolumna. Znajdz wszystkie
tablice spetniajace ten warunek.

Rozwigzanie 6. Jesli gdziekolwiek w tablicy znajduje si¢ liczba 1, to cata rzad i cata
kolumna sg wypelnione jedynkami, wiec cata tablica jest wypeliona jedynkami — poka-
zemy, ze takie tablice to jedyne tablice spetlniajace warunki zadania. Zatézmy teraz, ze
na planszy nie ma zadnych jedynek. Niech n bedzie najwieksza liczba wystepujaca na
planszy. Wtedy w rzedzie i kolumnie zawierajacych n musimy mie¢ n réznych wartosci.
Ale dostepnych jest tylko n — 1 réznych wartosci (czyli od 2 do n) (zaktadamy, Ze nie ma
jedynek), co daje sprzecznosc.



