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Rozwigzania zadan konkursowych

1. Dany jest prostokat o obwodzie x cm, w ktérym stosunek dtugosci bokéw wynosi 1: 2.
Zalézmy, ze pole tego prostokata jest réowne x cm?. Wyznacz .

Rozwigzanie
Odpowiedz: x =18

Sposob 1

Przypusémy, ze krotszy bok danego prostokata ma diugosé a cm. Wéowcezas diuzszy bok
tego prostokata ma dtugosé 2a cm. Obwodd prostokata jest wiec réwny 6a cm, a pole prostokata
jest téwne 2a? cm?. Stad uzyskujemy (pamietajac, ze a > 0)

6a=x=2a% czyli 3=a

i w konsekwencji x =18.

Sposob 11
Przypusémy, ze prostokat ma wymiary (w centymetrach) a xb, przy czym g =2. Pole tego
prostokata jest rowne ab, a obwdd tego prostokata jest réwny 2a+ 2b, wiec warunek z tresci

zadania mozna zapisac jako
ab=2a+2b.

Po obustronnym podzieleniu przez a uzyskujemy
b
b=2+2-—, czyli b=2+42.-2=6.
a

W konsekwencji a = % =3 i ostatecznie x = ab=2a+2b=18.

Uwaga 1.

Jedyny prostokat spelniajacy warunki zadania ma dtugosci bokéw wyrazajace sie liczbami
catkowitymi. Sama tre$¢ zadania nie zawiera jednak zatozenia o tym, ze boki prostokata maja
dtugosci catkowite. Nasladujac rozumowania przeprowadzone powyzej mozna wykazac, ze dla
dowolnej liczby dodatniej ¢ istnieje prostokat o wymiarach a x a-t, w ktérym pole oraz obwod
wyrazajg sie tymi samymi liczbami. Przyktadowo dla t =4, czyli stosunku dtugosci bokow
1:4, uzyskujemy prostokat 2,5 x 10, ktorego zaréwno pole, jak i obwdd, sg réwne 25.

Uwaga 2.

Okazuje sig, ze istnieja jedynie dwa prostokaty o bokach catkowitej dtugosci, w ktorych
pole oraz obwod wyrazaja sie tymi samymi liczhami — maja one wymiary 3 X 6 oraz 4 x 4.
Aby sie o tym przekonaé, zatézmy, ze w prostokacie o wymiarach a x b, gdzie a, b sa dodat-
nimi liczbami catkowitymi, pole oraz obwdd sa rowne, tzn. ab=2a+2b. Te réwnos¢ mozna
przeksztalci¢ réwnowaznie do postaci

(a—2)(b—2)=4.

Liczby a—2 oraz b—2 sa catkowite oraz nie mniejsze od —1. Liczba 4 ma nastepujace przedsta-
wienia w postaci iloczynu dwéch takich liczb: 4=1-4 oraz 4=2-2. Pierwsze z tych przedstawien
odpowiada prostokatowi 3 x 6, a drugie — prostokatowi 4 x 4.
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2. Kamil napisal na tablicy dziatanie polegajace na naprzemiennym odejmowaniu i do-
dawaniu liczb naturalnych od 1 do 100:

1-24+3-44+5-6+...—98+99—-100.

Nastepnie Kamil start jeden ze znakéw + lub — i wpisal w jego miejsce znak =, uzyskujac
w ten sposob prawdziwa rownosé. Ktora liczbe poprzedzal starty znak? Podaj wszystkie
mozliwosci. Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie
Odpowiedz: Starty zostal znak — poprzedzajacy 50 lub znak + poprzedzajacy 51.

Sposdb 1

Przypusémy, ze Kamil start znak + nastepujacy bezposrednio po liczbie parzystej 2k
dla pewnej liczby naturalnej k spelniajacej nieréwnosci 1 < k <49. Wéwcezas wynik dziatania
uzyskanego po lewej stronie otrzymanej rownosci jest suma k sktadnikéw réownych —1, czyli:

1-2)+B—4)+...+(2k—1)—2k)=(-1)+(-1)+...+(-1) =—k.

i

%
Po prawej za$ stronie uzyskujemy sume 50— k sktadnikéw réwnych —1:

(2k+1—(2k+2))+ (2k+3— (2k+4)) +... 4 (99—100) = (=1) + (=1) +...+(=1) = —(50 k).

J/

50k
Rownosé k=50—k jest prawdziwa tylko dla k=25. To oznacza, ze jesli Kamil start znak +,
to moégl to by¢ wytacznie znak poprzedzajacy liczbe 51.

Przypusémy teraz, ze Kamil start znak — poprzedzajacy liczbe parzysta 2k dla 1 <k <49.
Uzyskana w ten sposéb réwnos$é tym rézni sie od réwnosci rozwazonej w poprzednim przy-
padku (starcia znaku + po liczbie 2k), ze po lewej stronie nie ma sktadnika —2k, a po prawej
stronie ma dodatkowy sktadnik 2k. W zwiazku z tym wynik dziatania po kazdej stronie jest
o doktadnie 2k wigkszy niz w poprzednim przypadku. To oznacza, ze wyniki dziatan po obu
stronach sa ponownie réwne wylacznie dla k= 25.

Pozostal do rozpatrzenia przypadek, gdy Kamil start znak — poprzedzajacy liczbe 100.
Bezposrednio sprawdzamy, ze wowczas wynik dziatania po lewej stronie jest réwny 50, czyli
jest rozny od 100. To oznacza, ze jesli Kamil start znak —, to znak ten poprzedzat liczbe 50.

Sposob 11
W ponizszej tabeli zebrane sa wyniki dziatan otrzymanych po lewej oraz po prawej stronie
dla kazdego z mozliwych potozen znaku réwnosci. Uzasadnimy ich poprawno$c.

»= przed:| 2 3 4 ) 2k 2k+1 98 | 99 | 100
lewa: | 1 -1 2 | =2 k —k 49 | —49| 50
prawa: | —47 | —49 | —44 | —48 3k—50| £—50 97 | —1 | 100

Drugi wiersz (czyli wyniki dziatania po lewej stronie) wypelniamy od lewej do prawej
kolejno liczbami:

1, 1-2, 1-2+43, 1-2+3—4,
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Jedli starty zostal znak — poprzedzajacy liczbe parzysta 2k, to po lewej stronie uzyskujemy

14 (=243)+ (—445) 4.+ (—(2k—2)+ (2k—1)) =1+ 14+1+...+ 1=k
k

Jedli natomiast starty zostat znak + poprzedzajacy liczbe nieparzysta 2k +1, to po lewej
stronie uzyskujemy wynik o 2k mniejszy od powyzszego — czyli —k.

Trzeci wiersz wypelniamy osobno w dwéch przypadkach. Jesli starty zostal znak + (po-
przedzajacy 2k+1), to suma wynikéw uzyskanych po lewej i po prawej stronie jest réwna
wynikowi wyjSciowego dziatania, czyli

1-24+3-44...499—-100= —50.

Wobec tego jesli wynik po lewej stronie jest réwny —k, to wynik po prawej stronie jest réwny
—50—(—k) =k —50.
Jedli starty zostal znak — poprzedzajacy liczbe parzysta 2k, to suma wynikéw uzyskanych
po lewej i po prawej stronie jest réwna
1-243—4+...+(2k—1)+2k+ (2k+1)— (2k+2)+...4+99—100),

J/

TV TV
lewa prawa

czyli rézni sie od wyjsciowego dzialania wylacznie tym, ze zamiast —2k pojawia sie sktadnik
2k. To oznacza, ze suma wynikow po lewej i po prawej stronie jest réwna —50+4k. Zatem
skoro po lewej stronie od znaku rownosci wynik dzialania jest rowny k, to po prawej stronie
wynik jest réwny (—50+4k) — k= 3k — 50.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze jesli starty zostat znak 4+ poprzedzajacy liczbe 2k 41,
to wyniki po lewej i po prawej stronie sa rowne doktadnie wtedy, gdy —k=k—50, czyli k=25.
To oznacza, ze starty znak poprzedzat liczbe 51. Jedli za$ starty zostal znak — poprzedzajacy
liczbe 2k, to wyniki sa réwne doktadnie wtedy, gdy k& =3k —50, czyli rowniez gdy k= 25. To
oznacza, ze starty znak poprzedzat liczbe 50.

Uwaga

Rozumowania przeprowadzone powyzej pozwalaja rozwigza¢ zadanie takze w ogdlnym
przypadku, gdy liczbe 100 zastapimy liczba postaci 4n dla liczby catkowitej n > 1. Wowczas
startym znakiem moze by¢ dowolny z dwdch znakéw sasiadujacych z liczba 2n. Juz dlan=1
mozna przekonac sie o tym, ze prawdziwa rownos$¢ mozna uzyskac¢ na wiecej niz jeden sposéb:

1-2=3-4 oraz 1=243-4.

Z kolei jesli zastapimy liczbe 100 liczba m niepodzielna przez 4, to uzyskanie prawdziwej
rownosci w sposob opisany w tresci zadania nie bedzie mozliwe. Uzasadnimy ten fakt.

Zauwazmy, ze wystarczy udowodni¢, ze nie jest mozliwe odpowiednie starcie znaku —+.
Rzeczywiscie, rozumowanie przeprowadzone w pierwszym sposobie rozwigzania pozwala wnio-
skowad, ze jesli starcie znaku — przed liczbg 2k prowadzi do prawdziwej rownosci, to starcie
znaku + po liczbie 2k réwniez (dla m = 2k uznajemy, ze prawa strona jest réwna 0).

Jesdli liczba m jest nieparzysta, to po starciu znaku + po lewej stronie uzyskujemy liczbe
ujemna, a po prawej — liczbe dodatnia. Liczby te nie moga wiec by¢ rowne. Przyjmijmy,
ze liczba m jest dwukrotnoscig liczby nieparzystej, powiedzmy m = 2¢. Wowczas po starciu
znaku + nastepujacego po liczbie 2k uzyskujemy po lewej stronie wynik —k, a po prawej
stronie — wynik —(¢—k). Jednak —k = —(¢—k) oznacza, ze { =2k, co nie jest mozliwe, gdyz
¢ jest liczba nieparzysta.
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3. Dany jest prostokat ABC'D. Punkt E lezy na boku AB, a punkt F' lezy na odcinku
CE. Wykaz, ze jesli trojkaty ADE i CDF maja rowne pola, to réwniez trojkaty BOE i DEF
maja réwne pola.

Rozwigzanie

We wszystkich rozwiazaniach przez [F] bedziemy oznaczali pole figury F.

Sposdb 1

Zauwazmy, ze [CDE]=1-CD-AD = 1[ABCD)], wiec takze [ADE|+[BCE]=1[ABCD].

D C

rys. 1

Stad wniosek, ze jesli [ADE] = [CDF] (rys. 1), to
[BCE] = 1[ABCD]—[ADE)| = {[ABCD] - [CDF)]=[DEF).
Sposob 11

Niech H bedzie rzutem prostokatnym punktu F na odcinek CD (rys. 2). Wowczas ADE
i HED oraz BCE i HEC to pary trojkatow przystajacych. Wobec tego

[ADE)+[BCE)=[HED]+[HEC]=[CDE]=[CDF]+[DEF).

Stad bezposrednio uzyskujemy, ze jesli [ADE]| = [CDF], to [BCE]|=[DEF].
D Ko, D c

rys. 2 rys. 3

Sposob 111
Niech P bedzie takim punktem, ze czworokat PCDE jest réwnoleglobokiem (rys. 3).
Wéwezas tréjkaty ADE oraz BC'P sa przystajace (cecha bok—bok—bok), gdyz

AD=BC, DE=CP oraz AE=AB-BE=CD-BE=PE—-BE=DBP.

Ponadto trojkaty CDFE oraz EPC sa przystajace, jako potéwki rownolegtoboku. Wobec tego
jezeli [ADE]=[CDF], to

[BCE]=[EPC]|—[BCP]=[CDE]|—-[ADE]|=[CDE]|—|[CDF]|=[DEF].
Uwaga

Teza zadania pozostanie prawdziwa gdy zastapimy zalozenie, ze czworokat ABCD jest
prostokatem stabszym zatozeniem — ze czworokat ten jest rownolegtobokiem.
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4. Kazda z liczb naturalnych od 1 do n pokolorowano albo na niebiesko, albo na czerwono,
przy czym kazdego z tych koloréw uzyto co najmniej raz. Okazato sie, ze:

e kazda liczba czerwona jest sumg pewnych dwoch réznych liczb niebieskich;

e kazda liczba niebieska jest réznica pewnych dwoéch liczb czerwonych.
Wyznacz najmniejsza liczbe n, dla ktérej takie kolorowanie jest mozliwe.

Rozwigzanie
Odpowiedz: Najmniejsza liczba, dla ktorej istnieje zadane kolorowanie jest n=19.

Przypu$émy, ze n jest liczba, dla ktorej kolorowanie zgodne z warunkami zadania jest
mozliwe. Wowcezas n > 2, gdyz kazdy z kolorow zostat uzyty co najmniej raz.

Zauwazmy, ze liczba n nie moze by¢ niebieska, gdyz nie mozna jej przedstawic jako réznicy
dwoch sposrdd liczb od 1 do n. Wobec tego liczba n jest czerwona. Z kolei liczby 1 oraz 2
nie moga by¢ czerwone, gdyz zadna z nich nie jest sumg dwdoch réznych liczb od 1 do n. To
oznacza, ze liczby 1 oraz 2 sa niebieskie. W szczego6lnosci oznacza to, ze n > 3.

Zauwazmy, ze n— 1 nie jest réznica dwdch liczb czerwonych (gdyz 1 jest liczba niebieska).
Wobec tego liczba n—1 nie jest niebieska, czyli jest czerwona. Podobnie n—2=(n—1)—1
nie jest réznica dwoch liczb czerwonych (gdyz zaréwno 1, jak i 2 sg niebieskie), co oznacza,
ze liczba n —2 jest czerwona. Tym samym n # 3 oraz n#4, czyli n > 5.

Skoro n jest liczba czerwona, to n jest sumag dwoch réznych niebieskich liczb. Poniewaz
n—1 oraz n — 2 to liczby czerwone, wiec suma dwoch réznych niebieskich liczb jest z pewnoscia
nie wieksza od (n—3)+(n—4)=2n—"7. Wobec tego n<2n—7, czylin > 7.

Gdyby n=17, to jedyna mozliwoscia jest, ze czerwona liczba 7 jest suma niebieskich liczb 3
i 4. Wtedy jednak niebieska liczba 4 nie jest r6znicg dwdch czerwonych liczb — sprzecznosc.

Podobnie gdyby n =8, to jedyna mozliwoscia jest, ze liczby 3 oraz 5 sa niebieskie, ale
woéwcezas D nie jest réznica dwoch czerwonych liczb. Tym samym wykluczyliSmy wszystkie
przypadki w ktorych n <8.

Udowodnimy, ze dla n =9 kolorowanie liczb 1, 2, 4, 5, 6 na niebiesko, a liczb 3, 7, 8, 9
na czerwono speinia warunki zadania. Rzeczywiscie, wynika to bezposrednio z nastepujacych
rachunkow:

1=9-8,2=9-7,4=7-3, 5=8-3, 6=9-3, 3=1+42, 7=146, 8=2+4+6, 9=4+5.

Uwaga
Opisang w tresci zadania wlasno$¢ majg wszystkie liczby naturalne n > 9. Przedstawimy
przyktady kolorowan, ktore o tym swiadcza. Weryfikacje poprawnosci kolorowan pomijamy.

o Jezeli n=3k dla k > 3, to kolorujemy

na niebiesko: 1,2,....k—1, k+1,k+2,...,2k,
na Czerwono: k, 2k+1,2k+2,...,3k.

o Jezeli n=3k+1 dla k> 3, to kolorujemy

na niebiesko: 1,2,....k—1, k-+1, k+3,...,2k+1,
na czerwono: k, k+2, 2k+2,...,3k+1.

o Jezeli n=3k+2 dla k> 3, to kolorujemy

na niebiesko: 1,2,....k—1, k—+1, k+4,....2k+2,
na Czerwono: k, k+2,k+3, 2k+3,...,3k+2.
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5. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja nieréwnosci

a+b>ab, b+c>bc oraz cH+a>ca.

3
Udowodnij, ze a+b+c> Zabc.

Rozwigzanie

Sposob 1
Zauwazmy, ze dane nierownosci pozwalaja oszacowac iloczyn abc na trzy sposoby:

(b+c)=ab+ca<(a+b)+(c+a)=2a+b+c,

<a
abc<b(c+a)=bc+ab< (b+c)+(a+b)=a+2b+c,
<

<
cla+b)=ca+bc< (c+a)+(b+c)=a+b+2c.

Dodajac stronami trzy powyzsze nieréwnosci, uzyskujemy
3abc< (2a+b+c)+(a+2b+c)+ (a+b+2c)=4(a+b+c),

czyli po podzieleniu obu stron przez 4 — dowodzona nieréwnosc.

Sposob 11
Dodajac stronami wszystkie trzy dane nieréwnosci, uzyskujemy

1

2(a+b+c)=(a+b)+(b+c)+(c+a)=ab+bc+ca, czyli a+b+c> §(ab+bc+ca).

Z kolei dodajac stronami nieréwnosci
(a+b)-c=ab-c, (b+c)-a=bc-a, (c+a)-b>ca-b,

otrzymujemy
3
2(ab+bc+ca) = (ca+be) + (ab+ca) + (be+ab) > 3abe,  czyli  ab+be+ca> §abc.

Ostatecznie wiec

1
a+b+c> =(ab+bc+ca) >

3
5 -§abc: —abce,

4

N | =

co byto do udowodnienia.

Sposob 111
Przypusémy, ze ¢ > b > a. Wowczas

2(a+b+c)=(a+b)+(a+c)+(b+c) > ab+ac+bc=
=ab+1bc+ac+ibe>ab+ Lab+ac+ tac=3a(b+c) > 2abe,

skad po podzieleniu obu stron przez 2 uzyskujemy teze zadania.

Rozumowanie w przypadku dowolnego innego uporzadkowania liczb a, b, ¢ jest w pel-
ni analogiczne, gdyz zmienne a, b, ¢ odgrywaja symetryczne role w zalozeniach oraz tezie
zadania.
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Sposob IV

Zauwazmy, ze zalozenie a+b > ab mozna zapisa¢ réwnowaznie jako

1 1
-+->1
a+b
Gdyby a > 2 oraz b>2, to
L S S
a b 2 2

To oznacza, ze co najmniej jedna z liczb a, b jest nie wigksza od 2. Przyjmijmy bez straty
ogolnosci, ze a < 2. Wowcezas

2(a+b+c) > ab+be+ca=a(b+c)+be>abe+ 5 -2be > abe+ 5 - abe = Sabe.

6. Plusem nazwiemy przedstawiong na rysunku figure ztozona
z pieciu kwadratéw o boku 1, a minusem — kazdy prostokat ztozony
z dwbéch takich kwadratéw. Czy istnieje liczba nieparzysta n o tej | | L] H
wlasnosci, ze kwadrat o boku n mozna rozcia¢ na plusy i minusy? —
Odpowiedz uzasadnij. plus minus

Rozwigzanie
Odpowiedz: Nie istnieje liczba nieparzysta n o opisanej wlasnosci.

Przypusémy, ze taka liczba nieparzysta n istnieje. Rozwazmy kwadrat nxn i przed rozcie-
ciem pokolorujmy go w czarno-biala szachownice zlozona z n? pél w taki sposéb, aby cztery
narozne pola byly czarne.

Sposob 1

Wartoscig figury ztozonej z calych pél i pomalowanej w szachownice nazwiemy réznice
miedzy liczba czarnych i biatych pdl tej figury. Zauwazmy, ze warto$é¢ catego kwadratu przed
rozcieciem jest réwna 1, gdyz taczna liczba wszystkich czarnych poél jest o 1 wigksza niz taczna
liczba wszystkich bialych pél.

Po rozcieciu kwadratu na plusy i minusy, kazda z uzyskanych czesci bedzie sktadala sie
z calych poél szachownicy. Kazdy minus bedzie mial jedno pole biate i jedno czarne, czyli
bedzie mial wartos¢ 0. Z kolei kazdy plus bedzie mial albo cztery pola czarne i jedno pole
biale, albo cztery pola biate i jedno pole czarne, czyli wartos¢ 3 albo —3.

Jak widaé, niezaleznie od ksztaltu, wartos¢ kazdej z otrzymanych czesci jest liczba po-
dzielna przez 3. Oznacza to, ze suma wartosci wszystkich czedci rowniez jest podzielna przez 3.
UzyskaliSmy sprzecznos$¢, gdyz suma wartosci wszystkich czesci jest réwna wartosci catego
kwadratu, czyli 1, a 1 nie jest liczba podzielng przez 3.

Sposob 11

Oznaczmy przez m liczbe minuséw (zlozonych z jednego pola bialego i jednego czarnego),
przez b — liczbe plusow ztozonych z czterech pdl biatych i jednego czarnego, a przez ¢ —
liczbe pluséw ztozonych z czterech pél czarnych i jednego biatego.

Wéwezas liczba wszystkich czarnych poél jest réwna m+b+4c, a liczba wszystkich biatych
pol jest réwna m+4b+c. Wiemy jednak, ze pél czarnych jest tacznie o 1 wiecej, czyli

1=(m+b+4c)— (m+4b+c)=3(c—b), skad c—b=s3.

UzyskaliSmy sprzeczno$é, gdyz réznica dwoch liczb catkowitych nie moze byé rowna %

Olimpiada Matematyczna Junioréw jest finansowana @% StOWGFZEZ:”iﬁ
ze $rodkoéw krajowych Ministerstwa Edukacji i Nauki V&V fla 1zecz dukac)!

Matematycznej

Ministerstwo
Edukacji i Nauki




7. Dany jest szeSciokat foremny ABCDEF o boku 2. Punkt M jest srodkiem przekatne;
AEFE. Pieciokat ABC' DFE zagieto wzdtuz odcinkow BD, BM, DM w taki sposob, ze punkty A,
C oraz E spotkaly sie. W wyniku tej operacji otrzymano czworoscian. Wyznacz jego objetosc.

Rozwigzanie
Odpowiedz: Objetosé otrzymanego czworoscianu jest réwna 1.

Sposob 1

Zauwazmy, ze trojkat AMF jest potéwka trojkata réwnobocznego o boku 2, wobec czego
AM=+/3 (rys. 4). Tréjkat AEF sktada si¢ z dwéch potéwek tréjkata réwnobocznego o boku 2,
wiec jego pole jest réwne v/3. Te sama wartosé ma pole tréjkata BC'D, gdyz tréjkaty BC'D
oraz AEF sa przystajace.

D B

E A
2
F B

rys. 4

Niech X bedzie wierzchotkiem czworoscianu, w ktérym po zagieciu pieciokata spotkaty
sie punkty A, C oraz E. Potraktujmy czworoscian jako ostrostup o podstawie BDX (rys. 5).

Wobweczas
IMXB=<IMAB=90° oraz IMXD=<MED =90°,

wiec odcinek M X jest prostopadly do prostych BX oraz DX. W konsekwencji odcinek M X

jest prostopadty do ptaszczyzny BDX, a zatem jest wysokosScia rozwazanego ostrostupa.
Pole podstawy BX D jest réwne polu tréjkata BCD, czyli v/3, a wysokosé¢ M X ma taka

dlugosé jak odcinek AM, czyli /3. Stad wniosek, ze objetosé danego czworoécianu to

SVEVE=L

Sposob 11

Oznaczmy przez N érodek odcinka BD, przez X — wierzcholek czworo$cianu, w ktérym
po zagieciu pieciokata spotkaty sie punkty A, C, F, a przez H — spodek wysokosci czworoscia-
nu poprowadzonej z wierzchotka X (rys. 6). Tréjkat M N X ma boki dtugosci MN =AB=2,
XN=CN =1 oraz XM = AM = /3, skad wniosek, ze jest potéwka tréjkata réwnobocznego
i SXMN =<9XMH =30°. To oznacza, ze réwniez tréjkat prostokatny HM X jest potéw-
ka trojkata rownobocznego, a zatem X H = %X M = \/75 Ostatecznie uzyskujemy, ze szukana
objetos¢ to

1 /1 1 V3
. (Z.BD - NM |- XH=Z.2v3. L= =1.
3 (2 > 3 V3 2
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