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1. Na bokach AB i BC tréjkata ABC leza odpowiednio takie punkty D i E, ze
JADC =<BDE oraz <$BCD=<AED.

Wykaz, ze AE = BE.

Rozwigzanie

Sposdb 1

Zauwazmy, ze aby rozwiazaé¢ zadanie wystarczy udowodnié, ze SABE = SBAE. Réw-
no$¢ YADC = IBDE oznacza takze réwnoéé¢ katéw przylegtych $BDC = JADE (rys. 1).
W potaczeniu z zatozeniem $BCD = SAED uzyskujemy

JABE =<DBC =180°—-<BDC —<JBCD =
=180° — SADE —JAED =<4DAE = 4<BAE,

co byto do udowodnienia.
c c

A D B A D B
rys. 1 rys. 2 rys. 3

Sposob 11
Wykorzystamy twierdzenie o kqcie zewnetrznym w trojkacie (rys. 2):

Miara kgta zewnetrznego trojkgta jest rowna sumie miar kgtow wewnetrznych do
niego nieprzyleglych.
Jest to bezposredni wniosek z faktu, ze suma miar katow wewnetrznych trojkata to 180°.

Dana réwnoéé $ADC =<IBDE katéw zewnetrznych odpowiednio w tréjkatach BC' D oraz
ADE (rys. 3) oznacza, ze

IDBC+YBCD=<YDAE+<JSAED.

Wykorzystujac réwnoéé SBCD = SAED, otrzymujemy wiec $DBC = $DAE. To oznacza,
ze tréjkat ABE jest rownoramienny i AE = BE.

Uwaga 1.

Twierdzenie o kacie zewnetrznym jest wygodnym narzedziem miedzy innymi w rozwazaniu
konfiguracji geometrycznych zawierajacych tamane zamkniete o przecinajacych sie odcinkach.
W powyzszym zadaniu tamana taka jest ABCDEA.
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Sposob 111
Oznaczmy przez F punkt przeciecia odcinkéw AE i C'D (rys. 4). Zauwazmy, ze

JAFD=<CFE=180°—<4FCE —-<FEC =
—180°— ¥FED—YFEC = YBED.
Wykorzystujac powyzszg réwnoéé oraz zalozenie SADF = $BDE, uzyskujemy
IDAF =180°—<ADF —<AFD =180°—-~<BDE —-<<BED =<DBE.
W konsekwencji trojkat ABE jest réwnoramienny i AE = BE.

Sposob IV
Oznaczmy przez G taki punkt odcinka AB, ze odcinki C'D i EG sa réwnolegle (rys. 5).
Wowczas

JGDE =<BDE=9ADC =JAGE =J4DGE.
W konsekwencji ED = EG oraz SADE = <BGE. Ponadto

IBEG=<YBCD=<AED,

co oznacza, ze trojkaty ADE oraz BGE sa przystajace (cecha kat—bok—kat). W rezultacie
AFE =BE.

c c
E E
A D B A D G B
rys. 4 rys. b rys. 6
Sposob V

Oznaczmy przez E’' punkt symetryczny do punktu E wzgledem prostej AB (rys. 6). Po-
niewaz SBDE'=<YBDE =<YADC, wicc punkty C, D, E' leza na jednej prostej. Wobec tego
mamy

JAE'C=9AE'D=<YAED=<YBCD=<4BCFE',

co oznacza, ze proste AE’ oraz BC' sg réwnolegle. W konsekwencji
JABE =4BAE' = YBAE,
czyli AE = BE.

Uwaga 2.

Pod koniec ostatniego sposobu rozwigzania z zalozen, ze czworokat AEBE’ jest delto-
idem (przekatna AB jest jego osia symetrii) oraz trapezem (boki AE’ oraz BE sa réwnole-
gle) wywnioskowali$my, ze ten czworokat jest rombem (AF = BE = AE’'= BE'). Przy okazji
wykazaliSmy wiec nastepujaca regule:

Jezeli czworokgt jest jednoczesnie deltoidem  trapezem, to jest rombem.
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2. Poczatkowo na tablicy napisane sg liczby 2 oraz 5. Ruch polega na zastgpieniu jednej
z dwdch liczb napisanych na tablicy ich suma. Czy po wykonaniu pewnej liczby ruchéw mozna
uzyskac sytuacje, w ktérej na tablicy napisane sa dwie kolejne liczby naturalne? Odpowiedz
uzasadnij.

Rozwigzanie
Odpowiedz: Nie jest mozliwe uzyskanie opisanej sytuacji.

Przypus$émy, ze po pewnym ruchu na tablicy znalazty si¢ liczby n oraz n+1. To oznacza,
ze przed wykonaniem tego ruchu na tablicy znajdowaly sie liczby n oraz 1, a w omawianym
ruchu liczbe 1 zastapiono ich sumg n+1.

Jednak liczba 1 nigdy nie moze pojawié sie na tablicy, gdyz po kazdym ruchu jedna z liczb
napisanych na tablicy zastepuje liczba od niej wigksza, a druga napisana liczba si¢ nie zmienia.

Uwaga

Réznica miedzy liczbami obecnymi na tablicy moze zmaleé (o dowolnie duza liczbe) wsku-
tek wykonania pojedynczego ruchu. Przyktadowo jesli w pierwszym ruchu zastgpimy liczbe 2
liczba 245 =7, to na tablicy pojawi sie para liczb o réznicy réwnej 7—5=2 (czyli mniejsze]
od poczatkowej réznicy 5—2=3).

Mozna zadaé pytanie, jakie réznice miedzy dwiema liczbami napisanymi na tablicy sa
niemozliwe do uzyskania (rozwiazanie pokazuje, ze jedna z takich réznic jest 1). Nietrudno
udowodni¢, na przyklad rozwazajac wszystkie mozliwosci wykonania sze$ciu poczatkowych
ruchéw, ze zadna z liczb

1, 4, 6, 8, 10, 14, 18

nigdy nie pojawi sie na tablicy, wiec tez nie moze by¢ taka réznica. Z drugiej strony, mozna
wykazaé, ze kazda dodatnia liczba catkowita rézna od wypisanych powyzej moze by¢ uzyskana
jako réznica napisanych na tablicy liczb (uwzgledniajac takze poczatkowa réznice réwna 3).
W szczegdlnosci okazuje sie, ze najwieksza z nieosiagalnych réznic jest 18.

3. Liczba naturalna n jest co najmniej dwucyfrowa. Jezeli pomiedzy cyfre dziesiatek a cyfre
jednosci tej liczby wpiszemy pewna cyfre, to uzyskamy szesciokrotnosé liczby n. Wyznacz
wszystkie liczby n o tej wlasnosci.

Rozwigzanie
Odpowiedz: Warunki zadania spelnia wytacznie liczba n=18 = % -108.

Sposob 1

Przypusémy, ze liczba n jest postaci 10a+b, gdzie b jest cyfra jednosci liczby n. Wéowczas
a to liczba uzyskana z n przez skrelenie cyfry jednosci. Mamy a > 1, gdyz liczba n jest co
najmniej dwucyfrowa.

Liczba uzyskana w wyniku wstawienia cyfry ¢ pomiedzy cyfre dziesigtek a cyfre jednosci
liczby n jest réwna 100a+ 10c+b. Warunek z tredci zadania przybiera zatem postac

100a+10c+b=6-(10a-+b),

skad 40a+ 10c = 5b, czyli 8a+2c=0b.

Gdyby a > 2, to liczba 8a+2c¢ bytaby co najmniej dwucyfrowa, a wiec wieksza od b. Wobec
tego a=1. Podobnie gdyby ¢>1, to liczba 842¢ bytaby co najmniej dwucyfrowa, a wiec rézna
od b. Zatem ¢=0 i w konsekwencji b=S8.
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Sposob 11
Zauwazmy, ze jesli pierwsza (od lewej) cyfra liczby n jest 1, to

100...0<n <200...0, czyli 600...0<6n<1200...0, (%)

wiec w tym przypadku pierwsza cyfra liczby 6n jest 6, 7, 8, 9 lub 1. Wykonujac analogiczne
obserwacje dla innych mozliwych pierwszych cyfr liczby n mozemy wypeli¢ ponizsza tabele.

pierwsza (od lewej) cyfra n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9
mozliwe pierwsze cyfry 6n:  6,7,8,9,1 1 1,2 2 3 34 4 45 5

Jak widac, jedli n oraz 6n maja te sama pierwsza cyfre, to jest nia 1. W tym wypadku
druga cyfra liczby 6n jest réwna 0 lub 1, jak widaé¢ z nieréwnosci (x).

Gdyby druga cyfra liczby n byla réwna 0 lub 1, to pierwsza cyfra liczby 6n byltaby réwna
6 lub 7, czyli nie mogtaby by¢ rowna 1. To oznacza, ze drugie cyfry liczb n oraz 6n sa rézne.
To za$ moze mie¢ miejsce tylko wtedy, gdy liczba n jest dwucyfrowa — jesli n jest co najmniej
trzycyfrowa, to w mysl warunkéw zadania liczby n oraz 6n maja te sama druga cyfre.

Pozostaje sprawdzi¢, ktére liczby dwucyfrowe rozpoczynajace sie cyfra 1 maja wlasnosé
z tresci zadania. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze jedyna taka liczba jest n=18.

4. Dany jest rownoleglobok ABCD, w ktorym AB > AD. Punkty X oraz Y, rézne od B,
leza na poétprostej BD ™, przy czym

CX=CB oraz AY =AB.

Udowodnij, ze DX = DY
Uwaga: Zapis BD™ oznacza pélprosta o poczatku w punkcie B przechodzacg przez punkt D.

Rozwigzanie

Sposob 1
Udowodnimy, ze trojkaty DAY oraz XCD sa przystajace, skad bezposrednio wyniknie
postulowana réwno$¢. Z okreslenia punktéw X oraz Y (rys. 7) wynika, ze

CX=CB=DA oraz AY =AB=DC.

Aby skorzysta¢ z cechy przystawania tréjkatow bok—kat—bok pozostaje zatem wykazac, ze
IDAY =4XCD.

Y
D . C
X
A ) B
rys. 7
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Zachodza réwnosci
JAY D =<4ABD =<4CDX oraz JADB=<CBD=<4CXB,
skad wniosek, ze

IDAY =180° —<4ADY —SAYD=<SADB—-JAY D=
=JCXB—-<J4CDX =180°—<4CXD—-<CDX =<XCD

Powyzsza rownosé katow w polaczeniu z rownosciami C'X = DA oraz AY = DC' oznacza, ze
trojkaty DAY oraz XCD sa przystajace (cecha bok—kat—bok) i w konsekwencji DX = DY'.

Sposob 11

Niech Z bedzie takim punktem réznym od D lezacym na poétprostej DB, ze CZ=CD
(rys. 8). Wéwczas (z uwagi na symetrie definicji) punkty Y i Z sa symetryczne wzgledem
srodka symetrii danego rownolegtoboku, skad DY = BZ.

Tréjkaty rownoramienne BXC oraz ZDC maja wspolng o$ symetrii (przechodzaca przez
wierzchotek C'). Stad BZ = DX, gdyz odcinki te sa symetryczne wzgledem wspomnianej osi.

Ostatecznie DY = BZ = DX, co bylo do udowodnienia.

Y

rys. 8

5. W kazde pole tabeli 4 x4 wpisano jedna z liczb 1 lub 2. Dla kazdego wiersza obliczono
sume wpisanych w niego liczb, a dla kazdej kolumny obliczono iloczyn wpisanych w nig liczb.
Wykaz, ze pewne dwa z o$miu uzyskanych wynikéw sa réwne.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze mozliwe sumy czterech skladnikéw réwnych 1 lub 2 (czyli mozliwe sumy
liczb wpisanych w jeden wiersz tabeli) to

1+1+1+1=4, 14+14+1+42=5 1+1+242=6, 14+2+2+2=7, 24+2+242=8.

Z kolei mozliwe iloczyny czterech czynnikéw réownych 1 lub 2 (czyli mozliwe iloczyny liczb
wpisanych w jedng kolumne tabeli) to

1-1-1-1=1, 1-1-1-2=2, 1-1-2-2=4, 1-2-2-2=8, 2-2-2-2=16.

Lacznie jest wiec doktadnie 8 mozliwych wynikéw: 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 16.

Przypu$émy wbrew tezie zadania, ze zaden wynik sie nie powtoérzyt. To oznacza, ze kazdy
z oémiu mozliwych wynikéw zostat uzyskany doktadnie raz. W szczegélnosci wynika z tego, ze
wsrod otrzymanych wynikéow sa liczby 1 oraz 16, ktére mozna uzyskaé¢ wylacznie za pomoca
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mnozenia liczb wpisanych w pewna kolumne. Wobec tego w tabeli jest zaréwno kolumna
ztozona z samych jedynek, jak i kolumna zlozona z samych dwojek. Jednak to oznacza, ze sa
tylko trzy mozliwe wyniki dodawania w wierszach:

14+24+1+1=5, 1+4+24+1+2=6, 14+242+2=T.

Skoro sa cztery wiersze, to pewien z trzech powyzszych wynikéw sie powtorzyt. Uzyskalismy
sprzecznos¢ z poczynionym na poczatku zalozeniem, ze zaden wynik si¢ nie powtorzyt.

Uwaga

Rozumowanie przeprowadzone powyzej przenosi si¢ bezposrednio na ogélniejszy przypa-
dek tabeli 2™ x 2", gdzie n jest liczbg naturalna.

Rozwazmy jeszcze ogodlniejszy problem: dla tabeli o w wierszach i k kolumnach. Podobnie
jak w zadaniu wypelniamy ja liczbami 1 lub 2 oraz wyznaczamy sumy liczb w wierszach
oraz iloczyny liczb w kolumnach. Dla jakich par (w,k) moze sie zdarzy¢, ze posréd w+ k
uzyskanych wynikéw zaden sie nie powtoérzyl? Mozna udowodnié, ze takie rozmieszczenie
liczb istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy (w,k) = (2" —1,2") dla pewnej liczby catkowitej n > 1.
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