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Rozwigzania zadan konkursowych

1. Czy istniejg takie niezerowe liczby rzeczywiste z, y, z, ze

1 1 1
r+—-—=z2, y+-=x, z+—=y"?
Y z x

Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Sposob 1
Przypusémy, ze istnieja liczby x, y, z speliajace trzy dane réwnosci. Mnozac pierwsza
rownos¢ obustronnie przez y, druga przez z, a trzecia przez x, uzyskujemy

zy+l=yz, yz+l=zx, zx+1=uxy.
Po dodaniu stronami trzech powyzszych réwnosci otrzymujemy
xy+yz+zer+3=xy+yz+zx, czyli 3=0.

Uzyskana sprzecznos¢ oznacza, ze nie istnieja liczby z, y, z spelniajace warunki zadania.

Sposob 11

Zauwazmy, ze co najmniej dwie sposérod liczb x, y, 2z sa tego samego znaku. Przypus$émy, ze
sa to liczby x oraz y. Woéwczas liczba z =x+1 réwniez jest tego samego znaku co liczby z i v,
czyli wszystkie trzy liczby sa dodatnie lub wszystkie trzy liczby sa ujemne. Do analogicznej
konkluzji dochodzimy w pozostalych przypadkach (tj. gdy liczby y oraz z sa tego samego
znaku oraz gdy liczby z oraz = sa tego samego znaku).

Jezeli wszystkie liczby x, y, z sa dodatnie, to réwniez liczby 1, X

111 g5 dodatnie, a zatem
x? Yy’ z

1 1 1
r=y+->y=z+—>z=x+-—->ux,
z T Y

co nie moze mie¢ miejsca. Podobng sprzecznosé¢ uzyskujemy, jesli wszystkie liczby z, y, z sa
ujemne:

1 1 1
r=yt+-—-<y=z+-—<z=o+-<ux.
z T Y

Uwaga

Przypadek, gdy wszystkie liczby x, y, z sa tego samego znaku mozna wykluczyé¢ row-
niez innymi sposobami. Przyktadowo, dodajac stronami trzy dane w treéci zadania réwnosci,
uzyskujemy

1 1 1 .1
r+—+y+—+z+—=z+z+y, czyi —+-+-=0.
Yy z x x

Jednak ostatnia réwnos¢ nie moze by¢ spetniona gdy liczby z, y, z sa tego samego znaku
(gdyz liczba %—I— % +% jest rowniez tego znaku co kazda z nich).
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Sposob 111

Wyznaczymy z w zaleznosci od x oraz y z kazdego z trzech danych réwnan. Pierwsze
rownanie juz ma taka posta¢. Drugie rownanie mozemy przeksztalci¢ do postaci %:x—y
skad wniosek, ze x —y # 0 oraz z = Ly Z trzeciego réwnania mamy z =y — % Laczac te

pr
obserwacje, otrzymujemy

1 1 1 .oxy+1 1 ry—1
2=+ —= =y——, czyli = .
y z=y z Y T—Y x

7 pierwszej i drugiej z uzyskanych proporcji dostajemy
(zy+1)(z—y)=y oraz (zy—1)(z—y)=u2.
Po odjeciu powyzszych dwoch réwnoscei stronami, otrzymujemy
(zy+1)—(zy-1))(z—y)=y—2 czyli 2(z—y)=y—=.

Ostatnia réwnos¢ prowadzi do wniosku, ze x =y wbrew poczynionej wczesniej obserwacji, ze
x—1y #0. Uzyskana sprzeczno$é¢ oznacza, ze nie istnieja liczby spelniajace warunki zadania.

2. Dane sa liczby catkowite a i b, przy czym a>b>1 oraz liczba b jest najwiekszym z tych
dzielnikéw liczby a, ktére sg rézne od a. Udowodnij, ze liczba a+ b nie jest potega liczby 2
o wyktadniku catkowitym.

Rozwigzanie

Sposob 1

Jezeli a jest liczbg parzysta, to najwigkszym dzielnikiem liczby a réznym od a jest 3,
skad 2b =a. Wéwczas liczba a+ b= 3b jest podzielna przez 3, wigc nie jest potega liczby 2
o wyktadniku catkowitym.

Jezeli a jest liczba nieparzysta, to najwiekszym dzielnikiem liczby a réznym od a jest
% dla pewnej liczby nieparzystej k > 3, skad kb= a. Wéwczas liczba a+b= (k+1)b posiada
dzielnik nieparzysty wigkszy od 1 (jest nim b), czyli nie jest potega liczby 2 o wykladniku
catkowitym.

Sposob 11

Niech p bedzie najmniejszym dzielnikiem pierwszym liczby a, czyli najmniejszym dzielni-
kiem a réznym od 1. Woéwcezas a=p-b.

Przypusémy, ze a+b="5b(p+1) jest potega liczby 2 o wykladniku catkowitym. Wéwczas
zaréwno b, jak i p+1 sa liczbami parzystymi, gdyz sa to liczby wieksze od 1. Jednak z pa-
rzystosci liczby b wynika parzystos¢ liczby a, skad wniosek, ze p=2, a to przeczy parzystosci
liczby p+1.

Uwaga 1.
Dodatnie dzielniki liczby a rézne od a nazywamy dzielnikami wiasciwymsi liczby a.

Uwaga 2.

Mozna udowodnié, ze suma wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby naturalnej N (wla-
czajac ja sama) jest potega dwojki wtedy i tylko wtedy, gdy N jest iloczynem réznych liczb
pierwszych Mersenne’a (czyli liczb pierwszych postaci 2% —1).
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3. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC < BC oraz SACB =60° Punkt D, rézny od A,
lezy na odcinku AC, przy czym AB = BD, a punkt E, réozny od B, lezy na prostej BC, przy
czym AB = AE. Wykaz, ze SDEC = 30°.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze skoro AC < BC, to $ABC < <BAC. Poniewaz SABC +<BAC =120°,
wiec $ABC < 60°, skad

JAEB=<9YABE =<ABC <60° =JACB,

co oznacza, ze punkt F lezy na przedtuzeniu boku BC' (poza odcinkiem BC).

Skoro $ECD =180° — SACB =120°, to do rozwigzania zadania wystarczy uzasadnié¢, ze
CD =CE. Bedzie to oznaczalo, ze w trdjkacie rownoramiennym C'DE kat miedzy podstawa
a ramieniem ma miare %(180O —120°) = 30°.

Rozwiagzanie dokonczymy kilkoma sposobami.

Sposob 1

Niech punkty K oraz L beda odpowiednio $rodkami odcinkéw AD oraz BE (rys. 1).
Poniewaz te punkty sg srodkami podstaw trojkatéw réwnoramiennych ABD oraz ABE, wiec
sg takze spodkami wysokosci poprowadzonych na podstawy w tych trojkatach, skad

IBKC =JALC =90°.

W trojkatach prostokatnych BKC i ALC kat wewnetrzny przy wierzchotku C' ma miare 60°,
wiec trojkaty te sa potéowkami trojkatéw réwnobocznych. To oznacza, ze 2-C K = BC' oraz
2-CL=AC. Wobec tego

CD=CK-DK=CK-AK=CK—-(AC-CK)=2-CK—-AC=BC-AC

oraz

CE=FL-CL=BL-CL=(BC-CL)-CL=BC-2-CL=BC-AC.
To oznacza, ze CD = CE i w konsekwencji, jak zauwazyliémy na poczatku, SDEC = 30°.

rys. 2
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Sposob 11

Niech A’ bedzie punktem symetrycznym do C' wzgledem wysokosci trojkata poprowa-
dzonej z wierzchotka A oraz B’ bedzie punktem symetrycznym do C' wzgledem wysokosci
tréjkata poprowadzonej z wierzchotka B (rys. 2). Wowczas AA'C oraz BB'C sa tréjkatami
rOwnoramiennymi o jednym z katow wewnetrznych réwnym 60°, wiec sa to trojkaty réwno-
boczne. Ponadto z okreslenia punktéw A’ oraz B’ wynika, ze AB'=CD oraz A’'B=CE.
Wobec tego

CD=AB'=B'C-AC=BC-A'C=A'B=CE,

czyli CDFE jest trojkatem réwnoramiennym o kacie miedzy ramionami réwnym 120°. Wobec
tego kat DEC miedzy podstawa a ramieniem w tym tréjkacie, ma miare %(180O —120°)=30°.

Sposob 111
Niech P bedzie takim punktem lezacym po tej samej stronie prostej AB co punkt C, ze
tréjkat ABP jest réwnoboczny (rys. 3). Przyjmijmy oznaczenie o = SPAC. Wowcezas

IBAC =60°+a oraz JABC =180°—60°—(60°+a)=60°—a.
W konsekwencji <PBC = 60° — <ABC = a. Ponadto mamy
60°+a=<IBAD=<YADB=180°—-<4<BDC =<4DCB+ YDBC =60°+<DBC,

skad <DBC =a. Uzyskana réwnoéé <PBC=<DBC w polaczeniu z BP=AB=BD oznacza,
ze trojkaty PBC oraz DBC sa przystajace (cecha bok—kat-bok) i wobec tego CD =CP.
Mamy rowniez

JEAC =180°— JACE —SAEC =60° —<JAEB =60° — YABE = 4PBC =q,

skad SEAC = 4PAC. W potaczeniu z AP = AB = AFE uzyskujemy przystawanie trojkatéw
EAC oraz PAC (cecha bok—kat—bok, rys. 4) i w konsekwencji réwnoéé¢ CE =CP.
Mamy wiec CD =CP =CE, skad wynika teza zadania.

rys. 3 rys. 4

Uwaga 1.
Z przeprowadzonego rozumowania wynika, ze trojkat DEP jest réwnoboczny, a punkt C'
jest érodkiem tego tréjkata.
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Uwaga 2.

Istnieje wiele innych niz przedstawione powyzej wariantéw prowadzenia rozumowania po
wprowadzeniu punktu P. W szczegélnosci skuteczne okazuja sie argumenty wykorzystujace
wtasnosci kgtow w okregu.

Sposob IV

Okreélmy punkt P tak jak w poprzednim sposobie rozwigzania, tzn. w taki sposéb, ze ABP
jest tréjkatem réwnobocznym skierowanym do wewnatrz trojkata ABC' (rys. 5). Poniewaz
JACB =60° = $APB oraz punkty C i P leza po tej samej stronie prostej AB, wiec punkty
A, B, P, C leza na jednym okregu. W szczegdlnoéci SCAP=<JCBP, gdyz sa to katy wpisane
w ten okrag i oparte na tym samym tuku.

‘ v

rys. b rys. 6

Poniewaz AB = DB = PB, wiec punkty A, D, P leza na okregu o srodku w punkcie B
(rys. 6). Wobec tego na mocy twierdzenia o kgcie wpisanym i Srodkowym uzyskujemy réw-
no$¢ DBP =24DAP, ktéra w polaczeniu z uzyskang wczesniej réwnoécia YDAP =<JCBP
oznacza, ze YDBC = YDBP —JCBP =<4CBP. W konsekwencji tréjkaty DBE oraz PBE
sa przystajace (cecha bok-kat—bok).

Wreszcie skoro AB=AFE = AP, to punkty B, E, P leza na okregu o srodku w punkcie A
(rys. 7). Ponownie korzystajac z twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym, uzyskujemy
IBEP= %%BAP:?)OO. Pozostaje zauwazy¢, ze SBEP=<YBED ze wzgledu na uzasadnione
wczesdniej przystawanie trojkatéw DBE oraz PBE.

rys. 7
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4. Dana jest liczba nieparzysta n>1 oraz n strzalek utozonych kolejno od lewej do prawej,
przy czym kazda strzatka wskazuje albo w lewo, albo w prawo. Udowodnij, ze pewna strzatka
jest wskazywana przez doktadnie tyle strzatek, na ile sama wskazuje.

Uwaga: Przyktadowo dla n=>5 i ulozenia ——+«+«—— kolejne strzalki (od lewej) wskazuja
odpowiednio na 4, 3, 2, 3, 0 strzalek.

Rozwigzanie

Sposob 1

Poniewaz laczna liczba strzalek jest nieparzysta, wiec w pewna strone (prawo lub lewo)
wskazuje nieparzysta liczba strzatek. To oznacza, ze posrod tych nieparzyscie wielu strzalek
istnieje srodkowa, czyli taka, ze na lewo i na prawo od niej znajduje sie tyle samo strzatek
wskazujacych w tym samym kierunku, co ona. Ta érodkowa strzatka, nazwijmy ja s, spelnia
warunki zadania, gdyz:

e posrod pozostatych strzatek wskazujacych w tym samym kierunku, co s, dokladnie
potowa wskazuje na s i dokladnie potowa jest wskazywana przez s;

e posrod strzatek wskazujacych w przeciwnym kierunku niz s doktadnie te same strzatki
wskazujg na s i sa przez s wskazywane.

Uwaga
Zawsze istnieje dokladnie jedna strzalka spelniajaca warunki zadania.

Sposob 11

Strzatke, ktora jest wskazywana przez dokladnie tyle strzalek, na ile sama wskazuje na-
zwijmy ciekawq. Zauwazmy, ze zamiana miejscami dwoch sasiednich strzatek wskazujacych
na siebie nawzajem nie zmienia stanu zadnej z nich (tzn. strzalka jest ciekawa po zamianie
wtedy i tylko wtedy, gdy byla ciekawa przed zamiana). Rzeczywiscie, po zamianie konfiguracji
—+«— na «——, kazda z dwéch rozwazanych strzalek wskazuje na o doktadnie jedng strzatke
mniej niz przed zamiana i jest wskazywana przez o doktadnie jedng strzatke mniej niz przed
zamiang.

Wykonujac skoniczenie wiele takich zamian mozemy uzyskaé¢ sytuacje, w ktérej kolejno
od lewej do prawej utozone sg najpierw wszystkie strzatki wskazujace w lewo, a nastepnie
wszystkie strzaltki wskazujace w prawo (by¢ moze w pewnym kierunku nie ma zadnej strzalki).
Pozostaje zauwazy¢, ze srodkowa strzatka w kierunku reprezentowanym przez nieparzysta
liczbe strzalek jest ciekawa.

5. Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych m, n o tej wlasnosci, ze liczba
(m+n)-cyfrowa
33...366...6
—— ——
m n

jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie
Sposob 1
Przypusémy, ze para m, n spetnia warunki zadania. Wéwczas liczba
33...366...6
S~
m n

jest kwadratem liczby parzystej, a zatem jest postaci (2k)? =4k? dla pewnej liczby catkowitej
k. W szczegolnosci jest to liczba podzielna przez 4.

Ministerstwo
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Zauwazmy, ze na mocy cechy podzielnoéci przez 4 liczba zakonczona cyframi ,,66” nie jest
podzielna przez 4. To oznacza, ze rozwazana liczba moze konczy¢ sie tylko jedna szoéstka, czyli
n=1.

Dla m =1 uzyskujemy rozwiazanie, gdyz 36 = 62. Z kolei dla m =2 liczba 336 nie jest
kwadratem liczby catkowitej, gdyz 182 < 336 < 192. Przypuéémy, ze m > 3. Zauwazmy, ze

1
k>=>.33...36=833...34.
4 SN~~~ N——
m m—2

Skoro m > 3, to cyfra dziesiatek powyzszej liczby jest réwna 3, a zatem liczba k? jest zakon-
czona cyframi ,,34”. Ponownie korzystajac z cechy podzielnosci przez 4 stwierdzamy, ze taka
liczba jest niepodzielna przez 4. Jednak liczba parzysta niepodzielna przez 4 nie moze by¢
kwadratem liczby catkowitej — w przypadku m > 3 nie ma zatem rozwiazan.

Sposob 11

Podobnie jak w poprzednim sposobie stwierdzamy, ze dla n > 2 dana w treéci zadania
liczba jest parzysta ale niepodzielna przez 4, wiec nie moze by¢ kwadratem liczby catkowite;j.
Wobec tego dana liczbe mozna zapisa¢ w postaci

3433...3=31 .99 9=3+1(1om+1—1)
. 599 2 :
m+1 m+1

Przypus$émy, ze powyzsza liczba jest kwadratem liczby catkowitej a, czyli

a2:3+%(10m+1—1).

Przeksztatcajac te rownosé, uzyskujemy
3a?=10""1 48, (%)

Jezeli m=1, to a=06. Jezeli m =2, to %-1008:336 nie jest kwadratem. Jezeli m > 3, to
liczba 10™m*+! +8 daje reszte 8 przy dzieleniu przez 16, wiec jest podzielna przez 8 ale nie
jest podzielna przez 16. To oznacza, ze w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby stojacej po
prawej stronie rownosci (x) dwdjka wystepuje dokladnie 3 razy. Tymczasem w rozkladzie
na czynniki pierwsze liczby stojacej po lewej stronie réwnosci (%) dwdjka wystepuje parzysta
liczbe razy (jest to dwukrotnosé liczby wystapien czynnika 2 w rozkladzie liczby a). Uzyskana
sprzecznos¢ oznacza, ze w przypadku m > 3 nie ma rozwiazan.
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