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Zawody pierwszego stopnia (1 wrzesnia — 16 pazdziernika 2023 r.)
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1. Wyznacz wszystkie takie liczby naturalne n, ze liczba 11...199...9 jest pierwsza.
S———

n n

Rozwigzanie
Odpowiedz: Jedyna taka liczba jest n=1.
Zauwazmy, ze

11...199...9=11...100...0499...9=11...1-100...04+11...1-9=11...1-100...09.
S~ " Y~~~ Y~ Y~~~ = S—~—— =

n n n n n n n n n n—1

Jedli n > 2, to powyzsza liczba jest iloczynem dwdéch liczb catkowitych wiekszych od 1, wiec
jest liczba ztozona. Z kolei dla n =1 otrzymujemy liczbe 19, ktéra jest pierwsza.

2. Punkty X oraz Y leza odpowiednio na bokach AC oraz BC trojkata ABC. Punkt M
jest srodkiem odcinka XY. Zatézmy, ze

AX=MX=MC=MY =BY.

Wyznacz miare kata AM B.

Rozwigzanie
Odpowiedz: Kat AM B ma miare 135°.

Przyjmijmy oznaczenia a = IMAX, 3=<MBY (rys. 1). Poniewaz tréjkaty AM X oraz
BMY sg réwnoramienne, wiec réwniez SAM X =« oraz <BMY = (3. Ponadto

IMXC=180°—JAXM =IMAX +SAMX =20,
IMYC =180°—-<IMYB=IMBY +<BMY =2p.

Tréjkaty CM X i CMY sa réwnoramienne, wiec IMCX =2a, IMCY =23 i w konsekwencji
JOM X =180° —4a oraz SOMY =180° —43. Wobec tego

180° = JCMX +JSCMY =360° —4a— 43, skad a+3=45°.
Ostatecznie uzyskujemy wiec

JAMB =180°— JAMX —<BMY =180° —a— 3 =135°.
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Uwaga
Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze IXCY = 2a+23 =90°, czyli tréjkat ABC jest
prostokatny. Przy okazji udowodniliSmy wiec nastepujacy fakt:

Jezeli w trojkgcie XY Z $rodkowa poprowadzona do boku XY ma diugosé rowng
potowie dlugosci tego boku, to IXZY =90°.

3. Tomek ma do dyspozycji n jednakowych patyczkéw, z ktérych uktada liczby wielocy-
frowe (rysunek przedstawia wyglad uktadanych przez Tomka cyfr). Tomek zauwazyl, ze suma
cyfr najwiekszej z mozliwych do ulozenia przez niego liczb jest rowna dokladnie n. Wyznacz
wszystkie liczby n, dla ktorych taka sytuacja jest mozliwa.
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Rozwigzanie
Odpowiedz: Jedyna taka liczba jest n=11.

Poniewaz kazda cyfra sktada sie z co najmniej dwéch patyczkéw, wiec dowolna utozona
przez Tomka liczba ma nie wigcej niz 5 cyfr. Rozwazymy osobno przypadki, gdy n jest liczba
parzysta i gdy n jest liczba nieparzysta.

Jezeli n jest liczba parzysta, to jedyna liczba 5-cyfrowa, ktorg Tomek moze ulozyc jest
liczba ztozona z samych jedynek — jest to wiec najwigksza z mozliwych do ulozenia liczb.
Suma cyfr tej liczby jest rowna 5. Warunek zadania przybiera wigc posta¢ 5§ =n, co nie jest
mozliwe dla zadnej dodatniej liczby n. W tym przypadku nie ma zatem rozwiazan.

Jezeli n jest hcsz nieparzysta, to 5 nie jest liczbg catkowita, wigc uktadane liczby maja

nie wiecej niz ”’— cyfr. Ta liczba cyfr Jest osiagalna jedynie gdy wszystkie cyfry sa réwne 1
poza jedna, rown@ 7 (jedyna cyfra zlozona z trzech patyczkéow). Najwieksza z mozliwych do
n—3

utozenia liczb jest wigce zlozona z poczatkowej cyfry 7 i *5° nastepujacych po niej jedynek.
Suma cyfr tej liczby jest réwna
n—3 n+ll
2 2
n+11

7+

Warunek zadania przybiera wiec postaé =n, czyli n=11. Otrzymana liczba jest niepa-
rzysta, wiec stanowi rozwigzanie w tym przypadku.

4. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze, ktére mozna przedstawi¢ jako roéznice szeScianow
dwbch liczb pierwszych.

Rozwigzanie
Odpowied?: Jedyna taka liczba pierwsza jest 19 =33 — 23,

Zalézmy, ze pewna liczba pierwsza p spelnia réwnosé p =q¢® —r3, gdzie ¢ i r sa liczbami
pierwszymi oraz g > r. Rozkladajac réznice szedcianéw na czynniki, uzyskujemy wiec

p=(q—7)(*+qr+7?).

Zauwazmy, ze obydwa czynniki sa dodatnimi liczbami catkowitymi oraz ¢q—r < g < ¢?+qr+r2.
Skoro p jest liczbg pierwsza, to mniejszy czynnik jest réwny 1, wiekszy za$ jest réwny p, czyli

g—r=1 oraz ¢+qr+r’>=p.
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Poniewaz liczby q i r réznig si¢ o 1, wiec jedna z nich jest parzysta, a druga — nieparzysta.
Jedyna parzysta liczba pierwsza jest 2, a jedyna liczba pierwsza rézniaca sie od niej o 1 jest 3
— wobec tego ¢ =3 oraz r =2. Bezposrednio sprawdzamy, ze uzyskana w tym przypadku
liczba, ¢ —r3 =19 jest pierwsza.

5. Dane sg trzy okregi o1, 02, 03 0 wspolnym srodku O. Na tych okregach leza odpowied-
nio punkty A, B, C, przy czym czworokat ABCO jest prostokatem. Wykaz, ze pole kota
ograniczonego okregiem o7 jest réwne polu pierscienia kotowego ograniczonego okregami oo
i 03.

Rozwigzanie

Pole kola ograniczonego okregiem o, jest réwne m-OA2. W tréjkacie prostokagtnym OBC
przeciwprostokatna OB jest dluzsza niz przyprostokatna OC, czyli okrag o, ma wigkszy
promien niz okrag oz (rys. 2). W takim razie pole pierscienia kolowego ograniczonego okregami
09 i 03 jest réwne m-OB? —m-OC?.

rys. 2 rys. 3

Teza zadania przybiera wiec postaé
7-OA’=71-OB? —71-0C?, czyli OA*+0C?=0B>

Ostatnia rownos$¢ wynika wprost z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata prosto-
katnego OBC' oraz z réwnosci OA = BC.

Uwaga

7, warunkéw zadania nie wynika nierownosé¢ pomiedzy dtugosciami promieni okregdw oq
oraz o3. Oprocz konfiguracji okregéw przedstawionej na rysunku 2 jest wiec takze konfi-
guracja przedstawiona na rysunku 3. Przedstawione rozwiazanie jest poprawne w obydwu
przypadkach.

6. Dane sa liczby rzeczywiste a, b, c. Udowodnij, ze jezeli pewne dwie z liczb
ab+b+1, bect+c+1, cat+a+1

s rowne 0, to takze trzecia z nich jest rowna 0.

Rozwigzanie
Zalézmy, ze ab+b+1=0 oraz bc+c+1=0. Udowodnimy, ze ca+a+1=0. Rozumowanie
w dwoch pozostalych przypadkach jest w pelni analogiczne.

Sposob 1
Wyznaczajac liczbe b w zaleznosci od a z pierwszego rownania, otrzymujemy
b 1)=-1 li b= !
(a+1)=-1, czyli =-—
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Analogicznie z drugiego rownania otrzymujemy ¢ = Ty Wykorzystujac otrzymana wcze-
$niej réwnos¢, uzyskujemy

1 a+1 a+1

C—=—

1 =
_a_+1+1 —1+(a—|—1) a

Po przeksztalceniu, otrzymujemy ca =—(a+1), czyli ca+a+1=0.

Sposob 11
Zauwazmy, ze

cata+l=ca+a+1+c(ab+b+1)=abc+ca+a+bc+c+1=a(bc+c+1)+bc+c+1=0.

7. Czy w pola diagramu przedstawionego na rysunku obok mozna wpisaé liczby catkowite
od 11 do 29, kazda dokladnie raz, w taki sposéb aby sumy liczb na wszystkich pietnastu
odcinkach oznaczonych strzatkami bylty réwne? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie
OdpowiedZ: Takie wpisanie liczb nie jest mozliwe.

Przypu$émy, ze wypetnienie pél diagramu zgodnie z warunkami zadania jest mozliwe.
Wéwezas suma wszystkich pél wpisanych w pola diagramu jest rowna

11+124134...4+29 = 380.

To oznacza, ze suma liczb wpisanych w pola lezace na pojedynczym pionowym odcinku
oznaczonym strzatka jest rowna %~380: 76 1 w konsekwencji — suma liczb na kazdym odcinku
oznaczonym strzaltka jest réwna 76.

Rozwiagzanie dokonczymy dwoma sposobami.

Sposdb 1

Rozwazmy dziewie¢ pol przedstawionych na rysunku 4. 7 jednej strony, sa to wszystkie
pola potozone na pewnych trzech odcinkach, wigc suma wpisanych w nie liczb jest rowna
3-76 =228. Z drugiej strony, suma dziewieciu liczb wpisanych w pola diagramu nie moze by¢
wieksza niz suma dziewieciu najwiekszych dostepnych liczb, czyli

214+22+23+...+29=225.

Otrzymalidmy sprzecznos¢, ktora oznacza, ze wpisanie liczb zgodnie z warunkami zadania jest
niemozliwe.
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rys. 4 rys. 5

Sposob 11

Zauwazmy, ze jeSli strzatka zawiera trzy liczby, to kazda z nich jest réwna co najmniej
19. Rzeczywiscie, gdyby na takiej strzalce pewna liczba byta rowna co najwyzej 18, to suma
wszystkich trzech bytaby nie wieksza od 18428429 =75.

Z powyzszej obserwacji wynika, ze kazda z dwunastu liczb znajdujacych sie na ,,obwodzie”
diagramu (rys. 5) jest wieksza od 18. Jednak jest tylko jedenascie liczb pomiedzy 19 a 29.
Otrzymana sprzecznos¢ oznacza, ze wpisanie liczb zgodnie z warunkami zadania nie jest
mozliwe.

Uwaga

Mozna udowodnié¢, ze jedynym ciagiem dziewietnastu kolejnych liczb naturalnych, ktére
mozna wpisa¢ w pola diagramu zgodnie z poleceniem sg liczby od 1 do 19. Odpowiednio
wypelniony diagram jest przedstawiony na rysunku 6 i przedstawia jedyny mozliwy (z do-
ktadnoscia do obrotéw i odbié¢ symetrycznych) sposéb wpisania liczb.
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