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1. Rozstrzygnij, czy istnieje taki czworokat wypukly ABC' D, we wnetrzu ktérego mozna

wskaza¢ punkt P spelniajacy warunki

AB=AP, BC=BP, CD=CP, DA=DP.

Uwaga: Wielokat nazywamy wypuklym, jesli wszystkie jego katy wewnetrzne maja miare

mniejsza od 180°.

Rozwigzanie
Odpowiedz: Taki czworokat ABC D nie istnieje.

Sposob 1
Przypusémy, ze czworokat ABCD oraz punkt P
spelniaja warunki zadania (rys. 1). To oznacza, ze katy

APB, BPC, CPD, DPA

sg ostre, gdyz sa to katy miedzy podstawa a ramieniem A
odpowiednio w trojkatach réwnoramiennych ABP,

BCP, CDP, DAP. Stad wnioskujemy, ze
360° = YAPB+<4IBPC+<YICPD+<DPA < 90°+90°+90° +90° = 360°.

Uzyskana sprzeczno$é¢ oznacza, ze nie istnieja punkty A, B, C, D, P o zadanej wlasnosci.

rys. 1

Sposob 11
Gdyby czworokat ABC' D oraz punkt P spelnialy warunki zadania, to z danych réwnosci

odcinkow uzyskaliby$my
JABP=<4APB, <$BCP=<BPC, JCDP=<CPD, <DAP=<DPA.

Wobec tego
YABP+<YBCP+<YCDP+<DAP=YAPB+<JYBPC+<CPD+<DPA=360°.

Z drugiej strony, skoro punkt P lezy wewnatrz czworokata ABCD, to
JABP < 4SABC, IBCP<<YBCD, <JCDP<<4CDA, <IDAP<<YDAB,
a zatem, poniewaz suma miar katéw wewnetrznych czworokata to 360°, otrzymujemy
SABP+94BCP+<4CDP+4DAP < $ABC+<4BCD+<4CDA+<$DAB = 360°.

Uzyskana nieréwnos¢ stoi w sprzecznosci z otrzymang wczesniej rownoscia, co oznacza, ze
uktad punktéw A, B, C', D, P spelhiajacy warunki zadania nie istnieje.
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Uwaga

Przyktadem wielokgta wypuktego, w ktérego wnetrzu istnieje punkt o analogicznej do
prezentowanej w tresci zadania wlasnosci jest sze$ciokat foremny (i jego $rodek).

Mozna takze wskazaé¢ czworokat wypukly ABCD oraz punkt P lezacy na zewngtrz tego
czworokata, dla ktorych spelnione sa warunki z tresci zadania. Opiszemy jedna z mozliwych
konstrukcji takiej konfiguracji.

rys. 2

Niech ABP bedzie trojkatem réwnobocznym (rys. 2). Punkt D wybierzmy na symetralne;j
odcinka AP w taki sposéb, ze SDAB > 90° oraz SADP > 90°. Punkt C za$ zdefiniujmy
jako punkt przeciecia symetralnej odcinka DP z tym tukiem okregu o srodku B i promieniu
BP=AB, ktéry znajduje si¢ wewnatrz trojkata AD P. Bezpo$rednie sprawdzenie pokazuje, ze
dla tak okre$lonych punktéw spetnione sa rownosci AB=AP, BC=BP,CD=CP, DA=DP.

2. Wyznacz najmniejsza liczbe catkowita n > 1 o tej wltasnosci, ze kwadrat o wymiarach
n X n mozna rozcia¢ na kwadratowe czesci o wymiarach 1 x 1 lub 2 x 2 w taki sposob, aby
uzyskaé¢ po tyle samo czesci kazdego z tych dwoch rodzajow.

Rozwigzanie

Odpowiedz: Najmniejszg liczba o opisanej wtasnosci jest n=10.

Sposob 1

Zalozmy, ze kwadrat o wymiarach n x n mozna rozcia¢ na 2k czesci, wsrod ktoérych jest
k kwadratéow 1x 1 oraz k kwadratéw 2 x 2, gdzie k jest pewna dodatnia liczba catkowita.
Laczne pole wszystkich czesci jest réwne polu calego kwadratu:

k-124+k-22=n2, czyli 5k=n?>.

Stad wniosek, ze n jest liczba podzielna przez 5.

Udowodnimy, ze kwadratu 5 x 5 nie mozna rozcia¢ na 5 czesci 2 X 2 oraz
5 czesci 1 x 1. Istotnie, gdyby takie rozciecie bylo mozliwe, kazda z tych
dziesigciu czesci sktadatby sie z calych jednostkowych pol widocznych na
rysunku 3. Zauwazmy, ze kazdy kwadrat 2 x 2 ztozony z calych pol zawiera
doktadnie jedno pole wyréznione. Skoro wyrdznione pola sa tylko cztery,
to tacznie moga naleze¢ do co najwyzej czterech czesci 2 x 2, co przeczy
zalozeniu, ze takich czesci jest pie¢. Zatem szukana najmniejsza liczba n jest rys. 3
rézna od 5.

Dla n =10 istnieje zadany podzial: kwadrat 10 x 10 mozna rozcia¢ na 20 kwadratow
2 x 2 oraz 20 kwadratéw 1 x 1. Przykladowe rozciecie o tej wtasnosci przedstawione jest na
rysunku 4.
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Sposob 11

Podamy inny dowdd faktu, ze kwadratu 5 x5 nie mozna rozcia¢ na 5 kwadratéw 2 x 2 oraz
5 kwadratéw 1x1 (pozostale elementy rozwiazania sa jednakowe jak w poprzednim sposobie).

Przypusémy, ze takie rozciecie jest mozliwe i 20 pél nalezacych do pigciu czesci 2 x 2
pomalujmy na bialo, a 5 pdl nalezacych do pieciu czeéci 1 x 1 — na czarno. Zauwazmy,
ze w kazdym wierszu kwadratu 5 x 5 jest parzysta liczba biatych pdél (dwa razy wiecej niz
czesci 2 X 2 o polach w tym wierszu). To oznacza, ze w kazdym wierszu jest co najmniej
jedno czarne pole. Skoro za$ taczna liczba czarnych pol w calym kwadracie jest réwna 5, to
w kazdym wierszu jest dokladnie jedno czarne pole.

Analogicznie uzasadniamy, ze w kazdej kolumnie jest doktadnie jedno czarne pole. Roz-
wazmy czarne pole Ps, ktore znajduje sie w drugiej kolumnie. Sasiadujace z nim pole pierwszej
kolumny P; jest biale (bo P» jest jedynym czarnym polem w swoim wierszu). Jednak P; nie
moze naleze¢ do kwadratowej czesci 2 x 2, gdyz kazdy kwadrat 2 x 2 zawierajacy P, zawiera
rowniez Ps. Uzyskana sprzecznosé konczy dowdd.

rys. 4

Uwaga

Mozliwych rozmieszczen czterech nie nachodzacych na siebie kwadratéw 2 x 2 (ztozonych
z calych pdl) wewnatrz kwadratu 5 x5 jest 79. Poprawny argument, ze piaty kwadrat 2 x 2
nigdy sie ,,nie zmiesci”, polegajacy na rozpatrywaniu réznych przypadkéw, powinien uwzgled-
nia¢ te wszystkie rozmieszczenia.

3. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajg warunki a+b#0, b+c#0 oraz c+a#0. Wykaz, ze

a?c b%a b b2c c2a a?b
+ + . + + > 0.
a+b b+c c+a a+b b+c c+a

Rozwigzanie

Sposob 1
Udowodnimy, ze dla kazdej trojki liczb rzeczywistych a, b, ¢ spetniajacych warunki zada-
nia, zachodzi réwnosé

a?c b2a b b%e a a?b

a—i—b+b—|—c+c—i—a - a+b+b—|—c+c+a'

Wyniknie stad bezposrednio teza zadania, gdyz kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej (w szcze-
g6lnosci: wspélnej wartodci obu stron powyzszej réwnosci) jest liczba nieujemna.
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Aby wykaza¢ postulowang rownosé, wystarczy zauwazy¢, ze réznica lewej i prawej strony
jest rowna zero:
a’c  bc¢  b*a  cFa  Ab 0 d*b (@®=V)e (B®*—c*a (2 —a?)b
— + — + — = + +
a+b a+b b+c b+c c+a c+a a+b b+c ct+a
(a—b)(a+b)c (b—c)(b+c)a (c—a)(c+a)b
+ +
a+b b+c c+a
=(a—b)c+(b—c)a+(c—a)b=ca—bc+ab—ca+bc—ab=0.

Uwaga
W pelni analogicznie mozna udowodni¢ podobna réwnosé, spelniona dla kazdej trojki
liczb rzeczywistych z, y, z, z ktorych zadne dwie nie sa przeciwne:

CL’2 y2 Z2 y2 22 £L'2

+ + = + + .
r+y y+z z+x x+y y+z z+x

W istocie powyzsza rownosc¢ staje sie rownoscig z rozwiazania w wyniku podstawienia x = ca,
y=bc, z=ab.

Sposob 11

Sprowadzajac wyrazenie stanowiace pierwszy czynnik lewej strony dowodzonej nieréwno-
Sci do wspolnego mianownika, a nastepnie wymnazajac i porzadkujac, uzyskujemy

a’c n b’a n b a*c(b+c)(c+a)+b*alcta)(a+b)+cb(a+b)(b+c)
a+b b+c c+a (a+b)(b+c)(c+a)
B a3b? 4 a?b3 +b3c? + b2 + c2a? + c?ad + ab?c + a?bc? + a?b?c+ adbe+ ab3 ¢+ abe3 B
B (a+b)(b+c)(c+a) -
(a+b+c)(a?b? +b*c? +c?a?) +abe(a® 4+ b* + ¢?)
(a+b)(b+c)(c+a)

Y

czyli wyrazenie symetryczne ze wzgledu na zmienne a, b, c. To samo wyrazenie uzyskamy po
przeksztalceniach drugiego czynnika:

b’c  c2a  a®b  (a+b+c)(a?b?+b%c? +c*a?) +abe(a® +b% +c?)

a+b+b+c+c—|—a_ (a+b)(b+c)(c+a)

W konsekwencji lewa strona dowodzonej nieréwnosci jest kwadratem pewnej liczby rzeczywi-
stej, czyli liczbg nieujemna.

4. Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktérym AC = BC'. Punkty P, Q, R leza
odpowiednio na bokach AB, BC, C'A tego trojkata, przy czym czworokat CQPR jest row-
noleglobokiem. Wykaz, ze punkt symetryczny do punktu P wzgledem prostej QR lezy na
okregu opisanym na trojkacie ABC'.

Rozwigzanie

Bezposrednio z warunkéw zadania wynika, ze PQQ =CR oraz PR = C(Q. Ponadto, skoro
proste PR i BC sg réwnolegte, to YAPR=<IABC =<IBAC, wicc tréjkat APR jest réwnora-
mienny i AR= PR. Podobnie stwierdzamy, ze trojkat BP(Q jest rownoramienny i BQ = PQ.

Olimpiada Matematyczna Junioréw jest finansowana @% i;"rvz’:cfzzg;ﬁ::c‘; - Ministerstwo .
ze $srodkow Ministerstwa Edukacji Narodowe; %@ Satetmtycane; Edukacji Narodowej



Oznaczmy przez P’ punkt symetryczny do punktu P wzgledem prostej QR. Jezeli P jest
srodkiem odcinka AB, to P'=C i teza zadania jest spelniona. W dalszej czeéci bedziemy
zaktadac, ze AP # BP.

Sposob 1

Zauwazmy, ze skoro P’ jest punktem symetrycznym do P wzgledem QR, to tréjkaty PQR
oraz P'QR sa przystajace (rys. 5). Skoro CQPR jest réwnoleglobokiem, to réwniez tréjkaty
CRQ i PQR sa przystajace. W konsekwencji tréjkaty P'QR oraz C'R(Q) sa przystajace, skad

IP'QC=4P' QR—4CQR=94CRQ—-<P' RQ=<4P'RC.
Ponadto skoro trojkaty BQP' i ARP’ sa réwnoramienne, to
IP'QC =180°—<4BQP' =2-94P'BQ oraz <P RC=180°—<JARP =2-4P AR.
7 uzyskanych réwnosci wynika wiec, ze
JP'BC=4P BQ=14P'QC=13P RC =P AR= 4P AC,

co w polaczeniu z faktem, ze punkty C oraz P’ leza po tej samej stronie prostej AB oznacza,
ze punkty A, B, C, P’ leza na jednym okregu.

rys. b

Sposob 11
Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC' (rys. 6).
Skoro OA=0C, AR=C(Q oraz

JOAR=Y0AC =<40CA=40OCB=400Q,

to trojkaty OAR oraz OCQ sa przystajace. Wobec tego OQ = OR, czyli punkt O lezy na
symetralnej odcinka QR.

Punkt P jest obrazem punktu C' w symetrii wzgledem $rodka odcinka QR, a punkt P’ jest
obrazem punktu P w symetrii wzgledem prostej QR. To oznacza, ze punkt P’ jest obrazem
punktu C' w symetrii wzgledem symetralnej odcinka Q) R. Innymi stowy: symetralna odcinka
CP’ jest réwniez symetralng odcinka QR.

Polaczenie konkluzji ostatnich dwoch akapitéw prowadzi do wniosku, ze punkt O lezy
na symetralnej odcinka C'P’; czyli OC = OP’. To za$ oznacza, ze punkt P’ lezy na okregu
opisanym na tréjkacie ABC.
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5. Niech S=111...1999...9. Wykaz, ze liczba 25-cyfrowa
S——
19 19

11111...11199999....999
s 5

jest podzielna przez 19.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze

11111...11199999...999 = 11111...111-100000...009,
s s s 521

wobec czego nalezy wykazac¢, ze co najmniej jeden z tych dwéch czynnikéw jest podzielny
przez 19. Ponadto drugi czynnik mozna przedstawi¢ w postaci

100000...009=19+99999...990=19+90-11111...11.
—_——— —_— —_—
5—1 S—1 5-1

Poniewaz 90 nie jest liczba podzielng przez 19, wiec powyzsza suma jest podzielna przez 19
wtedy i tylko wtedy, gdy liczba

11111...11

—_—

S—1
jest podzielna przez 19. Jak wida¢, do zakonczenia rozwiazania przydatne bedzie rozstrzy-
gniecie, jakie liczby o zapisie dziesietnym ztozonym wytacznie z jedynek sa podzielne przez 19.
Oznaczmy przez J,, liczbe n-cyfrowa, ktorej kazda cyfra jest 1, czyli

Jp=11111...11=§-99999...99 = §(10" —1).
N———— N————

n n

Udowodnimy nastepujacy fakt:
Jezeli liczba n jest podzielna przez 18, to liczba J, jest podzielna przez 19.

Zauwazmy, ze wykorzystujac powyzszy fakt, mozna zakonczy¢ rozwiazanie zadania. Istotnie,
poniewaz liczba S —1 jest podzielna przez 18. (jako liczba parzysta o sumie cyfr podzielnej
przez 9), wiec liczba Jg_; (ktéra, jak zauwazyliSmy wczedniej, jest dzielnikiem liczby danej
w tresci zadania) dzieli sie przez 19.

Przytoczony fakt udowodnimy kilkoma sposobami.

Sposob 1

Wykonujac pisemne dzielenie z reszta przez 19 liczby zlozonej z samych jedynek (rys. 7),
zauwazamy, ze reszta 0 pojawia sie po raz pierwszy dla liczby Jig. Wykonujac takie dzielenie
dla wiekszych liczb tej postaci, bedziemy okresowo otrzymywac ten sam cigg reszt, przy czym
reszta 0 bedzie pojawiala si¢ za co osiemnastym razem, czyli wylacznie dla liczb J,,, gdzie n
dzieli si¢ przez 18.

Uwaga 1.
W istocie udowodniliSmy wiec mocniejszy rezultat niz powyzszy fakt: liczba J,, dzieli sie
przez 19 wtedy ¢ tylko wtedy, gdy liczba n dzieli sie¢ przez 18.
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5847953216374269
111111111111111111:19
- 95
161
—152
91
—76
151
—133
181
—171
101
— 95
61
—57
41
—38
31
—19
121
—114
71
—57
141
—133
81
—76
51
—38
131
—114
171
—171

rys. 7

Sposob 11
Poniewaz J,, = %(10” —1), wiec liczba J,, dzieli sie przez 19 dokladnie wtedy, gdy liczba

10™ daje przy dzieleniu przez 19 reszte 1. Wyznaczajac reszty z dzielenia przez 19 kolejnych
poteg 10, uzyskujemy, ze liczby 10!, 102, 103, ... daja przy dzieleniu przez 19 kolejno reszty:

10, 5, 12, 6, 3, 11, 15, 17, 18, 9, 14, 7, 13, 16, 8, 4, 2, 1

i dalej okresowo (z okresem 18). To oznacza, ze 10" daje przy dzieleniu przez 19 reszte 1
wtedy i tylko wtedy, gdy n dzieli si¢ przez 18.
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Uwaga 2.

Odnotujmy, ze przedstawiony cykl reszt z dzielenia poteg 10 przez 19 mozna wyznaczy¢
nie wykonujac rachunkow na liczbach wigkszych od dwucyfrowych. Rzeczywiscie, jesli liczba
10" daje przy dzieleniu przez 19 parzysta reszte r =2k, to

10" =10-10" =1 10- 2k = 20k = 19k + k =10 k = g

gdzie zapis a =19 b oznacza, ze liczby a oraz b daja te samag reszte przy dzieleniu przez 19.
Krétko mowiac, aby wyznaczy¢ reszte w kolejnym kroku, parzyste reszty wystarczy dzieli¢
przez 2. 7 kolei jezeli 10" daje przy dzieleniu przez 19 nieparzysta reszte r=2k+1, to

2k+1+19  r+19

10" =10-10" =19 10- (2k +1) =20k +10 =19k + k+10 =19 k+ 10 = 5 5

W tym wypadku wystarczy wiec doda¢ do nieparzystej reszty 19 i podzieli¢ przez 2.

Sposob 111

Poniewaz 19 jest liczbg pierwsza, wiec wykorzystujac male twierdzenie Fermata stwier-
dzamy, ze dla kazdej liczby catkowitej n niepodzielnej przez 19, liczba n'® daje reszte 1 przy
dzieleniu przez 19. W szczegélnoéci przyjmujac n=10*, otrzymujemy, ze kazda liczba postaci
10'8% —1 jest podzielna przez 19, wiec w konsekwencji takze liczba Jygj, = %(1018’“ —1).

Sposob IV
Zauwazmy, ze wystarczy uzasadnic, ze liczba Jyg jest podzielna przez 19, gdyz dla dowolne;j
liczby catkowitej k> 1:

Jigr = J18-1000...001000...001000...001...1000...001,
—_———— —— — —_—
17 17 17 17

przy czym liczba cyfr réwnych 1 w drugim czynniku jest réwna k. Zauwazmy, ze
Jig=111111111111111111 = 1000000001 - 111111111 = (10° +1) - J.

Z kolei wykorzystujac rozklad sumy szedcianéw 22 +y3 = (x +y)(2? — 2y +y?), liczbe 107 +1
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu:

107 +1=(10%)*+1* = (10* +1)(10° — 10 + 1) = 1001 - 999001.

Pozostaje bezposrednio sprawdzi¢, ze 999001 =19-52579.
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