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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Ania rozmienita banknot o nominale 50zt na 13 monet, z ktérych kazda miata wartosé
1zt, 2zt lub 5zt Ile monet pieciozlotowych otrzymalta Ania? Podaj wszystkie mozliwosci.
Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania
Przypusémy, ze Ania otrzymalta a monet piecioztotowych, b monet dwuztotowych oraz
c monet jednoztotowych. To oznacza, ze a, b, ¢ sa nieujemnymi liczbami catkowitymi, spet-
niajacymi uktad réwnan
a+b+c=13
{5a+26+c:50.

Rozwiazemy ten uklad ze wzgledu na niewiadome b i c.
Odejmujac pierwsze rownanie stronami od drugiego, otrzymujemy zaleznosé
5a+2b+c—(a+b+c)=50—13, skad b=37—4a.
Nastepnie mnozac stronami pierwsze rownanie przez 2 i odejmujac od drugiego, uzyskujemy
S5a+2b+c—(2a+2b+2¢)=50—26, skad c=3a—24.
37 _g

Poniewaz liczby b i ¢ sa nieujemne, wiec 37 —4a >0 oraz 3a—24 > 0. Wobec tego a < =-
oraz a > 8. To oznacza, ze a=8 lub a=09.

Jezeli a=8, to b=37—4-8=5oraz c=13—-8—-5=0, a jezeli a=9, to b=37—4-9=1
oraz c=13—9—1=3. Znalezione tréjki sa rozwiazaniami wyjsciowego uktadu réwnan, wiec
spelnione sa dla nich warunki zadania.

1
1

Odpowiedz
Ania otrzymalta 8 lub 9 monet pigcioztotowych.

2. Tréjkat rownoboczny ABC' jest wpisany w okrag o. Punkt D lezy na krotszym huku
BC okregu o. Punkt E jest symetryczny do punktu B wzgledem prostej C'D. Wykaz, ze
punkty A, D, F leza na jednej proste;j.

Szkic rozwigzania
7 réwnosci katow wpisanych i opartych na tych sa-
mych tukach otrzymujemy (rys. 1)

JADB=JYACB=60°, YADC =<ABC =60°.

Poniewaz punkty B i F sa symetryczne wzgledem pro-
stej C'D, wiec

SEDC =<4BDC =4ADB+JADC =120°.
Laczac uzyskane zaleznosci, otrzymujemy
IEDC +<4ADC =120° +60° = 180°,

a to oznacza, ze punkty A, D, E leza na jednej prostej.

rys. 1
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3. Wyznacz najmniejsza mozliwa warto$é¢ wyrazenia a -+ b3, gdzie a i b sa dodatnimi
liczbami o iloczynie réwnym 1.

Szkic rozwigzania
Korzystajac z nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczng a geometryczng dla czterech

liczb: g, %, 3, b3, uzyskujemy

a+b®  §+G+5+D L 4f@

4 4 ~ V33
Wykazalidmy zatem, ze dla dowolnych dodatnich liczb a, b o iloczynie rownym 1 wyrazenie
a+ b3 przyjmuje wartoéé nie mniejsza od %(L/g. Aby wykazaé, ze liczba ta jest rzeczywi-
Scie szukang najmniejsza wartodcia, nalezy wskaza¢ takie liczby dodatnie a, b o iloczynie
rownym 1, dla ktorych

4
a+b3:§%

Bezposrednio podstawiajac sprawdzamy, ze warunek ten spetniaja liczby

1
4

a=+V3 oraz b= ——.
V3
Odpowiedz

4
Poszukiwana najmniejsza wartoscia jest 3 V3.

Uwaga 1.

Wiecej na temat nier6wnosci miedzy srednia arytmetyczna a geometryczna i jej zastoso-
waniach mozna znalezé w artykule , Nieréwnos$¢ miedzy $rednimi”, Kwadrat nr 13 (wrzesien
2014).

Uwaga 2.
W rozwiazaniu stosowaliémy nieréwno$¢ miedzy $rednia arytmetyczng a geometryczna
dla czterech liczb. Krotki jej dowdd mozna przeprowadzi¢ w oparciu o zaleznosé

r+vy

VY < 5

czyli nieréwnos¢ miedzy Srednig arytmetyczna a geometrycznag dla dwéch liczb:
/ la+b d 1 b d b d
Y hed — b ed < a—2|— 'c—; <§<a—21— +c—|2— >:a+ Zc—k .

4. Na przyjecie przyszto n 0s6b. Poczatkowo kazdy mial doktadnie 3 znajomych wérod
pozostalych os6b obecnych na przyjeciu. W trakcie przyjecia niektére osoby poznaly sie,
w wyniku czego pod koniec przyjecia kazdy mial wéréd pozostatych obecnych doktadnie 4
znajomych. Wyznacz wszystkie liczby n, dla ktérych opisana sytuacja jest mozliwa. (Przyj-
mujemy, ze jesli osoba A zna osobe B, to osoba B zna osobe A.)

Szkic rozwigzania

Zauwazmy, ze podczas przyjecia kazdy poznal doktadnie jedna osobe. To oznacza, ze
osoby, ktore poznaly sie na przyjeciu mozna potaczy¢ w pary, a zatem liczba n jest parzysta.
Ponadto, skoro pod koniec przyjecia kazdy mial posréd obecnych doktadnie 4 znajomych,
to n >4, czyli n > 6.
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Udowodnimy, ze kazda liczba parzysta n > 6 spelnia warunki zadania.

W tym celu przyjmijmy, ze n =2k dla pewnej liczby catkowitej dodatniej k> 3 i roz-
wazmy graniastostup k-katny o podstawach Ay As ... A i B1B>... By, oraz krawedziach bocz-
nych A1 By, A3Bs, ..., ApBy (rys. 2 przedstawia widok z géry dla k=38).

A3 A3

rys. 2 rys. 3

Przyjmijmy, ze kazdy z wierzchotkéw Aq, As,..., Ay oraz By, Bs,..., By symbolizuje
uczestnika przyjecia oraz ze dwie osoby znaja si¢ od poczatku przyjecia, jesli przyporzadko-
wane im wierzchotki sa potaczone krawedzia. Wtedy kazdy uczestnik przyjecia poczatkowo
miat doktadnie 3 znajomych, gdyz w kazdym wierzchotku graniastostupa schodza sie do-
ktadnie 3 krawedzie.

Przypusémy, ze podczas przyjecia poznaly sie osoby, ktorym odpowiadaja wierzchotki
Ay oraz By, Ay oraz Bs, As oraz By, ..., Ax_1 oraz By, Ay oraz B; (linie przerywane na
rysunku 3). Wéwcezas kazda osoba zyskata dokladnie jednego nowego znajomego, czyli pod
koniec przyjecia kazdy mial doktadnie 4 znajomych.

Odpowiedz
Warunki zadania spetniajg wszystkie liczby parzyste n > 6.

5. Po dwoéch stronach rzeki o réwnoleglych brzegach znajduja sie dwa domy A i B,
przy czym prosta AB nie jest prostopadta do brzegéw rzeki. W ktérym miejscu nalezy
wybudowa¢ most, prostopadty do brzegéw rzeki, aby drogi z obu doméw do mostu, biegnace
w linii prostej, byty rownej dlugoséci? Podaj odpowiednia konstrukcje cyrklem i linijka oraz
uzasadnij jej poprawnosc.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez a brzeg rzeki po stronie domu A, a przez b — brzeg po stronie domu B.
Niech ¢ bedzie pétprosta o poczatku w punkcie B, prostopadia do brzegéw rzeki oraz prze-
cinajaca brzegi rzeki. Na pélprostej ¢ znajdujemy taki punkt B’, aby dlugosé odcinka BB’
byta réwna odleglos$ci miedzy prostymi a i b.

Wéwezas jesli M i N sa takimi punktami lezacymi odpowiednio na prostych a i b, ze
odcinek M N jest prostopadly do brzegéw rzeki, to czworokat M N BB’ jest réwnoleglobo-
kiem (gdyz odcinki M N i BB’ sa rownolegle i maja réwne dtugosci). Wobec tego warunek
AM = BN jest réwnowazny warunkowi AM = B’ M. Stad wniosek, ze poszukiwany punkt
M musi lezeé na symetralnej odcinka AB’.
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Aby zatem wyznaczy¢ punkt M, wystarczy skonstruowaé punkt przeciecia symetralnej
odcinka AB’ z prosta a. Poniewaz prosta AB nie jest prostopadla do brzegéw rzeki, wiec
taki punkt istnieje i jest tylko jeden. Punkt N uzyskujemy jako punkt przeciecia prostej b
z prosta przechodzaca przez punkt M i prostopadly do prostych a i b.

rys. 4

Uwaga
Wszystkie kolejne elementy opisanej konstrukeji (pélprosta ¢, punkt B’, symetralna
odcinka AB’, punkty M i N) mozna skonstruowaé za pomoca cyrkla i linijki.

6. Od kwadratowej kartki o boku 25 odcieto kwadrat o boku 5, jak pokazano na ry-
sunku. Czy pozostala cze$é¢ kartki mozna pocia¢ na 100 prostokatéw, z ktorych kazdy ma
wymiary 1x 6 lub 2 x 37 Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Wykazemy, ze zadany podzial nie jest mozliwy.

Gdyby dang figure (czyli kwadratowa kartke z odcietym naroznikiem) mozna byto
pocia¢ na prostokaty o wymiarach 1 x 6 oraz 2 x 3, to przecinajac kazdy z tych prostokatow
na pot, uzyskalibySmy podzial figury na 200 prostokatéw o wymiarach 1 x 3. Wykazemy
tymczasem, ze danej figury nie da sie pociaé¢ na 200 prostokatoéw o wymiarach 1 x 3.

Przypusémy, wbrew tezie, ze taki podzial jest mozliwy. Podzielmy figure na 600 kwa-
dratow o boku 1 i nazwijmy te kwadraty polami. Zauwazmy, ze skoro taki podzial jest
mozliwy, to kazdy prostokat o wymiarach 1 x 3 musi by¢ ztozony z trzech pelnych poél.

Rozwiazanie dokonczymy dwoma sposobami.

Sposob 1

Jezeli wyréznimy 247 pol, jak pokazano na rysunku 5, to kazdy prostokat o wymiarach
1 x 3, ztozony z pelnych pdl, bedzie zawieral parzysta liczbe wyréznionych pél. W takim
razie wszystkie 200 prostokatéw, na ktore podzielona jest figura, tacznie rowniez beda za-
wieraly parzysta liczbe wyrdznionych pol. OtrzymaliSmy sprzecznosé, gdyz 247 jest liczba
nieparzysta.

Sposob 11

Jezeli wyréznimy 199 pél, jak pokazano na rysunku 6, to kazdy prostokat o wymiarach
1 x 3, ztozony z pelnych pdél, bedzie zawieral dokladnie jedno pole wyrdznione. W takim
razie wszystkie 200 prostokatéw, na ktore podzielona jest figura, tacznie beda zawieralty 200
wyroznionych pol. Otrzymalidmy sprzecznosé, gdyz wyrdznionych pél jest tylko 199.

W kazdym ze sposobow zalozenie, ze figure mozna podzieli¢ na 200 prostokatow o wy-
miarach 1 x 3 doprowadzito do sprzecznosci. To oznacza, ze kartki nie mozna podzieli¢ na
200 prostokatow o wymiarach 1x 3, a tym bardziej — na 100 prostokatéw, z ktérych kazdy
ma wymiary 1x 6 lub 2 x 3.
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Uwaga
Techniki rozwigzywania zadan z uzyciem kolorowania pol zostaly opisane w artykule
,Kolorowe szachownice”, Kwadrat nr 13 (wrzesien 2014).

rys. rys. 6

7. Dany jest czworoécian ABC D, w ktérym $ACB=<YADB=90° oraz AC=CD=DB.
Wykaz, ze AB<2-CD.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez M $rodek odcinka AB (rys. 7). Poniewaz trojkat ABC' jest prosto-
katny, wiec punkt M jest érodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie, skad MC = %AB .
Analogicznie, skoro trojkat ABD jest prostokatny, to M D = %AB.

Z réwnosci MA=MB=MC=MD oraz AC =CD = DB wynika, ze tréjkaty réwnora-
mienne AMC, CM D, DM B sa przystajace (cecha bok—bok—bok). Przyjmijmy oznaczenie

JAMC =4CMD=<DMB = q.

Zauwazmy, ze zachodzi nieréwnosé
3a=4AMC+4CMD+<DMB >
>JAMD +<DMB =180°,
czyli a>60°. Stad w szczegdlnosci wynika, ze
IMAC =90° —1a <60° <a=<JAMC,
wiec MC < AC, gdyz w trdjkacie naprzeciw wiek-
szego kata lezy dtuzszy bok. Ostatnia nieréwnosc¢ row-

nowazna jest tezie zadania, gdyz MC = %AB oraz
AC=CD.
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