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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Wykaz, ze istnieje nieskonczenie wiele tréjek (x,y,z) dodatnich liczb catkowitych

spetniajacych réwnanie
z(y—2z)+y(z—x)=6.

Szkic rozwigzania

Przeksztalcajac rownowaznie dane réwnanie, otrzymujemy kolejno

Yy —r2+yz—xy =0,
yz —xz =0,

z2(y—x)=6.

Jedli zatem n > 1 jest dowolna liczba naturalna, to kazda trojka postaci

(z,y,2)=(n,n+6,1)

jest rozwigzaniem danego rownania. Wobec tego takich tréjek jest nieskonczenie wiele.

Uwaga

Wskazane w rozwiazaniu tréjki liczb (z,y,z)=(n,n+6,1) nie sa jedynymi spelniajacymi
dane réwnanie. Réwniez kazda z tréjek (n,n+3,2), (n,n+2,3), (n,n+1,6), gdzie n jest

dowolng dodatnig liczba catkowita, spelnia warunki zadania.

2. Wewnatrz kwadratu ABC'D wybrano taki punkt P, ze
AP=AB oraz <JCPD=90°.
Wykaz, ze DP=2-CP.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez M $rodek odcinka DP (rys. 1). Poniewaz
AP=AB=AD, wiec tréjkat ADP jest réwnoramienny i wobec
tego trojkat ADM jest prostokatny. Ponadto zachodza réwnosci
SADM =90° — SPDC = ¥DCP oraz AD = DC, wiec trjkaty
ADM i DCP sa przystajace, na mocy cechy kat—bok—kat. Wo-
bec tego DM = CP, skad otrzymujemy DP=2-DM =2-CP,
a to nalezato udowodnic.

3. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych liczba
n*+4
17

jest pierwsza.

Szkic rozwigzania

W rozwigzaniu skorzystamy z nastepujacego rozkladu na czynniki liczby n* 4 4:
nt44=n+4n®+4—4n* = (n*+2)*— (2n)* = (N +2—2n)(n*+242n).
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n*4+4
17
Szukamy takich liczb naturalnych n, dla ktérych liczba p jest pierwsza. Korzystajac
z wyprowadzonej na poczatku tozsamosci, mozemy powyzsza rownosé zapisa¢ w postaci

(n?+2—2n)(n*+2+2n)=17p.

Przyjmijmy oznaczenie p=

Poniewaz liczby 17 oraz p sa pierwsze, a ponadto n? 42— 2n < n?+ 24 2n, wiec spetniony
jest jeden z trzech ukladéw réwnan:

n?+2—-2n=1 n?4+2—2n=17 n2+4+2—2n=p
n?+24+2n=17p, n?4+24+2n=p, n?4+2+2n=17.

Pierwsze réwnanie pierwszego ukladu réwnan przybiera postaé¢ (n—1)2+1=1, skad ob-
liczamy n=1. Przeksztalcajac podobnie pierwsze rownanie drugiego uktadu rownan, otrzy-
mujemy (n—1)? =16, skad n =>5. Wreszcie, przeksztalcajac analogicznie drugie réwnanie
trzeciego uktadu réwnan, dostajemy (n+1)2+1=17, skad n=3.

Bezposrednio sprawdzamy, ze sposréd uzyskanych trzech wartosci jedynie n=3 lub n=>5
spetniajg warunki zadania. Podsumowujac, jedynymi liczbami naturalnymi n spetniajacymi
warunki zadania sa n =3 lub n=>5.

Uwaga
Tozsamos¢, ktora wyprowadziliSmy na poczatku rozwiazania jest szczegdlnym przypad-
kiem ogélniejszego wzoru
a* +4b* = (a® +2b* — 2ab)(a® 4 2b* + 2ab),
nazywanego tozsamoscig Sophie Germain. Wiecej na temat zastosowan tej tozsamosci w za-

daniach olimpijskich mozna znalez¢ w artykule ,, Tozsamo$¢ Sophie Germain”, Kwadrat nr 16
(lipiec 2015).

4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym $ACB =60°. Na tréjkacie tym opisano okrag o.
Punkt X jest srodkiem tego tuku BC okregu o, ktéry nie zawiera punktu A, a punkt Y jest
srodkiem tego tuku C'A okregu o, ktéry nie zawiera punktu B. Udowodnij, ze prosta XY
jest styczna do okregu wpisanego w trojkat ABC.

Szkic rozwigzania

Poniewaz punkt X jest érodkiem tuku BC' okregu o, wiec prosta AX zawiera dwu-
sieczna kata BAC (rys. 2). Analogicznie, prosta BY zawiera dwusieczna kata ABC'. Stad
wniosek, ze odcinki AX i BY przecinaja sie w punkcie I bedacym $rodkiem okregu w
wpisanego w trojkat ABC.

rys. 2
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Prosta k jest styczna do okregu w, wtedy i tylko wtedy, gdy odlegltos¢ punktu I od
prostej k jest réwna promieniowi tego okregu. A poniewaz promien okregu w jest réwny
odleglosci punktu I od prostej AB, wiec zadanie bedzie rozwiazane, jeéli wykazemy, ze
odlegtosci punktu I od prostych AB i XY sa réowne.

Zauwazmy, ze

IBIX = YBAI +YABI = SCAX +4CBY =JCBX +4CBY =<4IBX,

skad wniosek, ze BX =IX. Ponadto YAX B=<JACB=60°. Trojkat IBX jest wiec réwno-
ramienny, w ktérym jeden z katéw ma miare 60°. Wobec tego jest to trojkat réwnoboczny,
a wiec IB=1IX. Ponadto $IBA = <IXY oraz SBIA=<XIY. Trzy ostatnie réwnosci
dowodza, ze trojkaty AIB 1Y IX sa przystajace (cecha bok—kat—bok). Stad w szczegdlnosci
wynika, ze odlegtosci punktu I od prostych AB i XY sa réwne, a tego mieliSmy dowies¢.

Uwaga
Kluczowa role w rozwiazaniu zadania odgrywa wyprowadzona rownos¢ I B=1X, ktorej
dowéd mozna znalezé réwniez w artykule ,Blizniacze zadania”, Kwadrat nr 16 (lipiec 2015).

5. W wierzchotkach n-kata foremnego rozmieszczono liczby 1, 2, ..., n w taki sposob, ze
suma liczb znajdujacych sie w kazdych trzech kolejnych wierzchotkach n-kata jest parzysta.
Wyznacz wszystkie liczby naturalne n > 3, dla ktérych takie rozmieszczenie jest mozliwe.

Szkic rozwigzania

Zauwazmy, ze suma trzech liczb naturalnych jest liczba parzysta tylko wtedy, gdy
wszystkie sa parzyste lub gdy doktadnie dwie sposréd nich sg nieparzyste.

Oznaczmy dany n-kat foremny przez A; As... A, w taki sposéb, aby wierzchotkowi A
byta przyporzadkowana liczba 2. Liczbe znajdujaca sie w wierzchotku A; oznaczmy przez
a;; mamy wiec a; = 2. Przyjmijmy, ze a,4; =a; dla i=1,2,... (np. dla n =3 przyjmujemy,
ze ag =ay, as =2, itd.).

W mysl uwagi poczynionej na poczatku rozwigzania, wérod liczb as, ag albo obie sa
parzyste, albo obie sg nieparzyste. Jezeli kazda z liczb as, as jest parzysta, to réwniez liczba
a4 jest parzysta, gdyz z warunkow zadania wynika, ze liczba as + as+ a4 jest parzysta.
Powtarzajac analogiczne rozumowanie dla liczb as, ag itd. dochodzimy do wniosku, ze kaz-
demu wierzchotkowi musiata zosta¢ przyporzadkowana liczba parzysta, co nie jest mozliwe,
gdyz pewien wierzchotek musi mie¢ numer 1. Stad wniosek, ze liczby as, a3 sa nieparzyste.

Poniewaz wsréd liczb as, as, ays dwie pierwsze sg nieparzyste, wiec trzecia liczba, czyli
a4, jest parzysta. Podobnie, skoro wsréd liczb as, a4, as jest jedna parzysta i jedna nieparzy-
sta, to trzecia liczba, czyli as, jest nieparzysta. Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie
dla kolejnych tréjek wierzchotkéw danego n-kata dochodzimy do wniosku, ze co trzeciemu
wierzchotkowi przyporzadkowana jest liczba parzysta, a pozostalym — liczby nieparzyste.
Wynika z tego, ze n jest liczba podzielna przez 3 oraz 7 jest liczba liczb parzystych posrod
1,2,...,n.

Jezeli n jest liczbg parzysta, to wsrdd liczb 1,2, ..., n jest doktadnie 5 liczb parzystych.
Jednak rownos¢ § = 4 nie moze mie¢ miejsca dla zadnej liczby catkowitej dodatniej n.

Jezeli n jest liczba nieparzysta, to posrod liczb 1, 2, ..., n jest doktadnie "’T*l liczb
parzystych. Otrzymujemy réownanie

n n—1

3 2
skad 2n=3n—3 i n=3. Bezposrednio sprawdzamy, ze dla n =3 dowolne etykietowanie
wierzchotkéw trojkata réwnobocznego liczbami 1, 2, 3 spelnia warunki zadania.
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Odpowiedz
Opisana w zadaniu sytuacja jest mozliwa tylko dla liczby n = 3.

6. Rozne liczby pierwsze nieparzyste p i ¢ maja te wlasnogé, ze liczba p® +p jest po-
dzielna przez ¢*+¢. Udowodnij, ze liczba 4 (p—q) jest zlozona.

Szkic rozwigzania
Zauwazmy, ze skoro liczba p?+p jest podzielna przez ¢?+q, to p>+p>¢?+q. Nieréwnoéé
te mozna przeksztalci¢ rownowaznie do postaci

(P—a)(p+q+1)>0.
Skoro p# q oraz p+q+1>0, to z powyzszej nieréwnosci wynika, ze p > q. W szczegdlnosci
p>q+1, gdyz p, g to liczby nieparzyste.
Dana w tresci zadania podzielno$¢ oznacza, ze

p(p+1)=kq(q+1) (1)

dla pewnej liczby naturalnej k. Skoro p>g+1, to p nie dzieli zadnej z liczb ¢, ¢+ 1. Jednak
p dzieli liczbe kq(q+1), skad wniosek, ze p dzieli k, czyli k=pl dla pewnej dodatniej liczby
catkowitej (.

Roéwnosé (1) przybiera wtedy postaé

1 1 q+1

p+1=lq(q+1), skad %(P—Q):§(p+1)—§(Q+1):(lq—1) 5

Poniewaz q > 3, wiec obie liczby %1, lqg—1 sa wieksze od 1. Tym samym liczba %(p—q),
jako iloczyn dwoch liczb wigkszych od 1, jest zlozona.

7. Czy istnieje taki ostrostup ABC DS, ktorego podstawsg jest prostokat ABCD i kté-
rego kazde dwie krawedzie boczne sg réznych dhugosci, a ponadto spelniona jest réwnosé

AS+CS=BS+ DS? Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Zalézmy, ze istnieje ostrostup ABCDS o wtlasnosciach opisanych w tresci zadania.
Oznaczmy przez P spodek wysokosci ostrostupa poprowadzonej z wierzchotka S, a przez
X, Y, Z — rzuty prostokatne punktu P na proste zawierajace odpowiednio krawedzie
podstawy AB, BC, C'D (rys. 3).

rys. 3 rys. 4

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow PX A, PYC (rys. 4), uzyskujemy
PA? 4+ PC?=PX?*+ XA+ PY?+YC? (2)
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7Z kolei dla trojkatow PX B, PZ D, otrzymujemy
PB*+PD?*=PX?*+XB*+PZ*+7ZD>. (3)
Poniewaz YC =PZ, XA=7D oraz PY = X B, wiec prawe strony zaleznosci (2) oraz (3)
sg rowne. Stad wniosek, ze ich lewe strony sa réwne, czyli
PA*+ PC?=PB*+PD>.
Dodajac do obu stron powyzszej réwnosci 2- PS? i korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla
tréjkatow prostokatnych APS, BPS, CPS, DPS, otrzymujemy
AS?+CS*=DBS?+DS>. (4)
Roéwnowaznie powyzszg zalezno$¢ mozemy zapisaé jako
AS?-BS*=DS?*-CS? czyli (AS—BS)(AS+BS)=(DS—CS)(DS+CS).
Ale w mysl zalozen zadania, AS—BS=DS—CS#0, wiec z réwnosci (4) wynika, ze
AS+BS=CS+DS.
Dodajac te réwnosé stronami do AS — BS = DS —CS, a nastepnie dzielac obustronnie
przez 2, otrzymujemy AS = DS, co stoi w sprzecznosci z zatozeniem, ze dtugosci krawedzi

bocznych rozwazanego ostrostupa sa rézne. Uzyskana sprzecznosé oznacza, ze nie istnieje
ostroshup o opisanych wtasnosciach.

Odpowiedz
Nie istnieje ostrostup ABC'DS o wlasnosciach opisanych w treéci zadania.

Uwaga

Sytuacja zobrazowana na rysunku 4 nie jest jedyna mozliwoscia. Punkt P moze znalez¢
si¢ na zewnatrz prostokata ABCD, na prostej zawierajacej jeden z jego bokow lub nawet
w jednym z jego wierzchotkow. Przeprowadzone rozumowanie pozostaje w mocy réwniez
w tych przypadkach.
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