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Rozwigzania zadan konkursowych

1. Czy istnieje taka liczba szesciocyfrowa, ktorej kazde dwie kolejne cyfry tworza pewna
liczbe dwucyfrowa bedacag kwadratem liczby catkowitej? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Wykazemy, ze taka liczba nie istnieje.

Przypusémy, wbrew tezie, ze taka liczbe da sie zbudowaé. Niech a; bedzie jej cyfra
jednosci, ag — cyfra dziesiatek, as — cyfra setek, itd.

Jedynymi liczbami dwucyfrowymi bedacymi kwadratami liczb catkowitych sa: 16, 25,
36, 49, 64 oraz 81. W zwiazku z tym kazda z cyfr as, as, a4, as musi byé¢ zaréwno cyfra
jednosci jak i cyfra dziesigtek ktoérejs z wymienionych liczb dwucyfrowych. W szczegdlnodci,
cyfra as musi by¢ wiec réwna 1, 4 lub 6.

Jesli a5 =1, to ay =6, az =4, ap =9 i cyfry a; nie da sie¢ juz dobrac.

Jesli a5 =4, to ay =9 i cyfry as nie da sie juz dobraé.

Jedli a5 =6, to agy =4, a3 =9 i cyfry as nie da sie juz dobraé.

We wszystkich przypadkach otrzymaliSmy sprzecznos$é, skad wynika, ze nie istnieje
liczba o postulowanej wtasnosci.

2. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AC = BC =5. Wysokos¢ tego trojkata poprowa-
dzona z wierzchotka A ma dtugosé 4. Oblicz dtugosé wysokoéci trojkata A BC' poprowadzonej
z wierzchotka C'.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez M $rodek odcinka AB. Poniewaz AC = BC, wiec punkt M jest
spodkiem wysokosci trojkata ABC poprowadzonej z wierzchotka C'. Szukamy dlugosci od-
cinka C'M.

Oznaczmy przez D spodek wysokoéci trojkata ABC poprowadzonej z wierzchotka A.
Wéwezas, jesli SACB < 90°, to punkt D lezy na odcinku BC' (rys. 1). Jedli natomiast
JACB > 90°, to punkt D lezy poza odcinkiem BC (rys. 2). Rachunki przeprowadzimy
w obu tych przypadkach.

C

rys. 1
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Przyjmijmy, ze SACB <90° (rys. 1). Obliczamy najpierw, wykorzystujac twierdzenie
Pitagorasa, dlugos¢ odcinka CD:

CD=VAC?2—AD2=/52—42=3.
Stad wyznaczamy dlugosé odcinka BD:
BD=BC-CD=5-3=2.
Dalej, znéw korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy dlugo$é odcinka AB:
AB=+AD2+BD2=+/424+22=20=2V5.

Ostatecznie, korzystajac po raz kolejny z twierdzenia Pitagorasa, uzyskujemy
CM =+/AC? — AM? = /52— (v/5)2 = /25— 5 =20.

Zalézmy teraz, ze LACB>90° (rys. 2). Rachunki przeprowadzimy w podobny sposéb.
Najpierw, tak samo jak w poprzednim przypadku, wyznaczamy dtugosé odcinka C'D:

CD=+AC?2—-AD2=/52—-42=3,
Stad obliczamy dtugos¢ odcinka BD:
BD=BC+CD=5+3=8.
Dalej, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy dlugos$¢ odcinka AB:
AB=+/AD? +BD2?=/42+82=1/80=2V20.

Ostatecznie, korzystajac po raz kolejny z twierdzenia Pitagorasa, uzyskujemy

CM=+AC? — AM?2 =1/52 —(v/20)2=1/5.

Odp.: Szukana dtugosé wysokosci réwna sie /20 lub /5.

3. Liczby a, b, ¢ spelniaja warunek |a —b| =2|b—c¢| =3|c—a|. Udowodnij, ze a=b=c.
Rozwigzanie
W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujaca nieréwnosé ||+ |y| > |x+y|, ktéra jest spel-
niona dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y. Jej dowdd przeprowadzimy w uwadze ponizej.
Oznaczmy: r = |a—b| =2|b—c| = 3|c—a|. Wowczas >0 oraz
la—bl=r, |b—c|= %r, lc—a|= %r.
Stad, wykorzystujac wspomniang nieréwnosé, uzyskujemy
sr+ar=b—c|+|c—a|>|(b—c)+(c—a)|=|b—al|=|a—b|=r,
czyli %7’ > r. Nieré6wnos¢ ta nie moze by¢ jednak spetniona, jesli » > 0. Wobec tego r =0
i w konsekwencji a—b=0, b—c=0, c—a=0. Stad a =b=rc, co nalezalo wykazac.

Uwaga:

Dowéd nieréwnoéci |x|+ |y| > |z +y| mozna przeprowadzi¢ w nastepujacy sposéb. Za-
16zmy najpierw, ze x+y > 0. Poniewaz |x| >z oraz |y| >y, wiec po dodaniu stronami tych
nieréwnosci uzyskujemy

[+ |y >z +y=|z+y|.
Jesli z kolei x4y <0, to dodajac stronami nieréwnoéci |z| > —z oraz |y| > —y, otrzymujemy
[z +yl > —z—y=—(z+y)=|z+y|.

W obu przypadkach dostajemy zadang nieréwnosé.
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4. Dany jest czworokat wypukty ABCD, w ktérym <DAB=<YABC=120° oraz CD=3,
BC =2, AB=1. Oblicz dtugosé odcinka AD.

Rozwigzanie

120°  120°

rys. 3

Oznaczmy przez X punkt przeciecia prostych AD i BC' (rys. 3). Wowczas
IXAB=180°—<4DAB=60° oraz JXBA=180°—<CBA=60°,

skad wynika, ze trojkat ABX jest rownoboczny. Zatem BX = AB =1 i w konsekwencji
XC=1+42=3=CD. Ponadto, z faktu, ze tréjkat ABX jest réwnoboczny wynika takze,
ze $DXC =60°. Wobec tego trojkat X CD réwniez jest réwnoboczny. Stad XD =CD = 3.
Ostatecznie AD=XD—-XA=3-1=2.

5. Czy istniejg takie cztery dodatnie liczby calkowite, ktérych suma jest réwna 21992,
a iloczyn jest réwny 519927 OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Sposob 1

Przypusémy, ze istnieja dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, d, dla ktérych a+b+c+d=
oraz abed =5'002. 7 drugiej réwnoéci wynika, ze kazda z liczb a, b, ¢, d jest postaci 5%, gdzie
k jest nieujemna liczbg catkowita.

Przeanalizujemy reszty z dzielenia przez 5 obu stron réwnosci a+b+c+d = 21992,

Zauwazmy, ze 21092 =450 = (—1)5%1 = —1 (mod 5). Stad wniosek, ze liczba 21992 daje
reszte 4 z dzielenia przez 5. Z kolei kazda liczba postaci 5* daje reszte 0 (gdy k>1) lub 1
(gdy k=0) z dzielenia przez 5. Zatem liczba a+b+c+d daje z dzielenia przez 5 reszte 4
jedynie wtedy, gdy a=b=c=d=1. Wtedy jednak a+b+c+d=4# 2'°2, Otrzymaliémy
sprzecznos¢, z ktérej wynika, ze nie istnieja liczby o postulowanej w tresci zadania wtasnosci.

Sposob 11

Podobnie jak w sposobie I, przypusémy, ze istnieja dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, d,
dla ktérych a+b+c+d =292 oraz abed = 5992, Zauwazmy, ze kazda z liczb a, b, ¢, d jest
postaci 5%, gdzie k jest nieujemna liczbg calkowita.

Tym razem przeanalizujemy reszty z dzielenia obu stron réwnoéci a+b+c+d=
przez 8.

Oczywiscie liczba jest podzielna przez 8.

Dalej, zauwazmy, ze 52 =25=1 (mod 8). Wobec tego 5%/ =1 (mod 8) oraz 5%*1 =5
(mod 8) dla dowolnej liczby catkowitej nieujemnej j. A zatem jesli wykladnik k jest liczba
parzysta, to liczba 5% daje reszte 1 przy dzieleniu przez 8, natomiast jesli wykladnik & jest
liczba nieparzysta, to liczba 5F daje reszte 5 przy dzieleniu przez 8.

21002

21002

21002
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Poniewaz kazda z liczb a, b, ¢, d jest potega liczby 5 o wykladniku catkowitym nie-
ujemnym, wiec mozliwe sa nastepujace przypadki:

at+btc+d=1+14+1+1=4 (mod 8);
e at+b+c+d=141+145=0 (mod 8);
o a+b+c+d=14+1+5+5=4 (mod 8);
o a+b+c+d=1+45+5+5=0 (mod 8);
e at+b+c+d=5+5+5+5=4 (mod 8).

Liczba a4 b+ c+d jest zatem podzielna przez 8 jedynie w przypadku, gdy dokladnie
jedna lub doktadnie trzy sposrdd liczb a, b, ¢, d sa potegami liczby 5 o wyktadniku nieparzy-
stym. Jednak w obu tych przypadkach iloczyn tych liczb jest potega liczby 5 o wyktadniku
nieparzystym (suma jednego wykladnika nieparzystego i trzech parzystych jest liczba nie-
parzysta, a takze suma trzech wyktadnikéw nieparzystych i jednego parzystego jest liczba
nieparzysta). Zatem iloczyn ten nie moze by¢ réwny 5102, Otrzymali$my sprzecznoéé, ktéra
dowodzi, ze nie istniejg liczby o postulowanej wtasnosci.

Uwaga

W rozwiazaniu wykorzystywalismy wlasnosci kongruencji. O tym, czym sg konguencje
i jak je stosowaé mozna przeczyta¢ w opracowaniu Matematyczne seminarium olimpijskie,
cz. 1 dostepnym na stronie OMJ pod adresem

www.omj.edu.pl/broszury-seminaria

6. W (2n+2)-kacie wypuktym narysowano n? przekatnych. Udowodnij, ze pewna z tych
przekatnych rozcina (2n+2)-kat na dwa wielokaty, z ktérych kazdy ma nieparzysta liczbe
wierzchotkéw.

Rozwigzanie

Pokolorujmy kolejne wierzchotki wielokata na przemian kolorem bialym i czarnym.
Zauwazmy, ze przekatna wielokata dzieli go na dwa wielokaty o nieparzystych liczbach
wierzchotkéw wtedy i tylko wtedy, gdy ma ona konce tych samych koloréw (zob. rys. 4 dla
n=>5).

) /;/O
rys. 4

Obliczymy liczbe przekatnych (narysowanych lub nie), ktérych konce sa réznych ko-
loréw. Wybierzmy najpierw wierzchotek biaty. Mozemy to zrobi¢ na n+1 sposobéw. Aby
narysowany odcinek byt przekatna, musi taczy¢ dwa niesasiednie wierzchotki. Wierzchotek
czarny nie sasiadujacy z ustalonym wczesniej wierzchotkiem bialym mozemy wybraé¢ na n—1
sposobéw. Wobec tego, tacznie jest doktadnie (n+1)(n—1)=n?—1 przekatnych o kofcach
réznych kolorow.
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Tymczasem przekatnych narysowano n?. Wobec tego co najmniej jedna z narysowanych
przekatnych ma konce tego samego koloru, a wiec dzieli dany wielokat na dwa wielokaty
o nieparzystych liczbach wierzchotkow.

7. Ponizsza figure, ztozona z czterech pigeciokatow foremnych o boku dtugosci 1, sklejono
w przestrzeni w nastepujacy sposob: najpierw zagieto ja wzdluz odcinkéw przerywanych,
taczac pogrubione odcinki, a nastepnie uformowano w taki sposob, aby kolorowe odcinki
utworzyty kwadrat. Wyznacz dlugos¢ powstalego w ten sposéb odcinka AB.

B

rys. 5

Rozwigzanie

Sposob 1

Przyjmijmy oznaczenia wierzchotkéw jak na rysunku 6.

Zauwazmy, ze AsBs = /2, gdyz jest to przekatna kwadratu o boku 1. W symetrii
wzgledem plaszczyzny symetralnej odcinka A3A4 punkt A przechodzi na As, a punkt C
przechodzi na Bs, skad uzyskujemy AC = A;Bs (rys. 7). Wobec tego AB jest przekatna
kwadratu o boku \/5, skad AB = V2:4/2=2.

C

/AN E— N,

As

B2 A2
rys. 7

Sposob 11

Niech A’, B, C’, D’ beda punktami przeciecia pltaszczyzny ABC D odpowiednio z pro-
stymi Ay Ay, B4Bs, B1Bs, A4As (rys. 8). Wéwcezas wierzchotki A, B, C, D sa $rodkami
bokéw kwadratu A’B’'C’'D’ skad AB=A'B’.

Rozwazmy konfiguracje zawarta w ptaszczyznie pieciokata DAy As B3 By. Zauwazmy, ze

IDB' B, =180° — S Ay B3 B’ =180° —<B3sB,D = <DB,B’,
skad wniosek, ze tréjkat B’ DBy jest réwnoramienny i DB’ = DBy = 1. Analogicznie usada-
niamy, ze DA’ = DA, =1. W konsekwencji mamy wiec
AB =A'D+B'D=1+1=2, skad AB=2.
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Bg A2

rys. 9

Uwaga

Warto zauwazy¢, ze druga czesé rozumowania zostata przeprowadzona wtasnie w plasz-
czyznie jednego z danych pieciokatéw po tym, jak odcinek AB zostal zrzutowany réwnolegle
na te ptaszczyzne. W szczegdlnosci, rzut prostopadly calej figury na plaszczyzne takiego
pieciokata (rys. 10) oraz ,widok z boku” (czyli rzut prostopadly na plaszczyzne pionowa,
rys. 11) wygladaja inaczej niz konfiguracja z rysunku 9.

D
B A B | L : 4
B4 Al
B4 Al
B3 I AZ
Bg I A2
rys. 10 rys. 11
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