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1. W klasie Marka jest 17 uczniéw i wszyscy napisali test. Marek uzyskal wynik o 17
punktéw wyzszy od Sredniej arytmetycznej wynikéw pozostalych uczniow. O ile punktéw
wynik Marka jest wyzszy od Sredniej arytmetycznej wynikow calej klasy? Odpowiedz uza-
sadnij.

Rozwigzanie

Sposob 1

Oznaczmy wynik Marka przez m. Wéwczas $rednia arytmetyczna wynikéw pozostatych
16 uczniéw to m—17, a zatem suma uzyskanych przez nich wynikéw to 16-(m—17). Wobec
tego suma wynikéw uzyskanych przez cala klase jest réwna

16-(m—17)+m=16-m—16-17+m=17m—16-17=17-(m — 16).
W rezultacie, $rednia arytmetyczna wynikow catej klasy to

17- (m—16)

=m — 16.
7 m—16

Odpowiedz: Wynik Marka jest o 16 punktéw wyzszy od Sredniej arytmetycznej wynikow
calej klasy.

Uwaga 1.

Podobny ciag obliczen mozna przeprowadzi¢ uzywajac innych oznaczen. Przyktadowo,
jesli oznaczymy przez x Srednig arytmetyczna 16 uczniéw réznych od Marka, to suma ich
wynikéw bedzie réwna 162, suma wynikow calej klasy bedzie réwna 172417, a Sredni wynik
calej klasy bedzie réwny x4+ 1, czyli o 16 mniej niz wynik Marka: x+17.

Sposob 11

7, warunkéw zadania wynika, ze Marek ma co najmniej 17 punktéw. Przypusémy, ze
Marek przekazal kazdej z pozostalych osob w klasie po jednym punkcie. Zauwazmy, ze
w wyniku opisanej zmiany taczny wynik wszystkich uczniow pozostalt taki sam, jak przed jej
dokonaniem. Wobec tego nie zmienita si¢ takze Srednia arytmetyczna wynikéw catej klasy.

Srednia arytmetyczna wynikéw uczniéw réznych od Marka wzrosta o 1, gdyz kazdy z nich
otrzymal 1 dodatkowy punkt. Wobec tego nowy wynik Marka (o 16 punktéw nizszy niz
poczatkowy) jest rowny nowej Sredniej pozostalych uczniéw — jest to wiec takze Sredni
wynik wszystkich uczniow w klasie. Stad wniosek, ze Srednia arytmetyczna wynikéw calej
klasy (niezmieniona w stosunku do poczatkowej) jest o 16 punktéw nizsza od (poczatkowego)
wyniku Marka.

Uwaga 2.

Z warunkéw zadania wynika, ze wynik Marka nie mégt by¢ najnizszym sposrod wynikéw
uzyskanych w jego klasie. Okazuje si¢, ze mogt by¢ drugim najnizszym — przyktadowo jesli
zatozymy, ze 15 sposrod uczniéw réznych od Marka uzyskato wynik 289 punktow, Marek —
288 punktéw, a pozostaly uczen — 1 punkt, to warunki zadania sa spetnione.
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2. W prostokacie ABC'D stosunek diugoéci bokéw BC': AB jest réwny /2. Wewnatrz
tego prostokata zaznaczono taki punkt X, ze AB=BX = X D. Wyznacz miare¢ kata BX D.

Rozwigzanie

Sposob 1

Przyjmijmy, ze AB =a. Wéwczas AD = BC = a\/2. Z twierdzenia Pitagorasa zastosowa-
nego do tréjkata ABD wynika, ze

2
BD2:AB2+AD2:a2+(a\/§) —3a2, skad BD=aV3.

Oznaczmy przez S $rodek odcinka BD (rys. 1). Poniewaz BX = XD, wiec odcinek XS
jest wysokoscig tréjkata réwnoramiennego BDX. W konsekwencji, ponownie korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa, tym razem dla tréjkata SX D, uzyskujemy

2 _ 2_ap2_,2_ _a
XS“=XD"-SD"=a (2 1 skad XS 5"

a av3

Trojkat prostokatny SX D ma boki dltugosci a, 5, “5=, jest wigc potoéwka trojkata réwno-
bocznego o boku a i w szczegdlnosei $SX D =60°. W konsekwencji $BX D =2-60° = 120°.

A av/2 D A D

a +

rys. 1 rys. 2

Uwaga 1.

W przeprowadzonym rozumowaniu mozna bez straty ogoélnosci zatozy¢, ze a jest kon-
kretng liczba dodatnia, np. a =1. Wynika to z faktu, ze skalowanie konfiguracji z tresci
zadania nie ma wplywu na miare szukanego kata.

Uwaga 2.

Roéwnos¢é BX = X D =a oznacza, ze punkt X jest jednym z punktéw przeciecia okregow
o promieniu a oraz Srodkach B i D. Poniewaz odlegto$¢ miedzy $rodkami tych okregéw,
réwna av/3, jest mniejsza od sumy dlugosci ich promieni, réwnej 2a, wiec te okregi przecinaja
siec w dwoch réznych punktach. Istnieja wiec dwa punkty X spelniajace warunki zadania
(rys. 2). Sa one wierzcholkami tréjkatéw réwnoramiennych o podstawie BD i ramieniu a
znajdujacymi sie po réznych stronach prostej BD. Odpowiedz jest niezalezna od tego, ktory
z punktéw zostanie wybrany, gdyz sa one symetryczne wzgledem srodka prostokata ABCD.

Sposob 11
W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujacy fakt:

Suma kwadratéw diugosci przekgtnych rombu o boku dlugosci a jest réwna 4a?.
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Aby przekonacé sie o jego prawdziwosci zauwazmy najpierw, ze przekatne rombu sg pro-
stopadte i dziela si¢ na potowy. Jesli wiec przyjmiemy, ze przekatne rombu o boku dtugosci a
maja dlugosci 2e oraz 2f (rys. 3), to po narysowaniu tych przekatnych uzyskamy cztery przy-
stajace trojkaty prostokatne o przyprostokatnych diugosci e i f. Z twierdzenia Pitagorasa
wynika wiec, ze €2+ f2 =a?. Suma kwadratéw diugoéci przekatnych jest zatem réwna

(2e)% 4+ (2f)? =4e* +4f> = 4(e* + f?) = 4a.

A

~ x
~h x
S

B c
rys. 3 rys. 4
Przechodzimy do rozwiazania. Oznaczmy przez Y punkt symetryczny do punktu X
wzgledem $rodka prostokata ABCD (rys. 4). Wowczas czworokat BX DY jest rombem.
Przyjmijmy, ze AB =a, czyli a jest dlugoécia boku uzyskanego rombu. Wowczas AD = ay/2
oraz podobnie jak w poprzednim sposobie

2
BD*=a%+ (a\/i) = 3a°.
Wykorzystujac udowodniony na poczatku fakt mamy wiec
46> =BD*+XY?=3a’>+XY? skad a’=XY? czyli XY =a.

Skoro dtugos¢ XY jest rowna diugosci kazdego z bokéw rombu BX DY, to tréjkaty BXY
oraz DXY sa réwnoboczne. Zatem $BXD =2-60° = 120°.

Uwaga 3.
Prawdziwy jest ogdlniejszy fakt niz przytoczony w powyzszym rozwigzaniu, nazywany
czasem tozsamosciq rownolegtoboku:

W kazdym rownolegloboku suma kwadratéow diugosci wszystkich czterech bokow
jest rowna sumie kwadratow diugosci przekgtnych.

Dowo6d mozna przeprowadzi¢ korzystajac wielokrotnie z twierdzenia Pitagorasa.

Uwaga 4.

Proporcje danego w tresci zadania prostokata sa tak dobrane, ze po podzieleniu go na p6t
wzdtuz prostej taczacej sSrodki dtuzszych bokoéw, uzyskamy dwa mniejsze prostokaty podobne
do wyjsciowego (tzn. o takich samych jak on proporcjach bokéw). Fakt ten jest powodem, dla
ktorego stosowane powszechnie arkusze papieru (np. formatu A4) maja stosunek diugosci
bokéw bardzo zblizony do v/2.

W zwiazku z powyzszym konfiguracja z zadania pozwala na konstrukcje dobrego przy-
blizenia kata 120° za pomoca sktadania kartki papieru.
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3. Niech n > 1 bedzie liczbg catkowita. Wykaz, ze istnieje taka liczba catkowita, ktéra
jest wieksza od v/2n i mniejsza od v/5Hn.

Rozwigzanie

Sposob 1

W rozwigzaniu wykorzystamy obserwacje mowiaca, ze jesli réznica dwodch liczb jest wigk-
sza od 1, to pomiedzy nimi jest pewna liczba catkowita:

Jesli liczby x 1y spelniajg warunek y—x > 1, to istnieje taka liczba calkowita,
ktora jest wieksza od x i mniejsza od y.

Kroétkie uzasadnienie tej obserwacji jest nastepujace. Oznaczmy przez m najmniejsza liczbe
catkowita wieksza od . Wowczas

r<m<z+1<y,

wiec liczba m jest mniejsza od liczby y.

Przechodzimy do rozwiagzania. Zauwazmy, ze v/2 < 2 < /5, co potwierdza teze zadania
dla n=1. Przyjmijmy dalej, ze n > 2. Wéwczas /n > /2, a zatem

\/%—\/%:\/ﬁ(\/ﬁ—\/?) >\/§~(¢5—\/§):\/ﬁ—2>3—2:1.

W rezultacie, réznica pomiedzy liczbami +/5n oraz v/2n jest wigksza od 1. Na mocy przyto-
czonej obserwacji wynika z tego, ze Scisle pomiedzy tymi liczbami jest liczba catkowita.

Uwaga 1.

Wykorzystana obserwacje mozna w naturalny sposéb zilustrowaé¢ na osi liczbowej. Intu-
icyjnie oznacza ona, ze odcinek o dtugosci wiekszej od 1 nie miesci sie pomiedzy dwiema
kolejnymi liczbami catkowitymi, czyli w odcinku o dtugosci 1.

Uwaga 2.

Okazuje sie, ze dla dowolnej pary liczb dodatnich a <b pomiedzy liczbami a+/n oraz by/n
znajduje sie liczba catkowita dla dostatecznie duzych wartos$ci n. Nasladujac przedstawione
wyzej rozumowanie mozna udowodnié, ze aby taka liczba istniala, wystarczy aby spelniona
byla nieréwnoéé by/n —ay/n>1, czyli n>1/(b—a)?. Jak widaé, im mniejsza jest réznica
b—a, tym wieksze sa wartosci n, dla ktorych powyzsza nieréwnos¢ jest spetniona.

Sposob 11

Zauwazmy, ze wystarczy wykazac, ze dla kazdej liczby catkowitej n>1 pomiedzy liczbami
2n oraz Hn jest liczba m bedaca kwadratem liczby catkowitej. Jesli bowiem 2n <m < 5n, to
V2n < /m < +/5n, gdzie \/m jest liczby calkowita.

Dla n =1 wystarczy przyja¢ m=4. W dalszej czesci rozwigzania zatézmy, ze n > 2.

Oznaczmy przez k najwicksza taka liczbe calkowita, ze k% < 2n. Wéwczas liczba (k+1)2
jest wieksza od 2n, czyli

k2 <2n < (k+1)2

Wykazemy, ze liczba (k+1)? jest mniejsza od 5n, co zakoficzy rozwigzanie. Zauwazmy, ze
skoro n>2, to k>2 i w konsekwencji k? > 2k. Wobec tego

(k+1)? =k 42k + 1<k + k> +1=2k*+1<2-2n+1=4n+1<4n-+n=5n.
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4. W kazde pole ponizszej tabeli nalezy wpisa¢ inna liczbe catkowitg sposréd liczb od 1
do 17 w taki sposdb, aby sumy liczb we wszystkich o$miu kolumnach byly réowne, a suma
liczb w gérnym wierszu byla dwa razy wigksza od sumy liczb w dolnym wierszu.

Ktoérej z liczb od 1 do 17 mozna nie wpisa¢ do tabeli? Podaj wszystkie takie liczby. Odpo-
wiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Sposob 1

Oznaczmy przez n liczbe niewpisang do tabeli. To oznacza, ze suma wszystkich liczb
wpisanych do tabeli jest rowna

14243+...417—n =153 —n.
7 warunkéw zadania wynika jednoczesnie, ze suma wszystkich liczb wpisanych do tabeli jest:
e podzielna przez 3, gdyz jest trzykrotnoscia sumy liczb wpisanych do dolnego wiersza;
e podzielna przez 8, gdyz jest oSmiokrotnoscig sumy liczb wpisanych do kazdej kolumny.
W konsekwencji liczba 153 —n jest podzielna przez 24. Ponadto, poniewaz 1 <n <17, mamy
136 <153 —n < 152.

Stad wniosek, ze 153 —n =144 i w konsekwencji n=9.
Pozostaje wskaza¢ sposéb wpisania liczb z pominieciem liczby 9, ktéry spelnia warunki
zadania (rys. 5).

1716 3 (14|13 |12|11]|10
112|15(4(|5|6]|7]8

rys. 5

Uwaga
7, doktadnoscia do kolejnosci kolumn sg tylko cztery mozliwosci wpisania liczb w pola
tablicy zgodnie z warunkami zadania (rys. 5-8).

17116 (15| 4 |13[12|11| 8 17116 15|14 5 (12| 7 |10 1711611514136 | 7 | 8
1123|1456 7|10 112134 (13[6 (11| 8 11213 ]14]5(12(11]10
rys. 6 rys. 7 rys. 8

Sposob 11

Niech k oznacza sume liczb w kazdej z kolumn po wypetnieniu tabeli zgodnie z warunkami
zadania. Zauwazmy, ze gdyby liczba k byta mniejsza od 17, to w tabeli nie mogtaby sie
znalez¢ zadna z liczb 16, 17 (gdyz jako druga liczbe w tej samej kolumnie nalezaloby wpisaé
0 lub —1). To przeczy zalozeniu, ze tylko jedna z liczb od 1 do 17 pozostaje niewykorzystana.
Podobnie gdyby liczba k byta wicksza od 19, to w tabeli nie mogtaby si¢ pojawi¢ zadna z liczb
1, 2, wbrew zalozeniu, ze pomijamy tylko jedna liczbe. To oznacza, ze k jest jedng z liczb:
17, 18, 19.
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Niech w oznacza sume liczb wpisanych w dolnym wierszu tabeli. Wowczas 2w jest suma
liczb wpisanych w jej gérnym wierszu, a suma liczb wpisanych w catej tabeli jest réwna 3w.
7 drugiej strony suma liczb w tabeli jest réwna 8k, co oznacza, ze k jest liczba podzielna
przez 3. W konsekwencji k moze by¢ rowne jedynie liczbie 18, gdyz 17 oraz 19 nie sa liczbami
podzielnymi przez 3.

Liczba 18 ma 8 przedstawien jako suma dwoch réznych liczb catkowitych od 1 do 17:

1+17=24+16=34+15=44+14=5+13=6+12=7+4+11=8+10,

wiec w kazda kolumne tabeli wpisane sa sktadniki innego sposrdd tych osmiu przedstawien.
To oznacza, ze jesli wypelnienie tablicy zgodnie z warunkami zadania jest mozliwe, to nie-
wykorzystana liczba jest 9. Aby zakonczy¢ rozwigzanie, nalezy podaé przyktad wypelnienia
tabeli liczbami z pominieciem liczby 9 (rys. 5-8).

5. Punkty K, L, M leza odpowiednio na bokach BC', C'A, AB tréjkata rownobocznego
ABC i speliaja warunki

KM=LM, IKML=90° oraz AM = BK.

Udowodnij, ze $CK L =90°.

Rozwigzanie

Sposob 1

Oznaczmy przez N taki punkt lezacy na boku AC, ze AM =BK =CN (rys. 9). Wéwczas
BM =CK = AN, wiec trojkaty AMN, BKM, CNK sa przystajace (cecha bok—kat—bok),
a trojkat KM N jest rownoboczny.

C

A M B
rys. 9 rys. 10
Zauwazmy, ze M N =ML oraz SLMN =IKML—<KMN =90° —60° =30° wiec w tr6j-
kacie rownoramiennym LM N mamy

2dMLN =SMLN+<IMNL=180°—-<LMN =150°, czyli IMLN =75°.

W konsekwencji SOLK = SMLC — <MLK =75° —45° = 30°. Dwa z katéw trojkata CK L
maja wiec miary SCLK =30° oraz <K CL=60°, co oznacza, ze trzeci kat tego trojkata jest
prosty, czyli SCK L =90°.

Uwaga 1.

Teza zadania jest spetniona réwniez gdy zalozenie K M L=90° zastapimy znacznie stab-
szym zatozeniem K M L#60° (rys. 10). Nietrudno sprawdzi¢, ze woéwczas N # L, a podobne
do zaprezentowanych powyzej rachunki na katach prowadza do wniosku, ze SCOLK = 30°
i w konsekwencji SCK L =90°.
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Réwnosé <C LK =30° mozna (przy zatozeniu <K M L#60°) takze uzasadnié korzystajac
z wlasnosci katéw w okregu: zaleznos¢ MK = ML= MN oznacza, ze punkty K, L, N leza
na okregu o $rodku w punkcie M. Wobec tego jesli <K M L>60° (rys. 11), to kat KLN jest

wpisany w ten okrag, a zatem jest dwa razy mniejszy od kata srodkowego K M N opartego
na tym samym tuku, skad

1 1
<IKLN:§<IKMN:§-60°:30°.

W przypadku SKML <60° (rys. 12) kat KLN jest réwny 180° — LK M N = 150°, wiec
réwniez uzyskujemy SCLK =180° — K LN = 30°.

rys. 11

rys. 12

Zalozenie SK ML +#60° jest istotne — jedli je pominiemy, kat CK L w takiej konfiguracji
moze mie¢ dowolna miare mniejsza od 120°.

Sposob 11

W rozwiazaniu wykorzystamy twierdzenie, nazywane czasem czwartg cechq przystawania
trégkatow (bok—bok—kat):

Przypusémy, ze dla tréjkgtéow XY Z oraz X'Y'Z' spelnione sq réwnosci
XZ=X'7Z', YZ=Y'Z  oraz SZXY=9Z'X'Y’.
Woéwczas XY Z =<SX'Y'Z" (rys. 13) lub XY Z+IX'Y'Z' =180° (rys. 14).

Z' VA A

RN
~
>
h<
—Ho N
AT

X Yy Y
X' X'

rys. 13 rys. 14 rys. 15

Krétki dowod tego twierdzenia jest nastepujacy. Z uwagi na symetrie rél trojkatow XY Z
i X'Y'Z" mozemy zalozyé¢, ze XY < X'Y’. Wybierzmy na pélprostej XY~ taki punkt Y/,
ze XY" =X'Y' (rys. 15). Skoro XZ = X'Z' oraz $ZXY" =<427'X'Y’, to trdjkaty X'Y'Z'
oraz XY 7 sa przystajace (cecha bok—kat—bok). Zatem Y"'Z=Y'Z'=Y Z.

JedliY =YY" to XY Z=9XY"Z=3X'Y'Z'.

Jesli zas Y £Y" | to trojkat YY" Z jest rownoramienny i w konsekwencji

IXYZ=180°—Y"YZ=180°—YY"Z=180°-4X'Y'Z".

Olimpiada Matematyczna Junioréw jest finansowana @% 5t°WafZE’SZE""S
ze $rodkow krajowych Ministerstwa Edukacji i Nauki V@V na rzect Edukac)

Matematycznej

Ministerstwo
™ Edukacji i Nauki




Przechodzimy do rozwigzania. Poniewaz AM = BK, LM = MK, SLAM = <M BK , wicc
przytoczony fakt mozna zastosowaé¢ w odniesieniu do trojkatéw ALM oraz BM K (rys. 16).
W ten sposéb stwierdzamy, ze SALM = <BMK lub SALM +<BMK =180°. Zauwazmy
jednak, ze pierwszy z tych przypadkow nie moze mie¢ miejsca, gdyz

SALM —¥BMK = (180° —60° — SAML) — YBMK =
= (180° = SAML —4<BMK) —60° = 90° — 60° = 30° # 0°.

Wobec tego SALM +SBMK =180°, co w polaczeniu z powyzszg réwnoécia prowadzi do
wniosku, ze LALM =105° oraz {BM K =75°, skad SCLK =180°—45°—105°=30° i w kon-
sekwencji SCKL=90°.

Uwaga 2.

Podobnie jak w przypadku poprzedniej metody, ta réwniez jest skuteczna przy zasta-
pieniu zalozenia SK ML =90° stabszym zalozeniem 4K M L # 60°. Istotnoéé tego zatozenia
jest widoczna przy wykluczaniu przypadku SALM = SBMK (dla SKML=60° te katy sa
réwne, wiec nie mozemy wnioskowaé o réwnosci SALM +<IBM K = 180°).

A : M B AaQ M P 1 B
rys. 16 rys. 17

Sposob 111

Zauwazmy, ze do rozwiazania zadania wystarczy wykazanie, ze CL =2 -CK. Istotnie,
skoro w trojkacie C'K L kat przy wierzchotku C' ma miare 60°, to powyzsza réwnos¢ pozwala
stwierdzié, ze tréjkat ten jest polowa tréjkata réwnobocznego, skad SCK L =90°.

Oznaczmy przez P i Q odpowiednio rzuty punktéw K i L na prosta AB (rys. 17).
Przyjmijmy, ze PB =1 oraz AQ = a. Skoro kazdy z tréjkatow prostokatnych BPK i AQL
jest polows tréjkata réwnobocznego, to BK =2, KP=+/3, AL=2a, LQ =a/3.

Zauwazmy, ze

IMKP=90°—IPMK =JLMQ=90° - SQLM,

co wobec KM = LM oznacza, ze trojkaty prostokatne K PM oraz MQL sa przystajace
(cecha kat-bok-kat). W szczegdlnoéci mamy wiec M P = LQ = ay/3 oraz MQ =KP =+/3.
Skoro AM = BK, to a++/3=2, czyli a=2—+/3. Bok tréjkata ABC ma dlugosé

AM+MP+PB=2+40aV3+1=3+2V3-3=2V3,
skad uzyskujemy
CK=BC—-BK=2V3-2 oraz CL=AC—-AL=2V3-2-(2—V3)=4V3—4.

To prowadzi do konkluzji, ze CL=2-CK, co bylo do udowodnienia.
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6. W kazdym polu tablicy 10 x 10 znajduje si¢ strzatka skierowana w gore, w dot, w lewo
lub w prawo. Wykaz, ze mozna tak usuna¢ z tablicy 50 strzalek, aby zadne dwie z pozostatych
nie wskazywaly na siebie nawzajem.

Uwaga: Strzatki wskazuja na siebie nawzajem takze wtedy, gdy ich pola nie sasiaduja lub
gdy pomiedzy nimi sg inne strzalki

Rozwigzanie

Sposob 1

Niech g, d, | oraz p oznaczaja liczby strzalek skierowanych odpowiednio w goére, w dot,
w lewo oraz w prawo. Wéwcezas g+ d+ 1+ p=100. Przypusémy, ze g > d oraz [ > p. Wtedy

100=g+d+i+p>d+d+p+p=2-(d+p), czyli 50>d+p.

Mozemy wiec usunac¢ z tablicy 50 strzalek w taki sposéb, aby usuniete zostaly wszystkie
strzalki skierowane w dét lub w prawo. Zadne dwie pozostale strzalki nie beda wéwcezas
wskazywaé na siebie nawzajem.

Analogicznie postepujemy w pozostalych przypadkach, tzn. jesli g <d oraz [ > p, to usu-
wamy strzalki w taki sposob, aby usuniete zostaly wszystkie strzatki skierowane w gore lub
w lewo, jesli g > d oraz | < p — w taki sposéb, aby usuniete zostaly wszystkie strzatki skie-
rowane w doét lub w prawo, a jesli g > d oraz [ > p — w taki sposob, aby usuniete zostaty
wszystkie strzatki skierowane w doét lub w lewo.

Uwaga 1.

Zaprezentowane rozumowanie mozna alternatywnie przedstawi¢ w nastepujacy sposob.
Posréd liczb d+p, g+p, d+1, g+1 co najmniej jedna jest nie wigksza od 50, gdyz suma tych
czterech liczb jest réwna 2-(g+d+1+p) =200. Jezeli d+p <50 to usuwamy wszystkie strzatki
skierowane w do6t i wszystkie strzalki skierowane w prawo (i by¢ moze jeszcze inne strzalki,
aby tacznie usunaé¢ dokladnie 50). Podobnie postepujemy w trzech pozostatych przypadkach.

Sposob 11

Pomalujmy wszystkie strzatki skierowane w prawo lub w gére na niebiesko, a wszystkie
strzatki skierowane w lewo lub w dét na czerwono. Zauwazmy, ze wowczas zadne dwie strzatki
tego samego koloru nie wskazuja na siebie nawzajem.

Poniewaz wszystkich strzatek jest 100, wiec co najmniej 50 strzatek ma ten sam kolor.
Wystarczy pozostawi¢ w tablicy 50 spoérod nich.

Sposob 111

Rozwazmy dowolny wiersz tablicy oraz wszystkie znajdujace sie¢ w nim strzatki poziome
tzn. skierowane w prawo lub w lewo. Je$li usuniemy wszystkie strzatki w jednym z tych
dwoch kierunkéw, zadne dwie z pozostatych poziomych strzalek w tym wierszu nie beda
wskazywaly na siebie nawzajem.

7 kazdego wiersza usunmy poziome strzatki w tym kierunku, ktéry jest nie bardziej licznie
reprezentowany niz drugi (tj. jesli jest tyle samo strzalek skierowanych w lewo i w prawo,
usuwamy wszystkie strzatki w dowolnym z tych dwoch kierunkéw, a jesli liczby strzatek
skierowanych w lewo i w prawo sa rézne, usuwamy mniej liczna grupe strzalek). W ten
sposéb z calej tablicy usuniemy co najwyzej polowe wszystkich strzatek poziomych.

Analogicznie z kazdej kolumny usuhmy pionowe (tj. skierowane w gére lub w do6t) strzatki
w kierunku, w ktérym strzatek jest nie wiecej niz w drugim. W ten sposéb z calej tablicy
usuniemy co najwyzej potowe wszystkich strzalek pionowych.
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Lacznie usuniemy co najwyzej potowe wszystkich strzalek, czyli co najwyzej 50 strza-
tek nie pozostawiajac w zadnym wierszu ani kolumnie pary strzalek wskazujacych na siebie
nawzajem. Do zakonczenia rozwigzania wystarczy w razie potrzeby usunaé niektére z pozo-
statych strzatek tak, aby w tablicy pozostalo ich dokiadnie 50.
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Uwaga 2.

Okazuje sie, ze czasem usuniecie tylko 49 strzalek moze nie wystarczy¢ do tego, aby
uniknac¢ sytuacji, w ktérej pozostaja dwie strzatki wskazujace na siebie nawzajem.

Przyktadowo jesli z tablicy przedstawionej na rysunku 18 usuniemy tylko 49 strzatek,
to z pewnego wiersza usuniemy co najwyzej 4 strzatki. W tym wierszu pozostanie wiec co
najmniej jedna strzalka skierowana w lewo i co najmniej jedna strzalka skierowana w prawo
i beda one wskazywaé na siebie nawzajem.

Inny przyklad takiej sytuacji mozna uzyskaé¢ dzielac tablice 10 x 10 w dowolny sposéb na
prostokaty o wymiarach 1 x 2 i w obrebie kazdego z nich umieszczajac strzatki wskazujace
na siebie nawzajem (przyktad uzyskanego w taki sposéb ukladu strzalek jest widoczny na
rysunku 19). Wéwczas po usunieciu 49 strzatek co najmniej jeden prostokat 1 x 2 pozostanie
yhietkniety”, tzn. zadna z wpisanych don strzatek nie zostanie usunieta i w konsekwencji —
w tablicy pozostana strzatki wskazujace na siebie nawzajem.

Uwaga 3.

Mozna zadaé pytanie, czy zawsze jest mozliwe usuniecie 50 strzatek z dodatkowym wy-
maganiem, aby z kazdego wiersza i kazdej kolumny usunaé¢ dokladnie 5 strzalek. Okazuje
sie, ze nie zawsze jest to mozliwe — czasami aby pozby¢ sie wszystkich par strzalek wska-
zujacych na siebie nawzajem trzeba usunaé co najmniej 6 strzalek z pewnego wiersza lub
kolumny. Przyktadowo jesli w pewnych czterech kolejnych kolumnach poczatkowe utozenie
strzalek jest takie, jak na rysunku 20, to z co najmniej jednej z tych czterech kolumn trzeba
usunaé co najmniej 6 strzatek.

7. Wybrano n (niekoniecznie réznych) cyfr, z ktérych zadna nie jest réwna 0 ani 7.
Okazalo sig, ze kazda liczba n-cyfrowa zapisana wszystkimi wybranymi cyframi jest podziel-
na przez 7. Udowodnij, ze liczba n jest podzielna przez 6.

Rozwigzanie

Sposdb 1

Rozpatrzymy najpierw przypadek, w ktérym wszystkie wybrane cyfry sg rowne 1. Przyj-
mijmy oznaczenie A, =111...1 dla liczby zapisanej za pomoca n jedynek. Wykazemy, ze A,
jest liczba podzielng przez 7 doktadnie wtedy, gdy n jest liczba podzielna przez 6.

Ministerstwo
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Zauwazmy, ze Ar11=10-Ar +1, skad wniosek, ze reszta z dzielenia przez 7 liczby Aki1
jest jednoznacznie wyznaczona przez reszte z dzielenia przez 7 liczby Ajx. Bezposrednio
sprawdzamy, ze reszty z dzielenia przez 7 liczb Ay, Ao, As, Ay, As, Ag, A7 wynosza kolejno
1,4, 6,5, 2,0, 1. Jak wida¢ A; daje te sama reszte, co Ay, wiec cigg szesciu reszt 1, 4, 6,
5, 2, 0 bedzie powtarzal si¢ okresowo, a reszta réwna 0 bedzie pojawiata si¢ na pozycjach
podzielnych przez 6. To dowodzi postulowanej wtasnosci.

Jezeli wszystkie wybrane cyfry sa réwne d (przy czym d#0 i d#7), to przy ich uzyciu
mozna zapisa¢ wytacznie liczbe d- A,,, ktora jest podzielna przez 7 dokladnie wtedy, gdy
liczba A,, jest podzielna przez 7 (bo d nie jest liczba podzielna przez 7).

Przypusémy teraz, ze wybrano co najmniej dwie rézne cyfry, wéréd ktoérych sa a i b, przy
czym a < b. Rozwazmy dowolng liczbe m zapisana za pomoca wszystkich wybranych cyfr,
ktorej cyfra jednosci jest a, a cyfra dziesiatek jest b, czyli liczbe postaci

m=100c+ 10b+ a,

gdzie c¢ jest pewng liczba calkowitg nieujemna. Wéwcezas takze liczba m’ =100c+ 10a + b
jest utozona z wszystkich wybranych cyfr, gdyz powstaje z m w wyniku zamiany miejscami
ostatnich dwéch cyfr. Skoro obydwie liczby m i m’ sg podzielne przez 7, to takze ich réznica

m—m' =100c+10b+a— (100c+10a+b) =9- (b—a)

jest liczba podzielna przez 7. W konsekwencji b—a jest liczba podzielna przez 7. Korzystajac
z tego, ze b>a oraz a i b sa cyframi, otrzymujemy réwnosé¢ b—a =7, skad uzyskujemy dwie
mozliwosci: a=11b=8 oraz a=21ib=09.

7 przeprowadzonego rozumowania wynika, ze jesli pewne dwie wybrane cyfry sa rozne,
to albo kazda z wybranych cyfr jest rowna 1 lub 8, albo kazda z wybranych cyfr jest réwna
2 lub 9.

W pierwszym przypadku odejmujac od dowolnej n-cyfrowej liczby m ulozonej z wybra-
nych cyfr liczbe A,,, uzyskamy liczbe, ktorej kazda cyfra jest 0 lub 7, a zatem liczbe podzielng
przez 7. W zwiazku z tym liczba m jest podzielna przez 7 dokladnie wtedy, gdy liczba A,
jest podzielna przez 7, czyli — jak juz wiemy — w przypadku, gdy n jest liczba podzielng
przez 6.

Podobnie w drugim przypadku odejmujac liczbe 2- A,, od dowolnej n-cyfrowej liczby m
utozonej z wybranych cyfr, uzyskamy liczbe, ktorej kazda cyfra jest réwna 0 lub 7, a wiec
liczbe podzielng przez 7. Wynika z tego, ze m dzieli sie przez 7 doktadnie wtedy, gdy 2- A,
dzieli si¢ przez 7, czyli gdy n dzieli sie przez 6.

Sposob 11
Niech a bedzie dowolna wybrana cyfra, a m — dowolna liczba (n — 1)-cyfrowa zlozona
z pozostalych wybranych cyfr. Poniewaz liczby

10m+a oraz 10" '.a+m
s podzielne przez 7, wiec takze liczba
10- (10" t-a+m)— (10m+a)=a- (10" —1)

jest podzielna przez 7. Poniewaz a nie jest liczba podzielna przez 7, wiec wynika z tego, ze
10" —1=999...9=9-111...1 dzieli si¢ przez 7. To za$ oznacza (jak udowodniliSmy w pierw-
szym sposobie), ze n dzieli sie przez 6.
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