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Przed przystapieniem do rozwigzywania zadan wpisz na kazdg z siedmiu kartek
swoje imiona, nazwisko, numer klasy oraz numer zadania.

Rozwiazania poszczegolnych zadan zapisuj na oddzielnych kartkach. Uzywaj koloru czarnego
lub niebieskiego (réwniez przy wykonywaniu rysunkow). Nie uzywaj otéwka ani korektora.

Zadania sa jednakowo punktowane. Za w pelni poprawne rozwigzanie zadania mozna uzyskac
3 punkty, a za istotny postep w kierunku poprawnego rozwigzania mozna uzyska¢ 1 punkt.

Pamietaj, ze ocenie podlega przedstawiony tok rozumowania, wiec staraj sie zaprezentowac
go doktadnie i precyzyjnie. Za podanie samej odpowiedzi, nawet poprawnej, bez uzasadnienia
(lub z bltednym uzasadnieniem) nie beda przyznawane punkty.

Czas na rozwigzywanie zadan: 100 minut. Powodzenia!

1. Rozstrzygnij, czy istnieje taka liczba naturalna, ktérej kazda cyfra jest réwna 2 lub 6 i ktora
jest podzielna przez 4.

2. Prostokat o obwodzie 300 zostal podzielony na 9 kwadratéow o boku dtugosci a. Wyznacz
wszystkie mozliwe wartosci liczby a.

3. Uzasadnij, ze pole trojkata réwnoramiennego o bokach diugosci 5, 5, 6 jest réwne polu
tréjkata réwnoramiennego o bokach dhugosci 5, 5, 8.

4. Dodatnia liczba catkowita n ma dokltadnie trzy rézne dodatnie dzielniki. Uzasadnij, ze licz-
ba n? ma doktadnie pie¢ réznych dodatnich dzielnikéw.

5. W pieciokacie wypuklym ABCDE boki AB i CD sa réwnolegte oraz boki BC' i DE sg
réwnolegle. Zachodzi takze réwnoéé BAE = SAED. Wykaz, ze AB+BC =CD+ DE.
Uwaga. Pieciokat nazywamy wypuktym, jesli wszystkie jego katy wewnetrzne majg miary mniej-
sze niz 180°.

6. W pewnej grupie sktadajacej sie z szeSciu oséb kazdy lubi doktadnie trzy inne osoby, przy
czym jesli osoba A lubi osobe B, to niekoniecznie B lubi A. Rozstrzygnij, czy wynika z tego,
ze pewne dwie osoby wzajemnie sie lubia.

7. Liczby rzeczywiste z, y sg dodatnie i mniejsze od 2. Uzasadnij, ze x+y >z -y.
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Przykladowy zestaw czesSci zadaniowej — Rozwigzania

Zadanie 1.
Rozstrzygnij, czy istnieje taka liczba naturalna, ktorej kazda cyfra jest réwna 2 lub 6 i ktora
jest podzielna przez 4.

Rozwigzanie.
Sposéb 1. Niech n bedzie dowolna liczba ztozona wylacznie z cyfr 2 oraz 6. Jesli liczba n jest
rowna 2 lub 6, to nie jest podzielna przez 4. Jezeli liczba n jest co najmniej dwucyfrowa, to
konczy si¢ jedna z par cyfr:

22, 26, 62, 66.

Na mocy cechy podzielnosci przez 4 stwierdzamy, ze w zadnym z powyzszych przypadkow liczba
n nie dzieli sie przez 4.

Sposob 2. Jezeli liczba naturalna n ma w zapisie dziesietnym wytacznie cyfry 2 i 6, to liczba

1

-n

2
ma w zapisie dziesietnym wytacznie cyfry 11 3, wiec jest nieparzysta. Tymczasem jesli liczba
n jest podzielna przez 4, to liczba %n jest parzysta. Zatem nie istnieje liczba o opisanej wtasnosci.

Zadanie 2.
Prostokat o obwodzie 300 zostal podzielony na 9 kwadratéw o boku dlugosci a. Wyznacz
wszystkie mozliwe wartosci liczby a.

Rozwigzanie.
Prostokat zbudowany z 9 kwadratow o boku a ma wymiary 3a X 3a lub a X 9a:

(LT[ ] b

W pierwszym przypadku 20a = 300, skad a =15, w drugim zas 12a = 300, skad a = 25.

Zadanie 3.
Uzasadnij, ze pole tréjkata rownoramiennego o bokach dtugosci 5, 5, 6 jest rowne polu tréjkata
rownoramiennego o bokach dtugosci 5, 5, 8.

Rozwigzanie.

Sposob 1. W kazdym z trojkatéow prowadzimy wysokos$é z wierzchotka kata miedzy ramionami,
ktora dzieli podstawe na potowy. Obliczamy dtugosci poprowadzonych wysokosci z twierdzenia
Pitagorasa:

e w przypadku trojkata o bokach 5, 5, 6 jest to v/52 —32 =+/16=4,

e w przypadku tréjkata o bokach 5, 5, 8 jest to /52 —42=+/9=3.
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Sprawdzamy, ze pola obu tréjkatéw sa rowne:

1 1
Z.6-4=12=--8-3.
2 2

Sposob 2. Wykorzystamy fakt, ze trojkat o bokach 3, 4, 5 jest prostokatny. Trojkat o bokach
dtugosci 5, 5, 6 mozna uzyskaé¢ przez sklejenie dwoch takich trojkatow prostokatnych wzdiuz
przyprostokatnych o dtugosci 4, a trojkat o bokach dtugosci 5, 5, 8 mozna uzyskac przez sklejenie
dwdbch takich trojkatow wzdtuz przyprostokatnych o dtugosci 3. Obydwa te trojkaty rownora-
mienne majg wiec pole rowne dwukrotnosci pola trojkata 3, 4, 5.

3 3 4 4

Sposéb 3. Rozwazmy tréjkat prostokatny o bokach dhugosci 6, 8, 10. Srodkowa poprowadzona
do przeciwprostokatnej dzieli go na dwa trojkaty o réwnych polach i ma dtugosé 5. Dwa tréjkaty
uzyskane z tego podziatu to tréjkaty, o ktérych mowa w tresci zadania.

Zadanie 4.
Dodatnia liczba catkowita n ma dokltadnie trzy rézne dodatnie dzielniki. Uzasadnij, ze liczba
n? ma doktadnie pie¢ réznych dodatnich dzielnikéw.

Rozwigzanie.

Sposob 1. Liczba n jest rézna od liczby 1, ktéra ma tylko jeden dzielnik dodatni oraz od dowolnej
liczby pierwszej p, ktéra ma tylko dwa dzielniki dodatnie. Zatem n>1 jest liczba ztozona, wobec
czego istniejy liczby catkowite x, y wieksze od 1 o tej wtasnosci, ze n = xy.

Jezeli x # y to liczba n ma co najmniej cztery roézne dzielniki: 1, z, y, n, wigc nie spekia
warunkéw zadania. Zatem z =y, czyli n =22 i jest to jedyny rozklad n na czynniki wicksze od
1. Stad wynika, ze x jest liczbg pierwsza.

W konsekwencji n? =z, gdzie x jest liczbg pierwsza. Jedynymi dodatnimi dzielnikami tej liczby
sg 1, z, 22, 23, 2%, czyli n? ma doktadnie pie¢ dodatnich dzielnikéw.

Sposob 2. Liczba n posiada dzielnik rézny od 1 i samej siebie. Najmniejszy taki dzielnik jest
liczbg pierwsza. Zatem dzielnikami n sg na pewno 1, p, n dla pewnej liczby pierwszej p. Skoro
n nie ma innych dzielnikéw, to n=p? i kontynuujemy jak wyzej.

Sposob 3. Korzystamy z nastepujacego faktu:

Dodatnia liczba catkowita n ma nieparzysta liczbe dzielnikow dodatnich wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy n jest kwadratem liczby catkowitej.

Niech n =22. Liczba n ma dzielniki 1, x, 22 i s to wszystkie jej dzielniki. Zatem z jest liczba
pierwsza i kontynuujemy jak wyzej.
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Zadanie 5.
W pieciokacie wypuktym ABCDFE boki AB i CD sa réwnolegle oraz boki BC'i DE sg réw-
nolegte. Zachodzi takze réwnos¢ $BAE = SAED. Wykaz, ze AB+BC =CD+ DE.

Uwaga. Pieciokat nazywamy wypukiym, jesli wszystkie jego katy wewnetrzne majg miary mniej-
sze niz 180°.

Rozwigzanie.

Oznaczmy przez F' punkt przeciecia prostych AB i DE. Proste DF' i BC' sg réwnolegle. Podob-
nie proste BF' i C'D sa réwnolegte, zatem czworokat BC' DF' jest rownolegtobokiem. Z rownosci
IBAE = SAED wynika, ze

JFEA=180°— YAED =180°— <BAFE = <EAF,
czyli trojkat AE'F jest rownoramienny. Mamy wiec AF = E'F. Stad:
AB+BC=AB+EF+DE=AB+AF+DE=BF+DE=CD+DE.
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Zadanie 6.

W pewnej grupie sktadajacej si¢ z szesciu oséb kazdy lubi doktadnie trzy inne osoby, przy czym
jesli osoba A lubi osobe B, to niekoniecznie B lubi A. Rozstrzygnij, czy wynika z tego, ze pewne
dwie osoby wzajemnie si¢ lubig.

Rozwigzanie.

Sposob 1. Zauwazmy, ze jest doktadnie 15 par oséb. Gdyby zadne dwie osoby nie lubity sie
wzajemnie, mogtoby wiec by¢ co najwyzej 15 sytuacji, w ktorych jedna osoba lubi druga. Tym-
czasem takich sytuacji jest 6-3=18. Uzyskana sprzecznos¢ oznacza, ze musi istnie¢ co najmniej
jedna para oséb lubigcych sie wzajemnie (a nawet co najmniej trzy takie pary).

Sposdb 2. Sympatig nazwijmy sytuacje, w ktorej jedna osoba lubi druga (jesli pewne dwie
osoby lubig sie wzajemnie, oznacza to dwie sympatie). Zalézmy, ze zadne dwie osoby nie lubia
sie wzajemnie. To oznacza, ze kazda osoba jest lubiana przez co najwyzej dwie inne osoby
(te, ktérych ona sama nie lubi), a zatem taczna liczba sympatii jest nie wieksza od 6-2 =12.
Z drugiej strony, w mysl warunkéw zadania jest ona réwna doktadnie 6-3 = 18. Sprzecznosé
oznacza, ze pewne dwie osoby lubig si¢ wzajemnie.
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Zadanie 7.
Liczby rzeczywiste z, y sa dodatnie i mniejsze od 2. Uzasadnij, ze x4y >z -y.

Rozwigzanie.
Sposob 1. Skoro liczby z, y sa dodatnie, to dowodzong nieréwno$¢ mozna przeksztalci¢é do
rownowaznej postaci
T x- 1 1
+Y >—y7 czyli —+—>1.
Yy Ty y

Poniewaz x <21y <2, wiec % >1i i > % Dodajac te nieréwnosci stronami, uzyskujemy zadana

2
nierOwnosé.

Sposob 2. Poniewaz x < 2 oraz y >0, wiec xy < 2y. Podobnie uzasadniamy, ze xy < 2x. Dodajac
otrzymane nierownosci stronami, uzyskujemy

2ey < 2(x+vy), czyli zy<z+y.

Sposob 3. Zatézmy, ze v <y. Wowczas x +y > 2x > xy, przy czym druga nierownos¢ wynika
z tego, ze 2>y oraz x > 0. Analogicznie w przypadku z >y mamy z+1y > 2y > xy.

Sposob 4. Skoro 0<x<2i0<y<2,to—1l<zx—1<loraz —1<y—1<1, czyli
lt—1|<1 oraz |y—1|<]1.

Mnozac te nieréwnosci stronami, otrzymujemy |(z—1)(y—1)|<1. W szczegdlnosci wynika z tego,
ze
(-1 (y—1)<1, czyli ay<z+y.
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