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Wstep

Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow odbyt sie po
raz pierwszy w 2011 r. Zakwalifikowano na niego 20 najlepszych laureatéw
VI edycji OMG (2010/2011) z mlodszych klas gimnazjum. Uczestnicy Obozu
rywalizowali ze sobg w codziennych zawodach indywidualnych, rozegrali mecz
matematyczny (regulamin meczu znajduje sie na koncu niniejszej broszury),
a takze mieli okazje wystuchaé wielu odczytéw o tematyce olimpijskiej.

Od 2012 roku Komitet Gtéwny OMG organizuje dwa Obozy Naukowe.
Pierwszy z nich (poziom OM) przeznaczony jest dla laureatéw OMG z klas
trzecich gimnazjum, ktorzy koncza swoje zmagania z OMG, a rozpoczynaja
z OM, czyli Olimpiada Matematyczna na poziomie ponadgimnazjalnym. Drugi
Oboz (poziom OMG) przeznaczony jest dla mlodszych gimnazjalistéw. Kazdy
z Obozow trwa tydzien, a kwalifikacja przeprowadzana jest na podstawie wy-
nikéw uzyskanych na finale OMG.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania (wraz z rozwiazaniami) z Obo-
zu na poziomie OM, ktory odbyt sie w dniach od 31 maja do 6 czerwca 2015
roku w miejscowosci Szczyrk (woj. Slaskie), w osrodku Gronik. Wzieto w nim
udzial nastepujacych 20 uczniéw wylonionych na podstawie wynikéw uzyska-
nych na zawodach trzeciego stopnia X edycji OMG (2014/2015):

Mikolay Tymon Bdrdos, Michat Jan Bucon, Jan Fabrowski, Jan Wojciech For-
nal, Kamil Kajetan Galewski, Grzegorz Gruza, Maria Horodecka, Justyna Jo-
anna Jaworska, Mateusz Kandybo, Konstanty Jakub Kraszewski, Piotr Kubaty,
Arkadiusz Lukasz Pospieszny, Rafat Pyzik, Jakub Daniel Sola, Rafal Stanistaw
Szule, Tomasz Jan Slusarczyk, Tuan Anh Tran, Michal Umiriski, Michaf Bar-
ttomiej Wozny oraz Radostaw Zak.

Kadre Obozu stanowili:

Jerzy Bednarczuk, Sylwester Blaszczuk, Lukasz Bozyk, Kamil Rychlewicz, To-
masz Szymczyk oraz Jarostaw Wroblewsks.

Mamy nadzieje, ze publikacja zadan z Obozu wraz z pelnymi rozwigza-
niami pozwoli wiekszej liczbie ucznidéw zapoznaé sie z nimi i bedzie stanowié
cenny material w przygotowaniach do Olimpiady.

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow



Zestawienie ocen z zawodow indywidualnych

Zad:| P55 | a5 a2 | na 0
1. 19 1 0 0
2. 3 2 5 10
3. 11 1 7 1
4. 2 1 0 17
5. 10 3 0 7
6. 4 1 0 15
7. 2 1 0 17
8. 4 0 0 16
9. 3 1 0 16
10. 5 0 0 15
11. 3 1 0 16
12. 3 0 0 17
13. 7 1 1 11
14. 12 1 0 7
15. 3 0 0 17
16. 3 0 0 17
17. 17 1 0 2
18. 2 0 0 18
19. 20 0 0 0
20. 3 0 0 17
21. 6 0 0 14




Tresci zadan
Pierwsze zawody indywidualne

1. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE. Wyznacz sume
JACE+<BDA+<CEB+<DAC+<EBD.

2. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n > 6 o nastepujacej wtasnosci:
Spoéréd wierzchotkéow n-kata foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1
mozna wybraé sze$¢ wierzchotkéw wyznaczajacych szesciokat, ktérego kazdy
bok ma dlugoéé¢ nie wieksza od 1.

3. W kazdym z wierzchotkéow n-kata foremnego, gdzie n > 3, umieszczono
lampe i przelacznik, ktéry zmienia stan (zapalona/zgaszona) dwoch lamp
w wierzchotkach sgsiadujacych z tym wierzchotkiem. Poczatkowo dwie lampy
w kolejnych wierzchotkach sa zapalone, a pozostale zgaszone. Rozstrzygnij,
w zaleznosci od n, czy uzywajac dostepnych przetacznikéw mozna doprowa-
dzi¢ do stanu, w ktérym wszystkie lampy sa zgaszone.

4. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym SACB =90°. Na bokach BC, C A,
AB tego trdjkata wybrano odpowiednio takie punkty D, E, F, ze
JADC =<BDF, YBFD=<YAFE, <JAEF=<BEC.
Udowodnij, ze AD+DF =BE+EF.
5. Kwadrat o boku 107 podzielono na kwadraty jednostkowe. Rozstrzy-

gnij, czy figure powstala z duzego kwadratu przez usuniecie naroznego kwa-
dratu jednostkowego mozna podzieli¢ na prostokaty o wymiarach 1 x 4.

6. Kwadrat o boku 109 podzielono na kwadraty jednostkowe. Rozstrzy-
gnij, czy figure powstala z duzego kwadratu przez usuniecie centralnego kwa-
dratu jednostkowego mozna podzieli¢ na prostokaty o wymiarach 1 x 4.

7. Dany jest wieloscian wypukty, ktérego kazdg Sciane pomalowano na
czerwono lub niebiesko w taki sposob, ze kazde dwie $ciany majace wspolna
krawedz majg rézny kolor. Wykaz, ze jesli w dany wielodcian mozna wpisaé
sfere, to suma pdl jego czerwonych Scian jest réwna sumie pél jego niebieskich
Scian.

Uwaga: Sfera wpisana w wielodcian nazywamy sfere styczna do kazdej z jego
Scian.

8. Rozstrzygnij, czy dla dowolnej liczby naturalnej n > 4 oraz dowolnych

dodatnich liczb rzeczywistych x1, xo, 3, ..., T, spelniajacych warunek

T1+Tot+Tz+...+Tp=n
zachodzi nier6wnosé

T1Tox3+ ToX3Ty+T3x4T5+ ...+ Tp_2Tp 1Ty +Tp_1TnT1 +TpT1To < N.



6 Tresci zadan

Drugie zawody indywidualne

9. Rozstrzygnij, czy réwnanie
a®+05 + 8+ d®4-e® =60
ma rozwiazanie w dodatnich liczbach catkowitych a, b, ¢, d, e, f.

10. Dany jest trdjkat ostrokatny ABC, ktérego wysokosci przecinajg, sie
w punkcie H. Punkty K i L sa spodkami wysokosci opuszczonych odpowiednio
z wierzchotkéw A i B, a punkt M jest $rodkiem odcinka AB. Okregi opisane
na tréjkatach ABH i C KL przecinaja sie w punkcie P réznym od H. Wykaz,
ze punkty C, M, P leza na jednej prostej.

11. Wykaz, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych xq, zs, x3,
x4, Ts, Tg Spelniajacych warunek

T1+xo+T3+Ts+T5+26=06
zachodzi nier6wnosé

T1Tox3 + ToX3XT4 + T3T4T5 + L4T5T6 + T5LeT1 +TL1Lo < 8.

12. Plansza do gry ma pie¢ pél umieszczonych w wierzchotkach pieciokata
foremnego. Dozwolony ruch polega na zabraniu dwoéch zetonéw z dowolnego
pola, na ktérym jest wiecej niz jeden zeton i polozeniu jednego zetonu na na-
stepnym polu, liczac w kierunku zgodnym z ruchem wskazdéwek zegara.

Poczatkowo na kazdym polu znajduje sie 2015 zetonéw. Rozstrzygnij, czy
wykonujac ciag dozwolonych ruchéw mozna doprowadzi¢ do stanu, w ktérym
na planszy pozostanie mniej niz pie¢ zetonéw.
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Trzecie zawody indywidualne

13. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Udowodnij, ze
AP+ BP < AC+ BC.

14. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele trojek a, b, ¢ dodatnich
liczb catkowitych spetniajacych réwnanie

(a®*4+1)-(b*+1)=c*+1.

15. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z spelniajacych
warunki
22 +y?+22<1 oraz 20+3y+62>7

zachodzi nieréwnos¢ Txy > z.

16. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym SACB=60°. Na bokach BC' i AC
leza odpowiednio takie punkty D i E, ze BD = DFE = FA. Udowodnij, ze
JABE = 30°.
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Czwarte zawody indywidualne
17. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, e, f spelniaja réwnanie
2ab+ 6bc+12¢d +20de +30e f + 6 fa = a® + 4b% +9¢? + 16d> + 25e> +36.f2 .
Udowodnij, ze af = bc.

18. W turnieju szachowym startuje 2n zawodnikéw, gdzie n>2 jest liczba
naturalng. Udowodnij, ze mozna tak zaplanowaé rozgrywki skladajace sie
z 2n—1 rund, aby kazdy szachista rozegral z kazdym innym doktadnie jedna
partie szachow.

Uwaga: W kazdej rundzie kazdy z zawodnikow rozgrywa doktadnie jedna partie
szachow.

19. Dwa przystajace okregi przecinaja sie w punktach A i B. Prosta
przechodzaca przez punkt A przecina okregi w takich punktach C'i D réznych
od A, ze punkt A nalezy do odcinka C'D. Wykaz, ze BC' = BD.

20. Udowodnij, ze istnieje 2015 kolejnych dodatnich liczb catkowitych,
ktére nie sa postaci a?b?, gdzie a i b sa dodatnimi liczbami catkowitymi.

21. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC'. Na bokach AC i BC
wybrano odpowiednio takie punkty D i E, ze AB=BD=DEFE oraz AD=CE.
Wyznacz miare kata AC'B.
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Mecz matematyczny

22. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 4 oraz dowolnych
dodatnich liczb rzeczywistych x1, x2, x3, ..., £, zachodzi nieréwnosé

2 2 2
1,‘1932.T§ +$2x3x‘2 —|—1:3$4x3 +...

2 3 2,3 2.3 6 .6 .6 6
et T 2T, Ty, F 1T, X F T Ty <KX+ Tyt X3+ T

23. Przez punkt A poprowadzono proste styczne do okregu w w punktach
BiC. Prosta [ przechodzaca przez punkt A przecina okrag w w réznych punk-
tach D i E. Prosta rownolegta do DFE przechodzaca przez punkt B przecina
okrag w po raz drugi w punkcie X. Udowodnij, ze prosta X C przechodzi przez
srodek odcinka DFE.

24. Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej k istnieje taka
liczba pierwsza p >k, ze k liczb catkowitych bezposrednio poprzedzajacych
liczbe p, a takze k liczb catkowitych bezposrednio po niej nastepujacych, to
liczby ztozone.

W rozwiazaniu mozesz skorzystaé bez dowodu z nastepujacego twierdze-
nia Dirichleta: Dia dowolnych wzglednie pierwszych dodatnich liczb calkowitych
a 1 b istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci a+bn, gdzie n jest
dodatnig liczbg catkowitq.

25. Udowodnij, ze réwnanie m? +n? = 6* nie ma rozwigzan w dodatnich
liczbach catkowitych m, n, k.

26. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym JACB = 120°. Dwusieczne ka-
tow wewnetrznych przy wierzchotkach A, B, C przecinaja przeciwlegte boki
odpowiednio w punktach D, E, F. Udowodnij, ze <DFE =90°.

27. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby pierwszej p oraz dowolnej dodatniej
liczby catkowitej r < p istnieja takie dodatnie liczby caltkowite a i b mniejsze
od \/p, ze ar =+b (mod p).

28. W kazdym z wierzchotkéw n-kata foremnego, gdzie n >4, umieszczono
lampe i przelacznik, ktéry zmienia stan (zapalona/zgaszona) trzech lamp le-
zacych w bezpos$rednim sagsiedztwie tej lampy: dwoch w kierunku zegarowym
i jednej w kierunku przeciwzegarowym. Poczatkowo jedna lampa jest zapalona,
a pozostalte zgaszone. Rozstrzygnij, w zaleznosci od n, czy uzywajac dostep-
nych przetacznikéw mozna doprowadzié¢ do stanu, w ktérym wszystkie lampy
S zgaszone.

29. Rozstrzygnij, czy punkty plaszczyzny mozna pokolorowaé czterema
kolorami w taki sposéb, aby spetlnione byly nastepujace dwa warunki:
e kazde kolo o $rednicy wiekszej od 2 zawiera we wnetrzu punkty wszystkich
czterech koloréw;
e kazde kotlo o $rednicy mniejszej od 1 zawiera we wnetrzu punkty co najwyzej
dwdch kolorow.
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30. Ciagi (an) i (bn) sa okreslone nastepujacymi wzorami:
ap=99999, a; =1699999, bp=1, b1 =5,

ant2=10a,4+1 —9a, oraz  byyo=10b,41—8b, dla n=0,1,2,3,...
Wykaz, ze azo15 < b2015-

31. Udowodnij, ze szescianu o krawedzi 61 nie mozna wypelni¢ klockami,
z ktorych kazdy jest szeScianem o krawedzi 2 lub prostopadloécianem o wy-
miarach 3 x 3 x 1.

32. Pewne n wierzchotkéw 3n-kata foremnego pomalowano na czerwono.
Wierzchotki wielokata nalezy pogrupowaé w n roztacznych trdjek takich, ze
kazda zawiera dokladnie jeden czerwony wierzcholek. Udowodnij, ze mozna
to uczyni¢ tak, aby kazde dwa tréjkaty wyznaczone przez rézne trojki miaty
punkt wspdlny.



Rozwigzania zadan
Pierwsze zawody indywidualne
Zadanie 1. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE. Wyznacz sume
JACE+<BDA+<CEB+YDAC +<EBD.

Rozwigzanie
Oznaczmy przez P i (Q punkty przeciecia prostej C'E odpowiednio z od-
cinkami AD i BD (rys. 1). Zauwazmy, ze

IDPQ =180°—-YAPC =<JPAC+JPCA,
IDQP =180°—-YEQB=<YQEB+JQBE.
Stad wniosek, ze
JACE+YBDA+<YCEB+<YDAC+YEBD =
=JPCA+<IPDQ+YQEB+JYPAC+IQEB=
=JDPQ+<YDQP+<IPDQ=180°.

Odpowiedz: Szukana suma katéow wynosi 180°.

rys. 1

Zadanie 2. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n > 6 o nastepujacej wlasnosci:
Sposréd wierzchotkéw n-kata foremnego wpisanego w okrag o pro-
mieniu 1 mozna wybraé szesé¢ wierzchotkéw wyznaczajacych szescio-
kat, ktérego kazdy bok ma dtugosé nie wieksza od 1.

Rozwigzanie

Niech A1 AsA3A4A5Ag bedzie pewnym szeéciokatem wypuklym wyzna-
czanym przez szes¢ sposrdéd wierzchotkéw danego n kata oraz przyjmijmy, ze

A1 As jest najdhuzszym bokiem tego szesciokata (lub jednym z najdiuzszych,

jesli takich bokéw jest wiecej). Oznaczmy ponadto przez O §rodek okregu opi-

sanego na danym n-kacie foremnym.
Przyjmijmy oznaczenie a; = $A;0A;41 dlai=1,...,5 oraz ag=JAcOA;.

Wéwczas oy jest najwickszym z tych katow.

Jezeli punkt O lezy wewnatrz szesciokata A As A3 A4 AsAg, to

o1+ ag +asg+ag+ as +ag = 360°.
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Jednak zgodnie z warunkami zadania maja miejsce nieréwnosci a; < 60° dla
1=1,...,6. To oznacza, ze w nieréwnosciach tych musza zachodzié¢ réwnodci,
wiec szesciokat A1 As A3 Ay As Ag jest foremny. Taka sytuacja jest mozliwa tylko
gdy liczba n jest podzielna przez 6.

7 kolei w przypadku, gdy punkt O znajduje sie na zewnatrz sze$ciokata
A1A2A3A4A5A6, prawdq jest, 7e

a1 =+ ag+ag+as5+ag.

Szesciokat A As Az AyAsAg spelnia warunki zadania, o ile tylko a; <60°. To
oznacza, ze tuk stanowiacy 1/6 okregu opisanego na danym n-kacie foremnym
zawiera co najmniej 6 wierzchotkéw tego wielokata. Taka sytuacja jest mozliwa
tylko gdy n > 30.

Odpowied?: Warunki zadania spelniaja wszystkie liczby naturalne nie
mniejsze od 30 oraz te liczby mniejsze od 30, ktore sa podzielne przez 6.

Zadanie 3. W kazdym z wierzchotkéw n-kata foremnego, gdzie n > 3, umiesz-
czono lampe i przelacznik, ktéry zmienia stan (zapalona/zgaszona)
dwoch lamp w wierzchotkach sasiadujacych z tym wierzchotkiem. Po-
czatkowo dwie lampy w kolejnych wierzchotkach sg zapalone, a pozo-
stale zgaszone. Rozstrzygnij, w zaleznosci od n, czy uzywajac dostep-
nych przetacznikéw mozna doprowadzi¢ do stanu, w ktérym wszyst-
kie lampy sa zgaszone.

Rozwigzanie

Ponumerujmy kolejne lampy liczbami 1,2,...,n.

Przypusémy, ze n jest liczbg parzysta. Zauwazmy, ze kazde uzycie prze-
tacznika zmienia stan pewnych dwéch lamp o numerach tej samej parzystosci.
Stad wniosek, ze parzystos¢ liczby zapalonych lamp o numerach parzystych nie
ulega zmianie na skutek wykonywania dozwolonych operacji. Skoro liczba ta
na poczatku byta nieparzysta, to nie jest mozliwe, aby zgasi¢ wszystkie lampy
o numerach parzystych, a tym bardziej] — doprowadzi¢ do stanu, w ktérym
wszystkie lampy sa zgaszone.

Jezeli z kolei n jest liczba nieparzysta, to zatézmy, ze poczatkowo pala sie
lampy o numerach 1 i 2. Aby zgasi¢ swiatto, wystarczy uzy¢ kolejno przelacz-
nikéw przy lampach o numerach 3,5,7,...,n.

Zadanie 4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym SACB =90°. Na bokach BC,
CA, AB tego trbjkata wybrano odpowiednio takie punkty D, E, F,
ze

JADC =4BDF, ¥BFD=<JAFE, JAEF=<BEC.
Udowodnij, ze AD+DF =BE+FEF.
Rozwiazanie
Sposob 1
Oznaczmy przez A’ i B’ punkty symetryczne do punktéw A i B odpowied-
nio wzgledem punktu C (rys. 2). Wéwczas czworokat ABB’A’ jest rombem,
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gdyz jego przekatne dzielg sie na polowy i przecinaja sie pod katem prostym.
Poniewaz
IBDF = YADC =JA'DC oraz JAEF=<BEC =B EC,
wiec punkty D i F naleza odpowiednio do odcinkéw A’F' i B’F. Skoro proste
AB i A'B’ sa réwnolegle, to
JAB'F=3AFB =4BFA =<4B'A'F,
czyli trojkat A’B’F jest réwnoramienny. Stad wniosek, ze
AD+DF=A'D+DF=A'F=B'F=B'E+FEF=BE+EF.

Sposob 11

Oznaczmy przez F’ i F” punkty symetryczne do punktu F' odpowiednio
wzgledem prostych AC' i BC (rys. 3). Wéwczas B, E, F' oraz A, D, F" to
tréojki punktéw wspédtliniowych. Poniewaz

JAF'B=<YAFE=<BFD=<YBF"A,
wiec na czworokacie ABF” F’ mozna opisaé¢ okrag. Ponadto,
IF'AB+ ¥ABF" = 2(¥FAC +¥FBC) =2-90° = 180°,

skad wniosek, ze czworokat ABF”F’ jest trapezem. Kazdy trapez wpisany
w okrag jest trapezem réwnoramiennym, a zatem AF” = BF’, czyli

AD+DF=AD+DF"=AF"=BF =BE+EF =BE+EF.
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Uwaga

Mozna uzasadnié, ze jezeli istnieja punkty D, E, F' spelniajace warunki
zadania, to sa one jedyna trojka takich punktéw oraz musza zachodzi¢ nieréw-
nosci 30° < $ABC < 60°.

Zadanie 5. Kwadrat o boku 107 podzielono na kwadraty jednostkowe. Rozstrzy-
gnij, czy figure powstala z duzego kwadratu przez usuniecie naroz-
nego kwadratu jednostkowego mozna podzieli¢ na prostokaty o wy-
miarach 1 x 4.

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze taki podzial danej figury jest niemozliwy.

W tym celu podzielimy kwadrat 107 x 107 na kwadraty jednostkowe zwane
dalej polami, ktére ponumerujemy lub pokolorujemy w odpowiedni sposéb.

Poniewaz 107=3 (mod 4), a numerowania lub kolorowania beda okresowe

w poziomie i pionie z okresem 4, wiec sposéb numerowania lub kolorowania

danej figury przedstawimy na przyktadzie kwadratu o wymiarach 11x11 z usu-

nietym polem z prawego dolnego naroznika.

Sposob 1

Ponumerujmy pola danej figury jak na rysunku 4.

Zauwazmy, ze kazdy prostokat 1 x4 pokrywajacy 4 pola zawsze pokrywa
pola z r6znymi numerami. Poniewaz prawe dolne naroze (zaznaczone kolorem)
zawiera jedno pole z numerem 1 i trzy pola z numerem 3, a w pozostalej czesci
danej figury liczby pél z numerami od 1 do 4 sg réwne, wiec cala figura zawiera
wiecej pél z numerem 3 niz pdl z numerem 1. Stad wynika, ze nie jest mozliwe
pokrycie danej figury zgodnie z warunkami zadania.

Wl |=he|w(io|Re|w| o] =
e lw | olR e lw o= | w| N
Rl wlo R e |w]lo |~ | w
NI TSN ISR I NI I IS INGUR I OB I T
W N AW N W
iR Wl R | W= w
NI I TS INSURE I NG R I VSN INSURN I NG P TSN
=R IR (WD s Ww N

= RN | R WIND -~ W

WIN | |W(ND R w|No| =

W= | W= W N

rys. 4
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Sposob 11
Pokolorujmy pola danej figury jak na rysunku 5.

rys. 5
Wéwcezas kazdy prostokat 1 x4 pokrywajacy 4 pola zawsze pokrywa 0, 2
lub 4 zamalowane pola. Gdyby dang figure mozna byto wypeltnié¢ prostokatami
1 x 4, liczba zamalowanych pdl bylaby parzysta. Tymczasem prawe dolne na-
roze zawiera trzy zamalowane pola, a liczba zamalowanych pél w pozostalej
czedci danej figury jest parzysta.

Zadanie 6. Kwadrat o boku 109 podzielono na kwadraty jednostkowe. Rozstrzy-
gnij, czy figure powstala z duzego kwadratu przez usuniecie central-
nego kwadratu jednostkowego mozna podzieli¢ na prostokaty o wy-
miarach 1 x4.

Rozwiazanie

Wykazemy, ze takiej figury nie mozna podzieli¢ na prostokaty o wymia-
rach 1 x4. Przypusémy przeciwnie, ze figura taka jest pokryta takimi prosto-
katami.

Whpiszmy w kazdy kwadrat jednostkowy liczbe 1, 2, 3 lub 4 (rys. 6). Wtedy
liczba 1 wpisana jest w 28 pelnych kolumn, czyli parzyscie wiele — 28-109
kwadratéw jednostkowych. Zatem liczba prostokatéw pokrywajacych niepa-
rzyscie wiele z kwadratow z wpisana liczbag 1 musi byé¢ parzysta. Jednakze
prostokaty takie to doktadnie te, ktére ustawione sa poziomo. Zatem mamy
parzyscie wiele prostokatéw ustawionych poziomo.

7 drugiej strony liczba 2 wpisana jest w 27 pelnych kolumn, czyli niepa-
rzyscie wiele — 27-109 kwadratow jednostkowych. Zatem analogicznie mamy
nieparzyécie wiele prostokatéw ustawionych poziomo. Jest to sprzecznosé z wy-
zej uzyskanym rezultatem, co konczy dowdd.
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1123141112341 (2]|3|4]|1
1123141112341 (2]|3|4]|1
11213 (411234123411
11213 (411234123411
1123141123412 (3]4]1
1123141123412 (3]4]1
1121314112 4111213411
1123411234123 ]4]1
1123141112341 (2]|3|4]|1
1121341123412 (3]4]1
11213 (411234123411
1121341123412 (3]|4]1
1123141123412 (3]4]1
rys. 6

Uwaga
Mozna zauwazy¢, ze przeprowadzajac analogiczne rozumowanie do po-
wyzszego, mozna uzyskac¢ rozwiazanie poprzedniego zadania.

Zadanie 7. Dany jest wieloscian wypukly, ktérego kazda $ciang pomalowano na
czerwono lub niebiesko w taki sposob, ze kazde dwie $ciany majace
wsp6élng krawedz majg rézny kolor. Wykaz, ze jesli w dany wieloscian
mozna wpisaé sfere, to suma pdl jego czerwonych $cian jest réwna
sumie pdl jego niebieskich $cian.

Uwaga: Sferg wpisang w wieloScian nazywamy sfere styczng do kazdej
z jego $cian.

Rozwigzanie

Niech AB bedzie dowolng krawedzia danego wieloécianu oraz niech S i T
beda punktami stycznosci sfery s wpisanej w ten wieloScian do dwdch Scian,
ktérych wspdlng krawedzia jest AB.

Rozwazmy przekrdj wieloscianu i sfery pltaszczyzng AST. Poniewaz ptasz-
czyzny ABS i ABT sa styczne do sfery s, wiec proste AS i AT sa styczne
do zawartego w plaszczyznie AST okregu bedacego przekrojem sfery s. Stad
wniosek, ze AS = AT. Analogicznie uzasadniamy, ze BS = BT.

Na mocy cechy bok—bok-bok, tréjkaty ABS i ABT sa przystajace, wiec
w szczegblnosci maja one réwne pola. Ale jeden z tych tréjkatéw jest zawarty
w czerwonej Scianie, a drugi — w niebieskiej.

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla pozostatych krawedzi wie-
loscianu, dochodzimy do wniosku, ze postulowana réwnos¢ pol zachodzi, gdyz
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powierzchnia wieloScianu ulega dekompozycji na pary tréjkatéw przystaja-

cych, w kazdej z ktorych jeden jest czerwony, a drugi niebieski.

Zadanie 8. Rozstrzygnij, czy dla dowolnej liczby naturalnej n >4 oraz dowol-
nych dodatnich liczb rzeczywistych x1, x2, =3, ..., T spelniajacych
warunek

Ti+Te+T3+...+Tn="n
zachodzi nieréwnosé
T1T2T3FT2L3T4+T3T4T5+. . .+ Tn—2Tn—1Tn+Tn—1TnT1+TnT1T2 KN,
Rozwigzanie
Sposdb 1
Niech n=06 oraz 1 =2, 2o =1,9, x3=1,8, x4 =x5 =2 =0,1. Wowczas
r1x273 = 6,84, skad wynika, ze
T1ToT3 + ToT3Tg + XT3Xa4X5 + XyX5T6 + T5LeT1 + TeT1To > 6=n.

Podany przyktad liczbowy dowodzi, ze odpowiedz na postawione pytanie jest

negatywna.

Sposob 11
Niech n=8 oraz 1 =3, x2=3, xr3=1, r4s=x5 =25 =27 =28 =0, 2. Wbwczas
r1x273 =9, skad wynika, ze

T1Tox3 + ToX3Tys +X3T4T5+ ...+ TgLrTs +X7X8T1 +X8L1L2 > 8=n.

Podany przyktad liczbowy dowodzi, ze odpowiedz na postawione pytanie jest
negatywna.

Uwaga

Dla kazdego n > 6 mozna znalez¢ ciag liczb dodatnich (z1,x2,...,%,) 0 su-
mie n, ktéry nie spetnia postulowanej nieréwnosci. Co wiecej, przy podanych
zalozeniach, najlepszym mozliwym oszacowaniem jest nieréwnosé

n
T1X2L3 +ToX3L4 + L3454+ ... +Tp_9%py 1Ty +Tp_1TnT1 +TpT1To < <3) .
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Drugie zawody indywidualne

Zadanie 9. Rozstrzygnij, czy réwnanie
a®+b°+c®+d°+e® =6f°
ma rozwigzanie w dodatnich liczbach catkowitych a, b, ¢, d, e, f.
Rozwigzanie

Wykazemy, ze dane réwnanie nie ma rozwiagzan w dodatnich liczbach
catkowitych a, b, ¢, d, e, f.

Poczynimy najpierw nastepujace spostrzezenie: niech n bedzie dodatnia
liczba catkowita. Jezeli n nie dzieli si¢ przez 7, to z malego twierdzenia Fermata
n®=1 (mod 7). Jezeli za$ n dzieli si¢ przez 7, to réwniez n® dzieli si¢ przez 7,
czyli n®=0 (mod 7).

Przypusémy, ze réwnanie z treSci zadania ma rozwiazanie i wybierzmy
takie rozwiazanie (a,b,c,d, e, f), dla ktérego f jest mozliwie najmniejsze.

Zastosujmy powyzsze spostrzezenie do liczb a, b, ¢, d, e, f. Otrzymujemy
wtedy, ze kazda z liczb a, b9, c®, d, €%, f¢ daje przy dzieleniu przez 7 reszte
0 lub 1. Zatem suma a®+4 b + 8 +d® 4 €% daje przy dzieleniu przez 7 reszte
0, 1, 2, 3, 4 lub 5, przy czym reszta z dzielenia tej sumy przez 7 jest réwna
liczbie tych sposréd liczb a, b, ¢, d, e, ktore nie sa podzielne przez 7.

Z drugiej strony, 6f° daje przy dzieleniu przez 7 reszte 0 lub 6. Zatem
skoro ma zachodzié¢ réwnoéé a® +b% 48 +d® +e% =619, to obie strony musza
przy dzieleniu przez 7 dawac reszte 0. Wszystkie liczby a, b, ¢, d, e, f sa wiec
podzielne przez 7. Stad wynika, ze

NG b 6 NG d\ 6 e\ 6 £\©

() +() () () +(5) =(5) -
wige (%, %, s g, z, %) takze jest rozwiazaniem wyjéciowego rownania w dodat-
nich liczbach calkowitych, a przy tym % < f, co jest sprzeczne wyborem roz-

wiazania (a,b,c,d, e, f) jako minimalizujacego f.

Uwaga

Mozna takze wykazaé, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n liczba
n® daje reszte 0 (gdy n dzieli si¢ przez 2) lub 1 (gdy n nie dzieli si¢ przez 2)
przy dzieleniu przez 8, a nastepnie rozpatrywaé reszty z dzielenia przez 8.

Analogicznie mozna réwniez pokazaé, ze dla dowolnej dodatniej liczby
catkowitej n liczba n® daje reszte 0 (gdy n dzieli si¢ przez 3) lub 1 (gdy n
nie dzieli si¢ przez 3) przy dzieleniu przez 9, a nastepnie rozpatrywaé reszty
z dzielenia przez 9.

Zadanie 10. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, ktérego wysokosci przecinajg si¢
w punkcie H. Punkty K i L sg spodkami wysokosci opuszczonych
odpowiednio z wierzchotkéw A i B, a punkt M jest srodkiem od-
cinka AB. Okregi opisane na trojkatach ABH i CKL przecinaja
sie w punkcie P réznym od H. Wykaz, ze punkty C, M, P leza na
jednej prostej.
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Rozwigzanie

Niech D bedzie takim punktem, ze czworokat ACBD jest réwnoleglo-
bokiem (rys. 7). Réwnosci katéw <DBH = SDAH = 90° oznaczaja, ze odci-
nek HD jest érednica okregu opisanego na tréjkacie ABH. W szczegdlnosei
IDPH =90°.

rys. 7

Podobnie, poniewaz SCK H = SCLH =90°, wiec odcinek CH jest $red-
nica okregu opisanego na tréjkacie CK L i stad $CPH =90°. Laczac uzyskane
rownoéci, otrzymujemy

SDPH +<CPH =180°,

co oznacza, ze punkt P lezy na prostej C'D. To konczy rozwigzanie, gdyz
punkt M réwniez lezy na tej prostej, jako srodek odcinka C'D.

Zadanie 11. Wykaz, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych x1, z2,
T3, T4, Ts, Te spelniajacych warunek

T1+22+ 3+ xa+25+26=06
zachodzi nieré6wnosé
T1X223 +T2T3T4 + T3T4X5 + TaX5T6 + T5Tex1 +TeT12T2 < 8.
Rozwigzanie
7 nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczna i geometryczng mamy
(1:1 +x4) + (JIQ +x5) + (%3 +:c6
3

)> @1+ wa) (@a+ ) (23 +6),

czyli

(ggl+x4)+(x2+x5)+($3+$6))3: (6>3 _3.

(71 +934)(x2+x5)(a:3+x6)<< 3
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Wymnazajac nawiasy po lewej stronie powyzszej nieréwnosci, uzyskujemy
T1T2T3 +XT2T3L4 +T3T4T5 +T4T5T6 + T5LeL1 + LeL1T2 +X1L3T5 +T2Tale < 8.
Poniewaz xix3x5 > 0 oraz xezsxe = 0, wicc lewa strona jest nie mniejsza niz
T1T2X3 +T2T3T4 +T3T4T5 + TyT5T6 +T5L6T1 + TeT1L2.
Zatem
T1Tox3 +ToX3T4 +T3X4T5 +T4T5T6 +T5TeT1 +TT122 < 8,
czego nalezalo dowiesé.

Zadanie 12. Plansza do gry ma pieé¢ p6l umieszczonych w wierzchotkach piecio-
kata foremnego. Dozwolony ruch polega na zabraniu dwoch zetonéw
z dowolnego pola, na ktérym jest wigcej niz jeden zeton i potoze-
niu jednego zetonu na nastepnym polu, liczac w kierunku zgodnym
z ruchem wskazéwek zegara.
Poczatkowo na kazdym polu znajduje sie 2015 zetonéw. Rozstrzy-
gnij, czy wykonujac ciag dozwolonych ruchéw mozna doprowadzié¢
do stanu, w ktéorym na planszy pozostanie mniej niz pie¢ zetondw.
Rozwiazanie
Sposdb 1
Oznaczmy wierzchotki pieciokata foremnego odpowiednio przez A, B, C,
D, E, oznaczajac je w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara.
W zaleznosci, w ktérym polu znajduje sie zeton, przypiszmy mu nastepu-
jaca liczbe:
w wierzchotku A — liczbe 1,
w wierzchotku B — liczbe 2,
w wierzchotku C' — liczbe 4,
w wierzchotku D — liczbe 8,
w wierzchotku E — liczbe 16

i zauwazmy, ze kazdy z dozwolonych ruchéw albo nie zmienia sumy liczb przy-
pisanych zetonom znajdujacym sie na planszy, albo zmniejsza te sume o 31.

Poczatkowo suma liczb przypisanych zetonom znajdujacym sie na planszy
jest réwna

2015-14-2015-2+2015-442015-8+2015-16 =2015- 31,

jest wiec podzielna przez 31. Po dowolnym ciggu ruchéw na tablicy pozostana
zetony o sumie przypisanych liczb podzielnej przez 31. Poniewaz nie mozna
usunaé wszystkich zetondéw, a suma mniej niz pieciu liczb przypisanych dowol-
nym zetonom jest niepodzielna przez 31, zatem na tablicy musi pozostaé co
najmniej pie¢ zetondéw.

Sposob 11

Zauwazmy, ze jesli w dowolnym z pél znajduja sie co najmniej 2 zetony, to
mozemy jeszcze wykonaé co najmniej jeden dozwolony ruch, przez co zmniej-
szymy laczna liczbe zetondéw na planszy. To oznacza, ze jesli nie mozemy juz



Obéz Naukowy OMG (poziom OMG), 2015 r. 21

zmniejszy¢ liczby zetondéw na planszy, to w kazdym z pol mamy co najwyzej
1 zeton.

Rozpatrzmy cigg ruchéw, ktory doprowadza do sytuacji, w ktérej na plan-
szy jest najmniejsza mozliwa do uzyskania liczba zetonéw. Przypusémy, ze na
planszy pozostalo mniej niz 5 zetonow, czyli istnieja pola, w ktérych jest 0 zeto-
now, a takze istnieja pola, w ktérych jest 1 zeton. Wykazemy, ze przy zadanych
warunkach poczatkowych taka sytuacja nie jest mozliwa — doktadniej, po do-
wolnej liczbie ruchéw, w kazdym polu albo mamy taka sama liczbe zetonéow,
albo istnieja dwa pola, w ktorych liczba zetonéw rézni sie o co najmniej 2.

Niech a, b, ¢, d, e oznaczaja odpowiednio liczbe ruchéw polegajacych na
zabraniu dwéch zetonéw odpowiednio z wierzchotka A, B, C, D, E i polozeniu
jednego zetonu do nastepnego wierzchotka. Wéwczas albo a=b=c=d=e,
co oznacza, ze w kazdym wierzchotku jest tyle samo zetonow, albo istniejg takie
dwie kolejne liczby z ciagu (a,b,c,d,e,a), z ktérych jedna przyjmuje wartosé
bedaca najmniejsza liczba w tym ciagu, a nastepna z tych liczb jest od niej
wigksza — dla ustalenia uwagi niech a < b, przy czym a przyjmuje najmniejsza
wartos¢ w ciagu (a,b,c,d,e).

Liczba zetonéw pozostalych w polu A wynosi 2015 —2a+e, a liczba zeto-
néw pozostatych w polu B wynosi 2015 —2b+a. Na mocy przyjetych zatozen
mamy

2015 —2a+e€ > 2015 —a,

a takze
2015 —2b+4+a <2013 —a,

co oznacza, ze w polu A znajduje sie co najmniej o 2 zetony wiecej niz w polu B.

To oznacza, ze albo mozemy wykonaé jeszcze jaki$ ruch, albo w kazdym
wierzcholku znajduje sie po jednym zetonie. Druga z tych sytuacji jest wiec
jedynym przypadkiem, w ktérej na planszy jest najmniejsza mozliwa do uzy-
skania liczba zetonéw, ktora woéwcezas wynosi 5.

Uwaga

Zachodzi nawet mocniejsze twierdzenie — przy zadanych warunkach po-
czatkowych, po dowolnej liczbie ruchéw, na kazdym polu albo mamy taka
samyg liczbe zetonéw, albo istnieja takie dwa pola, w ktérych liczba zetonéw
rozni sie o co najmniej 3. Zostawiamy to do udowodnienia zainteresowanym
Czytelnikom.

Odpowied?z
Nie mozna wykona¢ takiego ciggu ruchow, aby na planszy pozostato mniej
niz pie¢ zetondéw.
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Trzecie zawody indywidualne
Zadanie 13. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC. Udowodnij, ze
AP+BP < AC+ BC.

Rozwigzanie
Oznaczmy przez ) punkt przeciecia prostej AP z bokiem BC' (rys. 8).
7 nieréwnosci tréjkata uzyskujemy

AC+CQ>AQ oraz PQ+QB>PB.
Korzystajac z tych dwdch nieréwnosci, otrzymujemy
AC+BC=AC+CQR+QB>AQ+QB=AP+PQ+QB> AP+ BP.

C

rys. 8

Zadanie 14. Udowodnij, ze istnieje nieskorficzenie wiele tréjek a, b, ¢ dodatnich
liczb catkowitych spetniajacych réwnanie

(a®+1)- (b +1)=c"+1.
Rozwigzanie
Sposdb 1
Zauwazmy, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n
N+ D ((n+1)*+1) =n*+1)(n*+1+2n+1) =
=(n*+1)*+m*+1)(2n+1) =
=m*+1)* 4+ 2n(n?+ 1) +n’+1=(n*+1+n)> +1.
Zatem tréjka (a,b,c)=(n,n+1,n2+n+1) spetnia warunki zadania dla kazdej

dodatniej liczby catkowitej n. Tréjek tej postaci jest nieskonczenie wiele, co
konczy dowdd.

Sposob 11
Zauwazmy, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej k
(4k* 1) (K2 +1) =4k + 4k + 2+ 1= (2k3 + k)% +1
To oznacza, ze tréjka (a,b,c) = (2k? k,2k® + k) spetnia warunki zadania dla

kazdej dodatniej liczby catkowitej k. Trojek tej postaci jest nieskonczenie wiele,
wiec rozwiazanie jest zakonczone.
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Zadanie 15. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y, z spelniaja-
cych warunki
x2+y2+22 <1 oraz 2x+3y+62>7

zachodzi nieréwnosé Tzy > z.

Rozwigzanie

Sposdéb 1

Stosujac nieréwnos$¢ miedzy $rednia kwadratows a $rednig arytmetyczna
dla 49 nastepujacych liczb:
4 liczb réwnych 3, 9 liczb réwnych £ oraz 36 liczb réwnych ,
otrzymujemy

Pyt 22 _¢4-<§>2+9-<z>2+36-<z>2 N
B 49 ~
o 4-54+9-4£436-% _ 2e43y+6z 7

~ 49 49 ~ 49

1
7 powyzszego wnioskujemy, ze we wszystkich uzyskanych nieréwnosciach mu-
szg zachodzi¢ réwnosci, co dla nieréwnoéci miedzy érednia kwadratows a éred-
nig arytmetyczna oznacza, ze
T Yy =z
2 3 6
Po podstawieniu uzyskanego wyniku do otrzymanej réwnosci

20+3y+62=7

T
Bezposrednio sprawdzamy, ze powyzsza tréjka (x,vy, z), spelnia zalozenia
zadania; na mocy przeprowadzonego rozumowania jest to jedyna tréjka o tej
wlasnosci. Poniewaz wéwczas

. 236
otrzymujemy (z,y,z)= .

6
7 = —_ -
TY=2=2 2

wiec w szczegdlnosci postulowana nieréwnosé jest prawdziwa.

Sposob 11

Rozwazmy ciagi
(z1,22,23) =(2,3,6),
(y17y27y3) = ($,y,2)-

Stosujac dla tych ciagéw nieréwnos$¢ Schwarza (zob. II Olimpiada Matema-
tyczna Gimnazjalistow 2006/2007, Krakéw 2009, dodatek str. 32), otrzymu-
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jemy
7<2x+3y+6z<w1y1 +T2y2 +T3y3 <

<@ +ad+ad) -/ (vF i +ud) =
= V22432462 /22 +y? 422 =
=T-\/a?+y?+22<T.

7 powyzszego wnioskujemy, ze we wszystkich uzyskanych nieréwnosciach mu-
sza zachodzi¢ réwnosci. Wobec tego istnieje taka liczba rzeczywista t, ze

r =21,
y=3t,
z=06t.

Po podstawieniu uzyskanego wyniku do otrzymanej réwnosci

20+ 3y+62=7

. 236
otrzymujemy (z,y,z) = Zmm )
Dalszy ciag rozumowania jest taki sam jak w sposobie pierwszym.

Sposob 111
7 nierownosci 2z +3y+6z > 7 wynika, ze
(224 3y +62)% > 49,
ktora to nieréwnoéé, po uporzadkowaniu i pomnozeniu obu stron przez liczbe
—1, przybiera postaé

—42% —9y? —362% — 120y — 24x2 — 36y2 < —49. (1)
Ponadto, z nieréwnoéci 22 4+ 42 + 22 < 1 otrzymujemy
492% + 49y +492* < 49. (2)

Dodajac stronami nieréwnosci (1) i (2), uzyskujemy
4522 +40y% +132% — 122y — 2422 — 36y2 < 0,
co jest rownowazne
(32 —2y)% 4 (6y —32)? + (22— 62)% < 0.

Oznacza to, ze we wszystkich powyzszych nieréwnosciach musza zachodzié
rownoéci. Z ostatniej uzyskanej nieréwnosci wnioskujemy zatem, ze

3z =2y,
6y =3z,
2z ="6x.

Dalszy ciag rozumowania jest taki sam jak we wczesniejszych sposobach.
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Uwaga
Zaprezentujemy jeszcze jedno rozwiazanie w opraciu o elementy geometrii
analitycznej. Nieréwnoscé
N |

zadaje kule o promieniu 1 w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej, a nie-
rownosé
20+3y+6227

opisuje poélprzestrzen ograniczona plaszczyzna m o réwnaniu
2x+3y+62z—7=0.
Odlegtosé srodka kuli, ktérym jest punkt P=(0,0,0), od ptaszczyzny m wynosi

d(P.m) = 2:04+3-04+6-0—7] _ 7 _
VETEIE 7
Oznacza to, ze dana kula i ptaszczyzna sg styczne. Ponadto, punkt styczno-
Sci jest polozony w kierunku wektora [2,3,6] od punktu (0,0,0), zatem ma
wspolrzedne (2t,3t,6t), gdzie t jest pewna liczba rzeczywista.
Dalszy ciag rozumowania jest taki sam jak w sposobie drugim.

Zadanie 16. Dany jest trojkat ABC, w ktérym SACB =60°. Na bokach BC
i AC lezg odpowiednio takie punkty D i E, ze BD=DFE =FA.
Udowodnij, ze SABE = 30°.
Rozwigzanie
Sposob 1
Niech F' bedzie takim punktem, ze czworokat BDFEF' jest rownolegto-
bokiem (rys. 9). Woéweczas, skoro AE = BD = EF oraz SAEF =60°, to trdj-
kat AEF jest réwnoboczny i stad SAFE = 60°. Poniewaz AF = BF = EF,
wiec punkt F' jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABE, wobec czego
JABE = 39AFE =30°.
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Sposob 11

Oznaczmy przez O punkt przeciecia odcinkéw AD i BE (rys. 10). Za-
uwazmy, ze

JSEOD =180°—4DEO — SEDO =180° — 4CBO — 4CAO =120°,
co wynika z faktu, ze suma katow wewnetrznych w czworokacie AOBC jest
réwna 360°. Wobec tego zachodzi réwnoéé EC D+LEOD =180°, co oznacza,
ze na czworokacie C DOFE mozna opisaé¢ okrag. W takim razie

JACO=4EDO—<CAO oraz <BCO=<DEO=4CBO,

wiec trojkaty ACO oraz BCO sa réwnoramienne i AO =CO = BO. Punkt O
jest wiec érodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, skad wniosek, ze

180° — SAOB

YABE = =30°.
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Czwarte zawody indywidualne

Zadanie 17. Liczby rzeczywiste a, b, c, d, e, f spelniajg réwnanie
2ab+6bc+12¢d+20de+30e f+6 fa=a>+4b>+9¢> +16d° +25¢° +36 £~ .
Udowodnij, ze af =bc.
Rozwigzanie
Mnozac obie strony danego réwnania przez 2 i przenoszac wszystkie wy-
razy na jedng strone, otrzymujemy

2a%48b% +18¢%+32d> +50e2 + 72 f2 — 4ab—12bc—24cd — 40de — 60ef —12af =0.
Lewa strone uzyskanego réwnania mozemy przepisaé jako
a® —4ab+4b” +4b% —12bc+9¢ + 9¢” — 24cd + 16d°+
+16d? — 40de + 25¢* +25¢? —60e f +36 f2 + 36 f% —12af +a’ =
=(a—2b)*+ (20— 3c)* + (3c—4d)* + (4d—5e)* + (5e — 6 f ) + (6 f —a)?,
co jest réwne 0 tylko wtedy, gdy liczby w sze$ciu nawiasach sa zerami, czyli
a=2b=3c=4d=>5e=6f.

Mnozac stronami réwnoéci a =2b oraz 6f = 3¢ otrzymujemy 6af = 6bc, a to
po obustronnym podzieleniu przez 6 daje rownos$¢ podana w tezie zadania.

Zadanie 18. W turnieju szachowym startuje 2n zawodnikéw, gdzie n > 2 jest
liczba naturalng. Udowodnij, ze mozna tak zaplanowaé rozgrywki
sktadajace sie z 2n —1 rund, aby kazdy szachista rozegral z kazdym
innym doktadnie jedng partie szachdw.

Uwaga: W kazdej rundzie kazdy z zawodnikow rozgrywa dokladnie
jedng partie szachdow.

Rozwiazanie

Rozwazmy (2n—1)-kat foremny A; A3 As... As,—1 0 srodku okregu opisa-
nego Ag i przypiszmy zawodnikom punkty Ag, A1, As, ..., Aop_1.

Dla dodatniej liczby catkowitej k < 2n—1 zdefiniujemy pary zawodnikow
spotykajacych sie przy szachownicy w k-tej rundzie. Narysujmy odcinek AgAg
oraz wszystkie przekatne wielokata foremnego prostopadle do prostej AgAg.
Przyjmiemy, ze narysowane odcinki wyznaczaja pary zawodnikéw grajacych
ze soba w k-tej rundzie (na rysunku 11 zilustrowano pierwsze trzy rundy dla
n=3).

A, A, A,
As As As As As / A,
Ao Ao A
A, A, A, A, A, As

rys. 11
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Poniewaz w kazdej rundzie zaplanowaliSmy n partii, a przy tym zadna
para zawodnikéw nie powtarza sie w dwoch rundach, kazdy zawodnik zagra
z kazdym innym.

Zadanie 19. Dwa przystajace okregi przecinajg si¢ w punktach A i B. Prosta
przechodzaca przez punkt A przecina okregi w takich punktach C
i D réznych od A, ze punkt A nalezy do odcinka C'D. Wykaz, ze
BC=BD.

Rozwigzanie

Poniewaz katy wpisane w przystajace okregi oparte na przystajacych cie-
ciwach maja réwne miary, wiec YACB = JADB (rys. 12). Stad wniosek, ze
tréjkat BC'D jest réwnoramienny i BC = BD.

rys. 12

Zadanie 20. Udowodnij, ze istnieje 2015 kolejnych dodatnich liczb catkowitych,
ktére nie sa postaci a’b®, gdzie a i b sa dodatnimi liczbami catkowi-
tymi.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jezeli liczba a?b? jest podzielna przez liczbe pierwsza p, to
co najmniej jedna z liczb a, b jest podzielna przez p. W konsekwencji liczba
a’b? jest podzielna przez p?.

Zadanie bedzie rozwiazane, jezeli wykazemy istnienie takich 2015 kolej-
nych liczb catkowitych dodatnich, ze kazda z nich jest podzielna przez pewna
liczbe pierwsza, ale nie przez kwadrat tej liczby pierwszej.

Niech py oznacza k-ta liczbe pierwsza. Rozwazmy nastepujacy uktad 2015
kongruencji:

n=m (mod p%)7
n+1=ps (mod p%),
n+2=ps (mod pg),

n+2013=pog14a  (mod p3gy4),

n+2014=psp15 (mod p%ow)a

7 chinskiego twierdzenia o resztach wnioskujemy, ze istnieje dodatnia liczba
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catkowita n spelniajaca uklad kongruencji (1). W konsekwencji kolejne liczby
od n do n+2014 spelniaja warunki zadania.

Zadanie 21. Dany jest tréjkat ABC, w ktéorym AC = BC. Na bokach AC i BC
wybrano odpowiednio takie punkty D i E, ze AB=BD = DFE oraz
AD =CE. Wyznacz miar¢ kata ACB.

Rozwigzanie

Niech F' bedzie takim punktem, ze czworokat ABF' D jest rownolegtobo-

kiem (rys. 13). Wéwczas BF = AD=CE, BE=BC—-CE=AC—-AD=CD

oraz SEBF = 4DCE, skad wniosek, ze tréjkaty BEF i CDE sa przystajace

(cecha bok—kat—bok). Wobec tego EF =DFE=DF, wiec tréjkat DEF jest réw-

noboczny. Poniewaz DB=DFE = DF', wiec tréjkat BEF jest wpisany w okrag

o $rodku w punkcie D. To oznacza, ze

YEDF

JACB=<4EBF = =30°.

rys. 13

Uwaga

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ rowniez uzupelniajac tréjkat
BED do réwnolegtoboku BED P. Wéwczas trojkat ABP okazuje sie by¢ réw-
noboczny i stad SACB=<SADP = %iABP =30°. Uzupekienie rozwiazania
pozostawiamy Czytelnikowi.
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Mecz matematyczny

Zadanie 22. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n >4 oraz dowolnych
dodatnich liczb rzeczywistych 1, z2, =3, ..., £, zachodzi nieréwnosé
xlxgmg + :J:gxgxi —|—ﬂc3xi$§ +...

2 3 2 3 2 3 6 6 6 6
et oz, 1, F 12,2 Fxnrit <1+ 22+ 23+.. . 2y,

Rozwigzanie

Korzystajac z nieréwnoéci miedzy srednia arytmetyczng i geometryczng
dla szedciu liczb 29, 2§, 25, 2§, 2§, 28, otrzymujemy
28 + 225 + 32§

6
6,12 18< G ,

L1L3" T3

czyli
6 6 6
] +2x5+3x
r1r37s < 1#23 (1)
Analogicznie uzyskujemy nieréwnosci

6 6 6
2 T+ 254+ 305 9
Tl 1Tp42 S 6 (2)

dla k=2,3,4,...,n, gdzie przyjeliémy oznaczenia x,1 =1 oraz T,12=2xs.
Dodajac stronami nieréwnosé (1) oraz n—1 nieréwnosci (2), otrzymujemy
teze zadania.

Zadanie 23. Przez punkt A poprowadzono proste styczne do okregu w w punk-
tach B i C. Prosta [ przechodzaca przez punkt A przecina okrag
w w réznych punktach D i E. Prosta réwnoleglta do DFE przecho-
dzaca przez punkt B przecina okrag w po raz drugi w punkcie X.
Udowodnij, ze prosta X C' przechodzi przez érodek odcinka DE.
Rozwigzanie
Sposob 1

Oznaczmy przez O $rodek okregu w, a przez M — érodek odcinka DFE
(rys. 14). Poniewaz

JAMO =4ABO =<4ACO,
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wiec punkty B, M, C lezg na okregu o $rednicy AO. Stad otrzymujemy
ICMD=<CBA=<4BXM=94XME.
Ostatni zwiazek oznacza, ze punkty C', M, X leza na jednej prostej.
Sposob 11
Niech M bedzie punktem przecigcia prostych XC' i DE (rys. 15)

Trojkaty ADB i ABE sa podobne, bo majg wspdlny kat przy wierzchotku
A oraz SBEA=<DBA. Zatem

AB BD

AE ~ EB’
Analogicznie

AC CD

AE ~ EC’

Poniewaz AB = AC, wigc na mocy powyzszych dwoch réwnosci uzyskujemy
BD_AB_AC_CD
EB AE AE EC’
Stad
BD-EC=CD-EB.
Korzystajac z twierdzenia Ptolemeusza, otrzymujemy réwnosé
BD-EC+CD-EB=BC-DE,
skad BC-DFE=2BD-FEC. Zatem
BC EC
BD e (1)
Poniewaz trapez BXED jest wpisany w okrag, wiec jest to trapez réwnora-
mienny. Zatem X F = BD, czyli
IBCD=94ECX =<4ECM.

Ponadto SCBD =JCED = JSCEM, gdyz katy CBD i CEM s3 wpisane
w okrag w i oparte na tym samym tuku.
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7 dwoéch powyzszych rownosci katow wnosimy, ze tréjkaty EMC i BDC sa
podobne. Zatem

BC EC

BD EM’
W polaczeniu z réwnoscia (1) otrzymujemy wiec EM = %DE, co bylo do
udowodnienia.

Sposob 111

Skorzystamy z twierdzenia Brianchona: jezeli szesciokat ABCDEF' jest
opisany na okregu, to proste AD, BE, CF przecinaja sie w jednym punkcie
(rys. 16).

D C
FE D M
c N -
F
A B A K B
rys. 16 rys. 17

Szczegdlnym przypadkiem powyzszego twierdzenia (dla zdegenerowanego
szesciokata ABCDEF’) jest nastepujace twierdzenie: dla dowolnego czworo-
kata ABC D opisanego na okregu, ktory jest styczny do bokéw AB, BC, C'D,
DA odpowiednio w punktach K, L, M, N, proste AC, BD, KM, LN przeci-

naja sie w jednym punkcie (rys. 17).

rys. 18

Przystepujemy do rozwiazania zadania. Poniewaz DEX B jest trapezem
réwnoramiennym, wiec punkt X jest symetryczny do B wzgledem symetralnej
odcinka DF. Jezeli zatem odbijemy proste AB i AC wzgledem symetralnej
DE, to otrzymamy proste styczne do okregu w odpowiednio w punkcie X
i w pewnym punkcie Y (rys. 18). Stosujac powyzsze twierdzenie dla czwo-
rokata wyznaczonego przez proste styczne do w w punktach B, X, Y, C,
uzyskujemy, ze proste CX, BY oraz DFE przecinaja sie w jednym punkcie.
Poniewaz jednak proste CX i BY s symetryczne wzgledem symetralnej DE,
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wiec punkt przeciecia tych trzech prostych musi by¢ $rodkiem odcinka DFE,
czego nalezato dowiesé.

Zadanie 24. Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej k istnieje
taka liczba pierwsza p >k, ze k liczb catkowitych bezposrednio po-
przedzajacych liczbe p, a takze k liczb catkowitych bezposrednio po
niej nastepujacych, to liczby ztozone.

W rozwiazaniu mozesz skorzystaé¢ bez dowodu z nastepujacego twier-
dzenia Dirichleta: Dla dowolnych wzglednie pierwszych dodatnich liczb
catkowitych a @ b istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych postaci
a+bn, gdzie n jest dodatniq liczbg catkowitq.

Rozwigzanie

Rozwazmy nastepujacy uktad kongruencji:

a=1 (mod (k+1)!), 1
{LL:Q (mod q), )
gdzie q jest dowolng liczba pierwsza wieksza od k+1.

7 chinskiego twierdzenia o resztach wnioskujemy, ze istnieje dodatnia
liczba catkowita a > ¢+ 2 spelniajaca uklad kongruencji (1). Liczba ta jest
wzglednie pierwsza z liczba b= (k+1)!-q. Na mocy twierdzenia Dirichleta
o liczbach pierwszych w postepach arytmetycznych, zacytowanego w tresci za-
dania, istnieje taka dodatnia liczba catkowita, ze liczba p=a+bn > q+2 jest
pierwsza. Wéwczas p spetnia uktad kongruencji

p=1 (mod (k+1)!),
p=2  (mod g),
jest wiec postaci p=(k+1)!-s+1.
Poniewaz dla i =2,3,4,...,k+1 liczby (k+1)!-s+i sa podzielne przez i,
wiec liczby
p—k—2, p—k—-1, p—k, ..., p—4, p—3

oraz
p+1, p+2, p+3, ..., p+k—1, p+k

sa ztozone. Ponadto liczba p—1 jest podzielna przez (k+1)!, a liczba p—2 jest
podzielna przez g i wigksza od q.

Udowodnilismy wiec, ze liczba pierwsza p ma z kazdej strony co najmniej k
liczb ztozonych.

Zadanie 25. Udowodnij, ze réwnanie m?+n?=6" nie ma rozwiazan w dodatnich
liczbach catkowitych m, n, k.

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze dane réwnanie nie ma rozwiazan speliajacych warunki
zadania.

Przeprowadzajac dowdd nie wprost zatézmy, ze rozwiazania réwnania ist-
nieja i niech tréjka liczb (m, n, k) bedzie rozwiazaniem, w ktérym liczba k jest
mozliwie najmniejsza.
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Bezposrednio sprawdzamy, ze liczba 6 nie jest suma dwéch kwadratdw
liczb calkowitych, skad wynika, ze k> 1, a w konsekwencji liczba m? + n?
jest podzielna przez 36. Poniewaz kwadrat liczby catkowitej moze dawaé przy
dzieleniu przez 3 tylko reszte 0 lub 1, liczby m i n sa podzielne przez 3.
Podobnie, kwadrat liczby catkowitej moze dawaé przy dzieleniu przez 4 tylko
reszte 0 lub 1, a wiec liczby m i n s parzyste. Zatem liczby m i n sa podzielne
przez 6, skad m? +n? > 72 i w konsekwencji k > 2.

Zauwazmy, ze
2 2
m n
e — 6k_2,
< 6 > - (6>

skad wynika, ze tréjka liczb (m/6, n/6, k—2) jest rozwiazaniem danego réw-
nania wbrew zalozeniu o minimalnosci rozwiazania (m, n, k).

Zadanie 26. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym SAC B =120°. Dwusieczne katéw
wewnetrznych przy wierzchotkach A, B, C przecinajg przeciwlegte
boki odpowiednio w punktach D, E, F. Udowodnij, ze <DFE=90°.

Rozwigzanie

Sposob 1
Niech P bedzie dowolnym punktem prostej AC, lezacym po przeciwnej
stronie punktu C' niz punkt A (rys. 19). Poniewaz

IBCP=180°-<4ACB=60°=<4FCB,
wiec polprosta CB jest dwusieczna kata F'C'P. Ponadto pétprosta AD jest

dwusieczna kata C'AB. Stad wniosek, ze punkt D jest srodkiem okregu dopi-
sanego do tréjkata AC'F oraz polprosta F'D jest dwusieczng kata BFC.

rys. 19

Analogicznie uzasadniamy, ze pétprosta F'E jest dwusieczna kata AFC.
Y.aczac poczynione obserwacje, otrzymujemy

$BFC+SAFC 90°
5 =90°.

IDFE=<DFC+<EFC =

Sposdéb 11

Oznaczmy przez S taki punkt znajdujacy sie po przeciwnej stronie prostej
AB niz punkt C, ze tréjkat ABS jest réwnoboczny (rys. 20). Zauwazmy, ze
skoro $ASB+ JSACB =180°, to na czworokacie ASBC mozna opisaé okrag.
Wobec tego YACS=JABS=60°=<IACF, wiec punkt F lezy na odcinku C'S.
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rys. 20

Poniewaz SASC = SYABC = SFBC oraz SACS = YFCB, wiec tréjkaty
ACS i FCB sa podobne (cecha kat—kat). Stad wniosek, ze
FC AC  AC
FB  AS  AB’
Potprosta AD jest dwusieczng kata BAC, wiec z twierdzenia o dwusiecznej
wynika, ze

AC DC

AB~ DB’
Laczac uzyskane zwiazki, otrzymujemy zaleznosé

FC  DC

FB DB’

Skoro punkt D nalezy do wnetrza odcinka BC', to z twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia o dwusiecznej wynika, ze poélprosta F'D jest dwusieczna kata
BFC'. Koncowa czes¢ rozwiazania przebiega jak w poprzednim sposobie.

Zadanie 27. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby pierwszej p oraz dowolnej dodat-
niej liczby catkowitej r < p istnieja takie dodatnie liczby catkowite a
i b mniejsze od /p, ze ar ==+b (mod p).
Rozwigzanie
Przyjmijmy dla uproszczenia oznaczenie n=[,/p|. Niech dla i=1,2,...,n
liczba r; bedzie reszta z dzielenia ir przez p. Dla k=1,2,... ,n—1 niech Zj
bedzie zbiorem n+ 1 kolejnych liczb catkowitych od (n+1)k do (n+1)k+n.
Jezeli do pewnego zbioru Zj, nalezg dwie reszty r;, r;, gdzie 0 <i<j<n,
to |r; —ri| <n. Przyjmujac a = j—i oraz b= |r; —r;|, otrzymujemy

ar=(j—i)r=jr—ir=r;—r; ==+b (mod p),

co nalezalo wykazaé.
Przypusémy teraz, ze do zadnego ze zbioréw Z; nie nalezag dwie reszty.
Skoro reszt jest wigcej niz zbioréw, to pewna reszta r; nie nalezy do zadnego
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ze zbioréw Zj. Poniewaz zbiory Z) zawieraja wszystkie liczby catkowite od
n+1do (n+1)-(n—1)+n, zachodzi wéwczas jedna z dwdch nier6wnosci

r,<n+1 (1)

lub
ri>Mn+1)-(n—1)+n=n*+n—1. (2)

W przypadku, gdy zachodzi nier6wnosé (1), czyli r; <n, mozemy przyjaé¢ a=1
oraz b=r;. Woéwczas
ar=b (mod p).

Natomiast w przypadku, gdy zachodzi (2), czyli n? +n <r; < p, przyjmujemy
a=1 oraz b=p—r;. Woéwczas spelniona jest kongruencja

ar =—b (mod p),

a przy tym
b<p-n?—n<((n+1)? =1 —n?’—n=n’4+2n4+1-1-n’ —n=n.
Zadanie 28. W kazdym z wierzchotkéw n-kata foremnego, gdzie n > 4, umiesz-
czono lampe i przelacznik, ktéry zmienia stan (zapalona/zgaszona)
trzech lamp lezacych w bezposrednim sagsiedztwie tej lampy: dwoch
w kierunku zegarowym i jednej w kierunku przeciwzegarowym. Po-
czatkowo jedna lampa jest zapalona, a pozostale zgaszone. Rozstrzy-
gnij, w zaleznoéci od n, czy uzywajac dostepnych przetacznikoéw
mozna doprowadzi¢ do stanu, w ktérym wszystkie lampy sg zga-
szone.
Rozwigzanie
Przyjmijmy, ze lampy wraz z przetacznikami sa ponumerowane kolejnymi
liczbami zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, przy czym numeracje kontynu-
ujemy cyklicznie modulo n (np. lampe 1 bedziemy nazywaé tez lampa n+1,
a lampe n lampa 0). Zgodnie z ta konwencja przetacznik przy lampie k prze-
tacza lampy k—1, k+1 i k+2.
Zauwazmy, ze przelaczenie przetacznikéw przy lampach k+1, k+3, k+4
i k+5 powoduje przetaczenie lamp k i k+7 bez zmiany stanu pozostalych
lamp. Analogiczng sekwencjg operacji mozemy przetaczyé lampy k+7 i k+14,
a w konsekwencji mozliwe jest przetaczenie lamp k i k+14, lub ogélniej, lamp
k i k+7i dla dowolnej liczby calkowitej 7.

W dalszej czesci rozwigzania rozwazymy dwa przypadki.

1° W przypadku, gdy liczba n nie jest podzielna przez 7, istnieje taka
liczba catkowita i, ze 7i =1 (mod n). Oznacza to, ze istnieje ciag operacji
przelaczajacy lampy k oraz k+7i=k+1 (mod n). Jesli poczatkowo zapalona
byta lampa k, a pozostale zgaszone, to ciagiem operacji analogicznym do wyzej
opisanego zapalamy lampy k42 i k+3, a nastepnie przelacznikiem przy lam-
pie k41 gasimy wszystkie trzy zapalone lampy. Wykazaliémy wiec, ze w tym
przypadku zgaszenie jednej lampy jest mozliwe.
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2° Rozwazmy teraz przypadek, gdy liczba n jest podzielna przez 7. Wy-
kazemy dwoma sposobami, ze wylaczenie pojedynczej lampy nie jest mozliwe.

Sposdb 1
Y.aczac sekwencje operacji przetaczajacych pary lamp
0,7), (7,14), (14,21), ..., (n—14,n—7) oraz (n—7,n)

otrzymamy nietrywialng sekwencje operacji, ktéra w rezultacie jej wykonania
nie zmienia stanu zadnej lampy.

Zauwazmy, ze mozliwych stanéw lamp jest 2. Takze liczba istotnie réz-
nych sekwencji przetaczen jest réwna 2", gdyz mozemy rozpatrywaé tylko se-
kwencje, w ktorych kazdy przelacznik zostal uzyty co najwyzej raz, a kolejnosé
uzywania przetacznikéw jest bez znaczenia. Skoro istnieje nietrywialna sekwen-
cja operacji, ktéra daje taki sam efekt jak sekwencja pusta, to liczba stanéw
lamp, do jakich mozemy doj$¢ od stanu, w ktérym wszstkie lampy sa zgaszone,
jest mniejsza od 2". Stad wynika, ze startujac od zgaszonych wszystkich lamp
nie kazdy stan daje sie uzyskac.

Gdyby mozliwe byto przetaczenie tylko jednej lampy, moglibysSmy przejéé
od dowolnego stanu lamp do dowolnego innego. To dowodzi, ze w przypadku,
gdy liczba lamp jest podzielna przez 7, zgaszenie pojedynczej lampy nie jest
mozliwe.

Sposob 11

Zaltézmy, ze poczatkowo zapalona jest lampa numer 1, a pozostate sa
zgaszone. Niech Z bedzie zbiorem lamp o numerach dajacych przy dzieleniu
przez 7 reszte 1, 2, 3 lub 5. Wéwczas nietrudno sprawdzi¢, ze dowolny prze-
tacznik przetacza parzyscie wiele lamp ze zbioru Z. Skoro startujemy od stanu,
w ktérym zapalona jest doktadnie jedna lampa nalezaca do zbioru Z, to nie-
zaleznie od manipulacji wykonanych dostepnymi przetacznikami, liczba zapa-
lonych lamp za zbioru Z pozostaje nieparzysta. W szczegdlnosci nigdy nie
dojdziemy do stanu, w ktérym wszytskie lampy sa zgaszone.

OdpowiedZ
Zgaszenie pojedynczej lampy jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
n nie jest podzielna przez 7.

Zadanie 29. Rozstrzygnij, czy punkty plaszczyzny mozna pokolorowaé czterema
kolorami w taki sposob, aby spelnione byty nastepujace dwa wa-
runki:

e kazde koto o $érednicy wiekszej od 2 zawiera we wnetrzu punkty
wszystkich czterech koloréw;
e kazde koto o srednicy mniejszej od 1 zawiera we wnetrzu punkty
co najwyzej dwbch koloréw.

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze takie pokolorowanie jest mozliwe. Narysujmy na ptasz-
czyznie siatke tréjkatéw réwnobocznych o boku 1 i pomalujmy wezty siatki
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trzema kolorami tak, aby kazdy z tych tréjkatow mial wierzchotki réznych
koloréw (rys. 21). Pozostala czesé plaszezyzny pomalujmy czwartym kolorem.
o e e o e e O e e

o ° ° o ° ° o ° °
° o ° ° o ° ° o
o ° ° o ° ° o ° )
rys. 21

Kazde koto o érednicy wiekszej od 2 zawiera w calosci pewien tréjkat
rownoboczny o boku 1 nalezacy do narysowanej siatki — jest to trojkat, do
ktérego wnetrza lub brzegu nalezy $rodek kota. Tym samym kazde takie koto
zawiera punkty wszystkich czterech koloréw.

Z kolei koto o srednicy mniejszej od 1 nie moze zawiera¢ punktow w wiecej
niz dwoch kolorach, gdyz odlegto$é miedzy dowolnymi punktami innego koloru
niz kolor tla jest réwna co najmniej 1.

Zadanie 30. Ciagi (an) i (bn) sa okreslone nastepujacymi wzorami:
a0 =99999, a1 =1699999, bo=1,  bi=5,
an+2=10an4+1—9a, oraz by42=10b,4+1—8b, dla n=0,1,23,...

Wykaz, ze az2015 < b2015.-

Rozwigzanie

Przyjmijmy
A, =200000-9"—100001 oraz B, = % ((5+ VIT)" 4 (5 \/ﬁ)”) .
Przez bezposrednie obliczenia sprawdzamy, ze wowczas
Ag=99999, A1 =1699999, By=1, By =5.
Ponadto dla n=0,1,2,3,... otrzymujemy
104,11 —9A, =10-200000-9""! —10-100001 —9-200000-9™ +9-100 001 =

=10-200000-9""* —200000-9""1 —10-100001+9-100 001 =
=9-200000-9™"! — 100001 =200 000-9""2 —100001 = A, 42

oraz
10B, ;1 — 8B, =

:%(10.(5+\/ﬁ)"+1+10.(5—m)”+1_8.(5+\/ﬁ)"_8.(5_\/ﬁ)n> _
:%((10'(5+\/ﬁ)_8)'(5+\/ﬁ)”+(10-(5—\/ﬁ)_g).@_\/ﬁ)n) _
_ %((42+10\/ﬁ) B+ VIT) + (42— 10V17) - (5 VIT)") =
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1
= (G+VID? -+ VI + (5-VID? (5-VIT)") =
1
= 5((5+\/ﬁ)"+2+(5—\/ﬁ)”+2) = Bpio,

skad wynika, ze a,, = A, oraz b, = B,, dla wszystkich nieujemnych liczb catko-
witych n.
Zadanie sprowadza sie wiec do poréwnania liczb

1
a2015 =200000-92°1—-100001 oraz bygis= 3 ((5+\/ﬁ)2015+(5—\/ﬁ)2015) .

WykaZemy, ze ao015 < boo1s. Istotnie:

1
200 000-925 —100 001 < 200 000-9%°1° < 3 (5+V17)201 <
1
<3 ((5+\/ﬁ)2015 +(5— \/ﬁ)”w) :

Dla uzasadnienia drugiej z powyzszych nieréwnosci wystarczy udowodnié, ze

5 17 2015
< +9\/>) > 400 000.

Zauwazmy jednak, ze

1 11
V1T—4=

1
> ==>_,
V17T+4  54+4 9 10
skad 5++v17>9,1>9,09. Wykorzystujac powyzsze oszacowanie i korzystajac
z nierownoéci Bernoulliego

(14a)">1+an,

otrzymujemy
5 17 2015 9.09 2015
( —|—9\/ ) < ( 79 ) —1,012015 5 1,012000 — (1,1100)20 , 920 _
= (2'9)2 =1024% > 1000% = 1 000 000 > 400 000.
Uwaga

Nieréwnos¢ Bernoulliego dla a >0 i n > 1 wynika bezposrednio z rozwi-
niecia dwumianowego:

(I+a)" = (g)+<71L>a+...—1+na+...>1+an.

Inny dowdd mozna przeprowadzi¢ w oparciu o nieréwnos¢ miedzy Srednig aryt-
metyczng i geometryczna zastosowana do n—1 liczb réwnych 1 i liczby 14an.
Wéwezas otrzymujemy

—1)-1+(1
Yitan< oo 1tU4an)
n
co po redukcji wyrazéow podobnych i obustronnym podniesieniu do n-tej potegi
daje
l+an<(14a)".



40 Rozwiazania zadan

Zadanie 31. Udowodnij, ze szescianu o krawedzi 61 nie mozna wypelnié klockami,
z ktérych kazdy jest szescianem o krawedzi 2 lub prostopadtoscianem
o wymiarach 3 x 3 x 1.
Rozwigzanie
Sposdb 1
Pokolorujmy szescian w dwukolorowa szachownice o polach bedacych pro-
stopadto$cianami o wymiarach 1x1,5x1,5 i krawedziach rownolegtych do kra-
wedzi szeScianu, zaczynajac kolorowanie od jednego z wierzchotkéw szeScianu
(rys. 22, kolorowanie rozpoczeliémy od lewego dolnego rogu). Wowczas kazdy
klocek pokrywa taka sama objeto$é¢ obydwu koloréw. Tymczasem objetosé zaj-
mowana przez kolor, od ktorego zaczeliSmy kolorowanie w rogu szescianu, jest
o 1 wieksza od objetosci wypelnionej drugim kolorem.

rys. 22

Sposéb 11 (inna wersja sposobu 1)

Podzielmy szescian na szeSciany jednostkowe, zwane dalej komérkami,
i w co drugiej warstwie (zaczynajac od gornej warstwy) wpiszmy w komoérki
liczby jak na rysunku 23, a w pozostalych warstwach wpiszmy liczby prze-
ciwne. Wowczas kazdy klocek pokrywa komérki o sumie wpisanych liczb réw-
nej 0, a suma liczb wpisanych we wszystkie komérki duzego szeScianu jest
réwna 1.

1|-1j0|1|-1/0]1
-1/1{0|-1{1|0|-1
0/0[{0]0]0|0]O
1|-1j0|1|-1/0]1
-1/1{0|-1{1|0|-1
0/]0{0]0]0|0]O0O
1|-1j0|1|-1/0]1
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Sposob 111

Podzielmy szesScian na szeSciany jednostkowe, zwane dalej komérkami,
i w co drugiej warstwie (zaczynajac od gornej warstwy) wpiszmy w komoérki
liczby 1, a w pozostatych —1. Woéwczas kazdy klocek 2 x 2 x 2 pokrywa komoérki
o sumie liczb réwnej 0, a klocek 3 x 3 x 1 pokrywa komoérki o sumie liczb réwnej
49 lub £3, a wiec podzielnej przez 3. Tymczasem suma liczb wpisanych we
wszystkie komérki duzego szeécianu jest réwna 612, a wiec nie jest podzielna
przez 3.

Sposéb IV

Podzielmy szescian na sze$ciany jednostkowe, zwane dalej komérkami,
i wypelnijmy komérki jak na rysunku 22, gdzie przedstawiony jest widok
z gory, a komorki kazdej pionowej kolumny 1 x 1 x 61 sg wypelnione ta sama
liczba. Wowcezas kazdy klocek 3 x 3 x 1 pokrywa komérki o sumie liczb rownej
0, a klocek 2 x 2 x 2 pokrywa komorki o sumie parzystej. Tymczasem suma
liczb wpisanych we wszystkie komoérki duzego szesScianu jest rowna 61, jest
wiec niearzysta.

Uwaga

Faktycznie w kazdym z czterech zaprezentowanych rozwiazan udowodni-
liSmy nieco wiecej, niz bylo to wymagane w tresci zadania, a mianowicie, ze
szeScianu o krawedzi 61 nie da sie wypelni¢ klockami 2 x 1 x 1 ustawionymi
pionowo i klockami 3 x 1 x 1 utozonymi w dwoch kierunkach poziomych.

Zadanie 32. Pewne n wierzcholkéw 3n-kata foremnego pomalowano na czerwono.
Wierzchotki wielokata nalezy pogrupowaé w n roztacznych tréjek ta-
kich, ze kazda zawiera doktadnie jeden czerwony wierzchotek. Udo-
wodnij, ze mozna to uczynié¢ tak, aby kazde dwa tréjkaty wyznaczone
przez rozne tréjki miaty punkt wspoélny.

Rozwigzanie

Sposdb 1 (rozwiazanie kadry)
Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat
Jezeli czworokat XY ZT jest wypukly, to XY +ZT < XZ+YT.

Dowaod
Oznaczmy przez P punkt przeciecia przekatnych czworokata XY ZT. Za-
pisujac nieréwnoé¢ tréjkata dla tréjkatéw XY P oraz ZT P, uzyskujemy

XY <XP+YP oraz ZT<ZP+TP,

ktére to zwigzki po dodaniu stronami daja postulowang nieréwnosc.
Przechodzimy do rozwiazania zadania. Sposréd wszystkich mozliwych
grupowan wierzchotkéw na n roztacznych tréjek wybierzmy to, w ktérym suma
obwoddw otrzymanych tréjkatéw jest najwigksza. Udowodnimy, ze wowczas
kazde dwa tréjkaty wyznaczone przez rézne trojki maja punkt wspoélny.
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Przypusémy nie wprost, ze istniejg dwa trdéjkaty wyznaczane przez pewne
z wybranych tréjek, ktére nie maja punktéw wspdlnych i oznaczmy je przez
A1 Ay As oraz B1 Bo Bs w taki sposob, aby sze$ciokat A; As A3 B3 By By byl wy-
pukly (rys. 24). Wierzcholki danego 3n-kata, ktére nie sa czerwone bedziemy

nazywaé biafymi.
B1 Bl
Al Al

A2 AQ
B2 B2

A3 AB

rys. 24 rys. 25
Zauwazmy, ze w co najmniej jednej z par (Ay, By), (A2, B2), (A3, Bs) sa
dwa punkty biale. Przypusémy, ze jest to para (A, By). Kazdy z czworoka-
tow Ay AsBo By, A1 A3Bs B jest wypukly, wiec z udowodnionego na poczatku
lematu wynika, ze

A1As+B1By < A1By+B1Ay oraz A1As3+BiBs<AiBs+BiAs.

Dodajac stronami te dwie nieréwnosci, a nastepnie do obu stron dodajac
wielkos¢ As Az + BoBs, stwierdzamy, ze suma obwoddéw trdjkatow A AsAs
i B1BsBj3 jest mniejsza od sumy obwodow tréjkatéw A1 BoBs i By AsAs. To
oznacza, ze zamieniajac pierwsza z tych par tréjkatéw na druga (rys. 25),
otrzymamy uktad n tréjek, w ktérym suma obwoddéw jest wieksza niz w roz-
wazanym ukltadzie. Stoi to w sprzecznosci z zatozeniem, ze rozwazany uktad
realizuje najwiekszg mozliwg sume obwodow.

Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy w przypadkach, gdy (As, Bs)
lub (As, Bs) to pary bialych wierzchotkéw. Uzyskane sprzecznoéci z zaloze-
niem nie wprost oznaczaja, ze pogrupowanie wierzchotkéw 3n-kata w trojki
wyznaczajace trojkaty o najwiekszej mozliwej sumie obwodéw spelnia warunki
zadania.

Sposob 11 (rozwiazanie uczestnikéw Obozu)

Wierzchotki, ktore nie zostaly pomalowane na czerwono bedziemy na-
zywaé biafymi. Oznaczmy biate wierzchotki przez B;, i=1, 2, ..., 2n w taki
sposé6b, aby wielokat By Bs ... By, byl wypukly (rys. 26). Czerwone wierzchotki
oznaczmy przez C;, i=1, 2, ..., n w dowolnej kolejnosci.

Udowodnimy, ze grupowanie wierzchotkéw danego 3n-kata w trdjkaty
BB+, C;, gdzie i=1,2, ..., n, spelnia warunki zadania. W tym celu zauwazmy,
ze dla dowolnych liczb naturalnych ¢, j takich, ze 1 << < j <n odcinki B; B;1,
oraz B;B;,, si¢ przecinaja, gdyz s to cigeciwy okregu opisanego na danym
3n-kacie, a punkty B;, Bj, leza na r6znych tukach tego okregu ograniczonych
punktami B;, B;,. To oznacza, ze réwniez trojkaty B; B;1,C; oraz B; B ,C;
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maja punkt wspdlny.
Bs B,

Bz

Bs

Ci Bs
rys. 26

Uwaga

Warto zauwazy¢, ze pierwszy sposéb rozwiazania wskazuje (niekonstruk-
tywnie, poprzez opisanie pewnej wlasnosci) na jedno grupowanie punktéw
w tréjki. Tymezasem drugi sposob rozwiazania pozwala tatwo skonstruowad
n! réznych grupowan.



Regulamin meczu matematycznego

Ustalenia wstepne

1. W meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swo-
jego grona Kapitana.

2. W pierwszej fazie meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczo-
nych przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwigzan przy tablicy.
Druga faza meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

3. Ekipy na przemian wywoluja druzyne przeciwng do zreferowania przy
tablicy rozwiazania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zadania jest
wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywolywanie rozpoczyna druzyna wy-
losowana tuz przed rozgrywka.

4. Druzyna wywotlana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje
zadanie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywolane;j.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywolana staje si¢ druzyna referujaca.

6. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy
tablicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwne;j.

7. Zawodnik moze byé¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik
z jego druzyny zakonczyt referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie mozna
wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli do refero-
wania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod tablica swego
zastepce.

8. Osoba referujaca nie moze korzystaé z notatek, ani konsultowaé sig
ze swoja druzynag. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywaé
referujacemu.

9. Kapitan druzyny referujacej moze odwotywaé osoby referujace dowolng
liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowaé z referowania. Wowczas
Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejng osobe druzyny referujacej do
kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych w punktach
7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci n punktéw przy swojej n-tej
zmianie w czasie meczu.

10. Laczny czas na zreferowanie rozwigzania przez druzyne referujaca
wynosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie,
poprosié¢ o streszczenie dalszej czesci rozwigzania lub pozwoli¢ na dalsze refe-
rowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje nadzieje
na poprawnosé i zbliza sie do konca.

11. Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostato
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do poprawnoéci
rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na te zastrzezenia.



12. Jezeli podczas dyskusji druzyna wywotujaca zwrécila uwage na bledy
lub luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania brakuja-
cych czesci rozwigzania na zasadach okreslonych w punktach 6 — 11.

13. Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przy-
znaje obu druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej 10
punktéw. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie, otrzymuje co
najmniej 7 punktéw.

Jesl druzyna wywolana nie przyjmuje zadania...

14. Druzyna wywolujaca staje sie druzyng referujaca i prezentuje rozwia-
zanie zgodnie z zasadami okreslonymi w punktach 6 — 11.

15. Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktéw,
jezeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesiec)
punktow w przeciwnym przypadku. Jury moze réowniez przydzieli¢ druzynie
przeciwnej punkty za wskazanie luk lub bledéw w przedstawionym rozwigza-
niu.

Ustalenia koncowe

16. Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu
wywoluje sie dodatkowo 2 zadania.

17. Przewodniczacy Jury moze nalozy¢ kare punktows na druzyne za
niezgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikow.

18. Interpretacja regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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