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Rozwigzania zadan konkursowych

1. Czy istnieje czworoscian, w ktérym diugosci krawedzi sg szeScioma réznymi liczbami
catkowitymi, a ich suma jest rowna 257 Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie
Odpowiedz: Taki czworoscian nie istnieje.

Zauwazmy najpierw, ze nie istnieje trojkat réoznoboczny o wszystkich bokach calkowitej
dhugosci, w ktérym jeden z bokéw ma diugosé 1. Rzeczywiscie, jezeli w pewnym tréjkacie
boki maja dtugosci 1, a, b, przy czym 1 <a <b, to na mocy nieréwnosci trojkata: b <a—+1.
W konsekwencji liczba b jest jednoczes$nie wieksza od a i mniejsza od a+1 — liczby a, b nie
moga wiec jednocze$nie by¢ catkowite.

Z poczynionej obserwacji wynika, ze jesli dtugosci krawedzi pewnego czworoscianu sa
szeScioma réznymi liczbami catkowitymi, to posréd tych liczb nie ma liczby 1. W konsekwencji
suma dtugosci tych krawedzi jest nie mniejsza od

24+3+4+5+6+7=2T7,

czyli w szczegdlnosci nie jest mozliwe, aby byta réwna 25.

Uwaga
Mozna wykazaé, ze istnieje czworoscian o krawedziach dlugosci 2, 3, 4, 5, 6, 7 (czyli taki,
w ktorym suma dlugosci krawedzi jest réwna 27).

2. W pewnej imprezie biora udziat chlopcy i dziewczeta. Kazda z oséb uczestniczacych
w tej imprezie zna wsrdéd pozostatych oséb doktadnie 3 chtopcéw i doktadnie 7 dziewczat.
Udowodnij, ze liczba wszystkich os6b uczestniczacych w tej imprezie jest podzielna przez 20.

Uwaga. Zaktadamy, ze jesli osoba A zna osobe B, to osoba B zna osobe A.

Rozwigzanie

Oznaczmy liczbe chlopcéw bioracych udzial w tej imprezie przez c, a liczbe dziewczat
bioracych udzial w tej imprezie przez d. Wéwczas liczba wszystkich oséb uczestniczacych
w tej imprezie jest rowna c+d.

Laczna liczba znajomo$ci miedzy chlopcami a dziewczetami jest z jednej strony réwna 7c
(gdyz kazdy z ¢ chlopcéw zna dokladnie 7 dziewczat), z drugiej zas strony réwna 3d (gdyz
kazda z d dziewczat zna dokladnie 3 chlopcow). Wobec tego 7c = 3d, skad wynika, ze ¢ =3k
oraz d =Tk dla pewnej dodatniej liczby catkowitej k.

Laczna liczba znajomosci pomiedzy chtopcami jest rowna dokladnie %-30 (gdyz kazdy
z ¢ chlopcéw zna doktadnie 3 innych chlopcow, a w iloczynie 3-c kazda taka znajomos¢ jest
policzona dwukrotnie). W konsekwencji liczba znajomosci pomiedzy chlopcami jest réwna
gk:, skad wynika, ze k =2/ dla pewnej dodatniej liczby catkowitej £.

Ostatecznie taczna liczba 0séb uczestniczacych w imprezie jest réwna

c+d=3k+Tk=10k = 20¢,

czyli jest liczba podzielng przez 20.
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3. Wyznacz wszystkie pary liczb pierwszych (p,q), dla ktérych liczba pg+4 jest czwarta
potega liczby pierwszej.

Rozwigzanie
Odpowiedz: Jedynymi parami (p,q) spelniajacymi warunki zadania sa (7,11) oraz (11,7).
Zalozmy, ze dla pewnych liczb pierwszych p, ¢ istnieje liczba pierwsza r o tej wltasnosci,
ze pq+4=nr* czyli
pg=r*—4=(r*)?-22=(r*-2)(r*+2).

Czynniki r? — 2 oraz 72 +2 sg liczbami catkowitymi wiekszymi od 1. Liczba pq jest iloczynem
dwoch liczb pierwszych, wiec ma tylko jedno przedstawienie w postaci takiego iloczynu: jest
nim p-q. To oznacza, ze jedna z liczb r? —2, 7?42 jest réwna p, a druga z nich jest réwna q.

Zauwazmy, ze liczba (r —1)r(r+1) =7r(r>—1) jest podzielna przez 3 jako iloczyn trzech
kolejnych liczb catkowitych. Jezeli r nie jest liczba podzielng przez 3, to w mysl poczynione;j
obserwacji, 72 —1 jest liczba podzielng przez 3 i w konsekwencji takze liczba r? —1+3=17242
jest podzielna przez 3. Jednak liczba 72 +2 jest réwna p lub ¢, skad wniosek, ze r? +2 =3,
czyli r=1 lub r = —1. UzyskaliSmy sprzecznos¢, gdyz liczby 1, —1 nie sa pierwsze.

Jezeli r jest liczba podzielna przez 3, to r =3, gdyz r jest liczbg pierwsza. Bezposrednio
sprawdzamy, ze wowczas liczby 72 —2 =7 oraz r? +2 =11 s3 pierwsze i w konsekwencji pary
(p,q) = (7,11) oraz (p,q) = (11,7) spelniaja warunki zadania.

4. Dany jest romb ABCD, w ktérym $ABC =100°. Punkt P lezy na boku CD, przy
czym SPBC = 20°. Prosta réwnolegla do boku AD przechodzaca przez punkt P przecina
przekatnag AC' w punkcie Q. Wykaz, ze BP = AQ).

Rozwigzanie

Oznaczmy przez R punkt symetryczny do punktu P wzgledem prostej BD (rys. 1). Wow-
czas czworokat ARPQ jest réwnolegtobokiem, gdyz ma dwie pary przeciwleglych bokéw
rownolegtych. Ponadto BP = BR oraz

IPBR=YABC —<PBC—-<RBA=100°—-20°—20° =60°,

skad wynika, ze trojkat BPR jest rownoboczny. W konsekwencji AQ = PR= BP, co bylo do
udowodnienia.
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5. W kazdym polu tablicy 5 x5 znajduje si¢ strzatka skierowana w gére, w dot, w lewo
lub w prawo. Wykaz, ze mozna usunaé z tej tablicy doktadnie dwadziescia strzalek, tak aby
zadne dwie z pozostalych pieciu strzatek nie wskazywaly na to samo pole.

Uwaga. Przyjmujemy, ze kazda strzalka wskazuje na wszystkie pola znajdujace si¢ w tym
kierunku, w ktorym jest skierowana. Zadna strzalka nie wskazuje na pole, w ktorym sie
znajduje.

Rozwigzanie

Strzatke skierowana w gore lub w dot nazwiemy pionowg, a strzatke skierowana w prawo
lub w lewo nazwiemy poziomg.

Zauwazmy, ze jesli w kazdym wierszu tablicy znajduje si¢ co najmniej jedna strzatka
pozioma, to wystarczy pozostawi¢ po jednej strzatce poziomej w kazdym wierszu, aby zadne
dwie z tych pieciu strzatek nie wskazywaly na to samo pole.

W przeciwnym wypadku w pewnym wierszu tablicy znajduja si¢ wylacznie strzalki pio-
nowe, wiec zadne dwie z nich nie wskazuja na to samo pole. Wystarczy wiec pozostawi¢ pieé
strzatek z tego wiersza.

Uwaga

Istnieja takie rozmieszczenia strzalek w polach tablicy (np. rys. 2), ze nie wystarczy usunaé
tylko 19 strzalek aby wyeliminowa¢ wszystkie pary strzalek wskazujacych na to samo pole.
Innymi stowy, liczba 20 jest najmniejszq liczba usuwanych strzalek, ktéra zawsze wystarczy
do uzyskania sytuacji, w ktorej zadne dwie strzatki nie wskazuja na to samo pole.
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rys. 2
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