XX Olimpiada Matematyczna Junioréw

Zawody stopnia pierwszego — czes¢ testowa

(10 pazdziernika 2024 r.)

Rozwigzania zadan testowych

1. Poczatkowy cene pewnego produktu obnizono o 50%, a nastepnie nowa cene obni-

zono o 50%. W wyniku tych dwéch obnizek poczatkowa cena spadia

N | a) o 50%;

T | b) o 75%;

N | ¢)o 100%.
Komentarz

Zalézmy, ze poczatkowa cena byla réwna c. Cena po pierwszej obnizce byta wiec réwna

1 L . 11, 1. . 3. i
5¢, a cena po drugiej obnizce byla réwna 5-5c= jc=c—Jc=c—T75%c. Wobec tego w wyniku

obu obnizek poczatkowa cena spadta o 75%.

2. Liczba 20'-202%-203 jest réwna

T | a) 201+2+3.
T | b) 20123;
9\ 3
T o) ((20)%) "
Komentarz

a), b) Dana liczba to iloczyn 1+2+3 =6 czynnikéw réwnych 20, wiec jest réwna 20°.

c¢) Dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢ mamy (ab)c =a®°, skad

((201)2)3 = (201%)” = 20123 = 206,

3. Kazda cyfra pewnej 9-cyfrowej liczby n jest rowna 2 lub 5. Wynika z tego, ze

liczba n jest podzielna przez

N| a)2;

T| b) 3;

N| ¢)5
Komentarz

a) Jesli cyfra jednosci n jest 5, to n nie jest liczba parzysta.

c) Jedli cyfra jednosci n jest 2, to n nie jest liczba podzielng przez 5.

A i 5, .
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b) Kazda z liczb 2=3—1, 5=6—1 jest o 1 mniejsza od liczby podzielnej przez 3.
Wobec tego suma dziewieciu liczb, z ktérych kazda jest réwna 2 lub 5, jest o 9 mniejsza od
sumy dziewieciu liczb podzielnych przez 3. To oznacza, ze suma cyfr liczby n jest podzielna

przez 3 i w konsekwencji — réwniez liczba n jest podzielna przez 3.

4. Liczba v2++3 jest
N | a) mniejsza od V/5:
b) réwna V5
T | c) wieksza od V5.

z

Komentarz

Poniewaz /3 > v/2 oraz v/8 > \/57 wiec V2+V3>V24V2=2V2=v8> /5.

5. Istnieje pieciokat, ktéry mozna rozcia¢ wzdtuz przekatnej na dwa wielokaty

T | a) o réwnych polach;

H

b) o réwnych obwodach.

T | c¢) foremne.

Komentarz
Niech ABCD bedzie kwadratem o boku 1.
a) Na zewnatrz kwadratu ABC'D zbudujmy tréojkat rownoramienny ADE, w ktérym

AFE = DFE oraz wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka E ma dlugosé 2 (rys. 1). Wowcezas

pieciokat ABC DFE mozna wzdluz przekatnej AD rozcia¢ na dwa wielokaty o polu 1.
E

rys. 1 rys. 2 rys. 3
b) Na zewnatrz kwadratu ABC'D zbudujmy tréjkat réwnoramienny ADF, w ktérym
AF =DF =3 (rys. 2). Wéwczas pieciokat ABC DF mozna wzdluz przekatnej AD rozciaé
na dwa wielokaty o obwodzie 4.
c¢) Na zewnatrz kwadratu ABC'D zbudujmy tréjkat réwnoboczny ADG (rys. 3). Wow-
czas pieciokat ABC' DG mozna wzdluz przekatnej AD rozcia¢ na dwa wielokaty foremne.
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6. Istniejg cztery kolejne liczby catkowite, ktorych suma jest podzielna przez

T | a)18;

T | b)19;

N | ¢) 20.
Komentarz

a) Liczba 3+4+5+6 =18 jest podzielna przez 18.
b) Liczba 8 +9+ 10+ 11 =38 jest podzielna przez 19.

¢) Suma czterech kolejnych liczb catkowitych, najmniejsza z ktérych jest n, wynosi
n+n+1)+(n+2)+(n+3)=4n+6=2(2n+3).

Dla kazdej liczby catkowitej n liczba 2n+ 3 jest nieparzysta, wiec liczba 2(2n+ 3) nie jest

podzielna przez 4. Nie jest to wiec takze liczba podzielna przez 4 -5 = 20.

7. Istnieja liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetlniajace warunek a < b < ¢, ktorych Srednia

arytmetyczna jest

N | a) mniejsza od éredniej arytmetycznej liczb a oraz b;

H

b) mniejsza od $redniej arytmetycznej liczb b oraz c;

T | ¢) mniejsza od Sredniej arytmetycznej liczb a oraz c.

Komentarz
a) Skoro ¢>a oraz ¢>b, to 2¢>a+b, czyli ¢> “Ter. Wobec tego

a+b+c a-l—b-l—aTM B M _a+b

3>3_3_2

b), ¢) Jezelia=1, b=2, ¢=6, to $rednia arytmetyczna liczb a, b, ¢ jest réwna %b*c =3,

. . .« . . . . Jr _ b+ _
wigc jest mniejsza od kazdej z liczb 5= = 3,5 oraz *5° =4.

8. Kazda dodatnia liczbe nieparzysta mozna przedstawi¢ jako

N | a) réznice dwoch liczb pierwszych;

—

b) réznice dwbch liczb ztozonych;

T | c¢) réznice dwéch kwadratow liczb catkowitych.

Komentarz
a) Wykazemy, ze liczby 7 nie mozna zapisa¢ w postaci réznicy dwéch liczb pierwszych.
Przypuéémy, ze p—q =7 dla pewnych liczb pierwszych p, q. Woéwczas jedna z liczb p, ¢

jest parzysta, a druga — nieparzysta. Jedyna parzysta liczba pierwsza jest 2, a poniewaz

A i 5, .
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p>T7, wiec wynika z tego, ze ¢=2. Jednak wéwczas uzyskujemy p=9, a to jest liczba ztozo-
na. Otrzymana sprzecznos¢ oznacza, ze nie jest mozliwe przedstawienie liczby 7 w postaci
réznicy dwoch liczb pierwszych.

b) Zauwazmy, ze 1 =9—8 jest szukanym przedstawieniem liczby 1. Jezeli n >3 jest
liczba nieparzysta, to n=3n—2n. Kazda z liczb 3n oraz 2n jest ztozona, bo jest iloczynem
dwoch liczb catkowitych wiekszych od 1.

c) Kazda dodatnia liczbe nieparzysta mozna zapisa¢ w postaci 2k — 1, gdzie k> 1 jest
liczbg catkowita. Wowcezas 2k —1=k? — (k—1)? jest przedstawieniem liczby 2k —1 w postaci

réznicy kwadratéw dwoch liczb catkowitych.

9. Liczby rzeczywiste x i y spelniaja warunek x —y > z2. Wynika z tego, ze

N| a)z

\Y

0;

Z
o
N—
8 «

Komentarz
a) Jesli z =—1 oraz y= —2, to dany warunek jest spetniony oraz x < 0.
b) Jesli x = 2 oraz y = 7, to dany warunek jest spetniony oraz y > 0.

c) Skoro z2 >0 dla kazdeJ liczby rzeczywistej x, to z danego warunku uzyskujemy, ze

8

—y =0, czyliz>y.

10. Istnieje tréjkat prostokatny, w ktérym dlugosci wszystkich bokéw sa liczbami cal-

kowitymi, a ponadto

T | a) dlugos$é dokladnie jednego boku jest parzysta;

Z

b) dlugosci dokladnie dwoch bokéw sa parzyste;

T | c¢) dlugosci wszystkich trzech bokéw sa parzyste.

Komentarz

a) Trojkat o bokach dlugosci 3, 4, 5 jest prostokatny i ma dokladnie jeden bok o pa-
rzystej dtugosci.

c¢) Tréjkat o bokach dlugosci 6, 8, 10 jest prostokatny i ma wszystkie trzy boki o pa-
rzystej dtugosci.

b) Zal6zmy, ze pewien trojkat prostokatny ma przyprostokatne o dlugosci a, b oraz
przeciwprostokatna o dtugosci ¢, przy czym liczby a, b, ¢ sa caltkowite. W my$l twierdzenia
Pitagorasa zachodzi réwnosé a?+b% =c?. To oznacza, ze liczba a?+b?+c? =2¢? jest parzysta,
wiec wéréd sktadnikéw a2, b?, ¢? jest parzysta liczba liczb nieparzystych. W konsekwencji
wsrod liczb a, b, ¢ jest parzysta liczba liczb nieparzystych. Nie jest wiec mozliwe, ze doktadnie

dwie z tych liczb sa parzyste.

~ Ministerstwo

Olimpiada Matematyczna Juniorow jest finansowana m Stowarzyszenie r )
" Edukacji Narodowej

. n - .. . na rzecz Edukacji
ze $rodkow Ministerstwa Edukacji Narodowej Vﬁ U/ Matematycznéj



11. Punkt P lezy wewnatrz trjkata prostokatnego ABC, w ktérym SAC B =90° oraz
AC > BC'. Wynika z tego, ze

T| a) SAPB > 90°;
b) SAPC > 90°;
N| ¢) YAPC ><4BPC.

Z

Komentarz
a) Zauwazmy, ze SPAB < SCAB oraz YPBA < SCBA (rys. 4). Zatem

JPAB+<YPBA< JSCAB+<CBA=180°—<JACB =90°.
W konsekwencji

JAPB =180° — (¥PAB+<PBA) > 180° — 90° = 90°.

C
A

rys. 4 rys.

b), ¢) Rozwazmy dowolny tréjkat prostokatny ABC spelniajacy warunki zadania. Wy-
bierzmy punkt P wewnatrz trdjkata w taki sposob, aby znalazl sie na okregu o $rodku A
i promieniu AC, tzn. AP = AC (rys. 5). Wéwczas SAPC < 90°, gdyz jest to kat miedzy
podstawg i ramieniem w trojkacie réwnoramiennym ACP.

Niech D bedzie spodkiem wysokosci trdjkata ABC poprowadzonej z wierzchotka C.
Wowczas punkt P znajduje si¢ wewnatrz trojkata prostokatnego BC'D. Stosujac udowodnio-
ny juz punkt a) do tego tréjkata, otrzymujemy $BPC >90°. W potaczeniu z nieréwnoscia
JAPC < 90° oznacza to, ze BPC > JAPC.

12. Tablica o wymiarach 4 x4 sktada sie z kwadratowych pol o boku 1. Doktadnie osiem
pdl tej tablicy jest koloru czarnego. Wynika z tego, ze srodki pewnych dwoch z tych

osmiu pol sg odlegte o

N| a)l;
N| b)v2;
N| ¢)2
N .
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Komentarz

a) Jezeli tablica pokolorowana jest tak, jak na rysunku 6 (w ,szachownice”), to zadne
dwa czarne pola nie sgsiaduja bokiem. Wobec tego srodki zadnych dwoch czarnych pdl nie
sg odlegte o 1.

b) Jezeli tablica pokolorowana jest tak, jak na rysunku 7 (w ,paski”), to zadne dwa
czarne pola nie stykaja sie tylko rogiem. Wobec tego srodki zadnych dwéch czarnych pdl nie
sa odlegle 0 v/2.

c) Pola o $rodkach odlegtych o 2 to pola w tym samym wierszu lub kolumnie, miedzy
ktorymi znajduje sie dokladnie jedno inne pole. Jezeli tablica pokolorowana jest tak, jak na

rysunku 8, to srodki zadnych dwdch czarnych pol nie sg odlegte o 2.

rys. 6 rys. 7 rys. 8

13. 7 kazdych pigeciu dodatnich liczb catkowitych mozna wybraé

T | a) takie dwie, ktérych suma jest podzielna przez 2;

—

b) takie trzy, ktérych suma jest podzielna przez 3;

N | c¢) takie cztery, ktérych suma jest podzielna przez 4.

Komentarz

a) Wsréd dowolnych pieciu (a nawet wsréd dowolnych trzech) liczb catkowitych sa
albo co najmniej dwie liczby parzyste, albo co najmniej dwie liczby nieparzyste. Zaréwno
suma dwoch liczb parzystych, jak i suma dwdéch liczb nieparzystych, jest liczba podzielna
przez 2.

b) Rozwazmy dowolne pieé liczb catkowitych i obliczmy reszty z dzielenia tych liczb

przez 3. Sa dwa mozliwe przypadki:

e Pewna reszta r pojawia si¢ co najmniej trzykrotnie.

Wybierzmy dowolne trzy liczby dajace te reszte z dzielenia przez 3, tzn. liczby postaci
3a+r, 3b+r, 3c+1r dla pewnych liczb catkowitych a, b, c. Suma wybranych liczb jest
rowna

(Ba+7)+(3b+7r)+(3c+7r)=3(a+b+c+r),

wiec jest to liczba podzielna przez 3.

A s s e
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e Kazda z reszt 0, 1, 2 pojawia sie co najwyzej dwukrotnie.

Skoro liczb jest pieé, to kazda z tych reszt pojawia sie¢ co najmniej raz. Wybierzmy po
jednej liczbie dla kazdej z tych reszt, tzn. liczby postaci 3a, 3b+1, 3c+2 dla pewnych

liczb catkowitych a, b, c. Suma tych trzech liczb jest réwna
3a+(3b+1)+(3c+2)=3(a+b+c+1),
wiec jest podzielna przez 3.
¢) Rozwazmy liczby 1, 2, 4, 8, 12. Zadna z sum czterech spoéréd tych pieciu liczb:
14+244+8=15, 1+24+4+12=19, 14+248+412=23, 1+4+8+12=25, 24+44+8+12=26

nie jest liczba podzielng przez 4.

14. Kazda dodatnia liczba calkowita zostata pokolorowana albo na czerwono, albo na

niebiesko. Wynika z tego, ze

N | a) pewna liczba wieksza od 1 ma ten sam kolor, co jej wszystkie dodatnie dzielniki;

Z

b) pewna liczba ma ten sam kolor, co jej dwukrotno$¢;

N | c¢) pewne dwie liczby rézniace sie o 20 maja ten sam kolor.

Komentarz

a) Jezeli liczba 1 jest czerwona, a wszystkie pozostate liczby sa niebieskie, to kazda
liczba wieksza od 1 ma dodatni dzielnik w innym kolorze niz swéj wlasny kolor (mianowicie
dzielnik réwny 1).

b) Rozwazmy kolorowanie, w ktérym wszystkie liczby majace parzysta liczbe dwojek
w rozkltadzie na czynniki pierwsze sa czerwone, a wszystkie liczby majace nieparzysta liczbe
dwojek w rozktadzie na czynniki pierwsze sg niebieskie. Wowczas kazda liczba ma inny kolor
niz jej dwukrotnosc.

¢) Rozwazmy kolorowanie, w ktérym czerwone sa liczby dajace przy dzieleniu przez
40 jedna z reszt 0, 1, 2, ..., 19, a niebieskie sa liczby dajace przy dzieleniu przez 40 jedna

z reszt 20, 21, 22, ..., 39. Wéwcezas kazde dwie liczby rézniace si¢ o 20 maja rézny kolor.

15. Punkty D i E lezg odpowiednio na bokach BC' i AC tréjkata ABC, przy czym
JADC =<4BEC. Odcinki AD i BE przecinaja sie w punkcie P. Wynika z tego, ze

T | a) YCAD=<JCBE;
b) SACP = YBCP;
T| ¢) ¥DEP=<YBAP.

Z
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Komentarz
a) Korzystajac z wlasnosci sumy miar katéw wewnetrznych w trojkatach ACD i BCE
(rys. 9), otrzymujemy

JCAD =180°—<4ACB—<ADC =180°—<JACB—-<JBEC =JCBE.

C

rys. 9 rys. 10
b) Rozwazmy dowolny tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym $BAC #SABC. Oznaczmy
przez D oraz E spodki wysokosci poprowadzonych odpowiednio z wierzchotkow A oraz B
(rys. 10). Wéwcezas SADC =90° = SBEC.
Punkt P jest przecieciem dwdch sposrod wysokosci trojkata ABC, wiec lezy takze na
trzeciej wysokosci. To oznacza, ze jezeli przez F oznaczymy punkt przeciecia prostej C'P
i boku AB, to SAFC =<4BFC =90°. W konsekwencji

JACP =JACF =90° —4BAC #90° — SABC = {BCF = 4BCP.

¢) Z udowodnionej w punkcie a) réwnosci $DAE =<DBE oraz tego, ze punkty A i B
leza po tej samej stronie prostej DE wynika, ze na czworokacie ABDFE mozna opisa¢ okrag
(rys. 11). W konsekwencji {DEP =JIDEB=<YDAB=<BAP.

rys. 11
N . P
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