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1. Dany jest réwnolegtobok ABC D. Na odcinku C'D lezg takie punkty X i Y, ze
IXAB=<9XAD oraz JYBA=<YBC.

Wykaz, ze CX = DY.

Rozwigzanie
Poniewaz YXAD =YX AB=JAXD, wicc trojkat ADX jest réwnoramienny i AD=DX.

Podobnie skoro Y BC' =Y BA=<4BYC, to BC =CY. Pozostaje zauwazy¢, ze AD = BC

i w konsekwencji

CX=CD-DX=CD-AD=CD-BC=CD-CY =DY.

/ X X/C
A B
rys. 1

Uwaga
Punkty X oraz Y moga leze¢ na odcinku C'D w innej kolejnosci niz na rys. 1 (rys. 2).

Zaprezentowane rozwigzanie jest poprawne w obydwu konfiguracjach.
D X Y C

O)
O O

rys. 2

2. W zapisie dziesietnym dodatniej liczby catkowitej n kazda cyfra jest rézna od 0 oraz
zadna cyfra nie pojawia sie wiecej niz raz. Ponadto liczba n jest podzielna przez kazda ze

swoich cyfr. Wykaz, ze liczba n ma co najwyzej 7 cyfr.

Rozwigzanie
Skoro zadna cyfra w zapisie n nie pojawia sie wiecej niz raz oraz w zapisie n nie wystepuje

cyfra 0, to liczba n ma co najwyzej 9 cyfr.
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Zauwazmy, ze w zapisie liczby n nie moga wystepowaé jednoczesnie cyfry 2 oraz 5, gdyz
wowcezas liczba n, jako podzielna przez 2 oraz 5, musialaby by¢ zakonczona cyfra 0. W kon-
sekwencji liczba n nie moze by¢ 9-cyfrowa.

Pozostaje uzasadnié, ze liczba n nie moze by¢ 8-cyfrowa. Rzeczywiscie, gdyby liczba n
miata 8 cyfr, to wobec obserwacji poczynionej w poprzednim akapicie brakujaca cyfra bytaby
jedna z cyfr 2 lub 5. Jednak wowczas liczba n posiadataby w zapisie cyfre 3, ale suma cyfr
liczby n bytaby réwna

(142434+44+5+6+7+8+9)—2=43 lub (142434+4+5+6+7+8+9)—5=40,

a wiec niepodzielna przez 3. Liczba n nie bylaby wiec podzielna przez 3. Uzyskana sprzecznosé
oznacza, ze liczba n nie moze by¢ 8-cyfrowa.

Uwaga
Najwieksza liczba spelniajaca warunki zadania jest n =9867312.

3. Pola prostokatnej planszy 1 x 100 sa ponumerowane kolejno liczbami catkowitymi od
1 do 100. Pionek poczatkowo stal na polu o numerze n. W pierwszym ruchu przesunieto
go o jedno pole, w drugim — o dwa pola, w trzecim — o trzy pola itd. Okazalo sie, ze po
wykonaniu 99 ruchéw pionek odwiedzit kazde pole doktadnie raz. Wyznacz wszystkie mozliwe
wartosci n.

Uwaga. Przesuniecie pionka o k pdl oznacza bezposrednie przemieszczenie go miedzy polami,
ktorych numery réznia sie o k.

Rozwigzanie

Odpowiedz: Jedyne mozliwe wartosci n to 50 oraz 51.

Zauwazmy, ze w ostatnim z wykonanych 99 ruchéw pionek zostal przesuniety o 99 pdl,
czyli pomiedzy skrajnymi polami planszy.

Jezeli w ostatnim ruchu pionek stangl na polu o numerze 100, to w poczatkowych 98
ruchach odwiedzit kazde pole o numerze od 1 do 99 i stanal na polu numer 1. To oznacza,
ze w ruchu o numerze 98 zostal przesuniety z pola numer 99, a w poczatkowych 97 ruchach
odwiedzil wszystkie pola o numerach od 2 do 99. Powtarzajac wielokrotnie analogiczne ro-
zumowanie, stwierdzamy, ze jedyna mozliwa sekwencja numeréow poél kolejno odwiedzanych
przez pionek (zapisana od tytu) w tym przypadku jest

1001992983« 97«4« ... 5249+ 51«50,

czyli n=50.
Jezeli w ostatnim ruchu pionek zostat przesuniety z pola numer 100 na pole numer 1, to
w pelni analogicznie stwierdzamy, ze jedyna mozliwa sekwencja kolejnych numeréw pél jest

1—100+-2+99«+ 3«98« 4«97« ...« 49«52«50+« 51,

czyli n=>51.

Uwaga

Przedstawione rozumowanie mozna w naturalny sposéb uogélni¢ na przypadek planszy
o wymiarach 1 xm, gdzie m > 2 jest liczba catkowita. Dla kazdego takiego m sa doktadnie
dwie sekwencje ruchéw prowadzacych do odwiedzenia wszystkich pél — jezeli m jest liczba

nieparzysta, to obie zaczynaja sie od pola n= mT“, a w przypadku, gdy m jest liczbg parzysta
sa dwa mozliwe pola poczatkowe: n =5 oraz n= "3 +1.
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4. Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB oraz CD. Punkty P i Q) leza odpowiednio
na odcinkach AB i CD, przy czym AQ = BQ oraz CP=DP. Wykaz, ze AP+DQ=BP+CQ.

Rozwigzanie

Sposdb 1

Oznaczmy przez M oraz N odpowiednio srodki podstaw AB i C'D danego trapezu. Za-
16zmy, ze punkt P lezy na odcinku AM (rys. 3); rozumowanie w przypadku, gdy P lezy na
odcinku BM jest w pelni analogiczne.

D N Q¢
A P M B
rys. 3

Zauwazmy, ze odcinek M@ jest wysokoscia trojkata rownoramiennego AB(), a odcinek
NP jest wysokosScig trojkata réwnoramiennego C'DP. Wobec tego czworokat PMQN jest
prostokatem i w konsekwencji PM = QN oraz punkt @) lezy na odcinku C'N. Zatem

AP+DQ=(AM — PM)+ (DN +QN)=AM + DN = 1 (AB+CD)

oraz

BP+CQ=(BM+PM)+(CN—-QN)=BM+CN =1(AB+CD).

Uwaga

Poniewaz czworokaty APQD oraz BPQC' sa trapezami o réwnych wysokosciach, wiec
teza zadania jest rownowazna réwnosci pol tych dwéch trapezéw. Wystarczy wiec na przyktad
wykazad, ze [APQD]=$[ABC D], gdzie [F] oznacza pole figury F. Po wprowadzeniu punktéw
M i N rozwigzanie mozna wiec dokonczy¢ zauwazajac, ze

[APQD] =[APND]+[PQN]=[APND]+[PMN]=[AMND)] = L[ABCD],

przy czym ostatnia rownos¢ wynika z tego, ze suma dlugosci podstaw trapezu AMND jest
rowna potowie sumy dlugoéci podstaw trapezu ABCD.

Sposob 11
Oznaczmy przez K oraz L takie punkty lezace na przedtuzeniu odcinka AB, Zze czworokaty
AQDK oraz BQCL sa réwnoleglobokami (rys. 4). Wéwezas

AP+DQ=AP+AK=PK oraz BP+CQ=BP+BL=PL,

wiec teza zadania jest réwnowazna réwnosci PK = PL.
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K A P B L
rys. 4

Wykazemy, ze trojkaty PDK oraz PCL sa przystajace, co zakonczy dowdd. Rzeczywidcie,
mamy bowiem PD=PC, DK =AQ =BQ=CL oraz

IPDK =180°—YPKD —<KPD =180°—-<BAQ — ¥PDC =
=180°— YABQ —<PCD =180°—YPLC —<LPC =<4PCL,

wiec tréjkaty PDK oraz PCL sa przystajace na mocy cechy bok—kat—bok.

5. Dane sg dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ o tej wtasnosci, ze kazda z liczb ab, be, ca
jest wieksza od a+b+c. Wykaz, ze

1 1 1
—+-+-<1
a b c

Rozwigzanie

Sposob 1

7, warunkéow zadania wynika, ze

b < b 1 ¢ < c 1 a < a
a ab a+b+tc’ b be atbtc’ c ca a+btc

Dodajac stronami te trzy nieréwnosci, uzyskujemy

1 1 1 b c a b+c+a
—4+-+-< + + = =1
a b ¢ a+b+c a+b+c a+b+c a+bdb+c

Sposob 11
Skoro liczby a, b, ¢ sa dodatnie, to dowodzong nieréwnos$¢ mozna przeksztalci¢ réwnowaz-
nie do postaci
bc+ca+ab < abe.

Zalozmy, ze c jest najwieksza sposrod liczb a, b, ¢ — rozumowanie w pozostalych przypadkach
jest w petni analogiczne. Wowczas ¢ > a oraz ¢ > b, wiec skoro liczby a, b, ¢ sa dodatnie, to
c? > ab. W konsekwencji

abc=ab-c> (a+b+c)-c=ac+bc+c? > ac+be+ab,

co jak wczesniej zauwazylisSmy jest rownowazne tezie zadania.
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