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Rozwigzania zadan konkursowych

1. Wyznacz wszystkie liczby catkowite n > 1 o tej wlasnosci, ze w wyniku dopisania do
zapisu dziesietnego liczby n? dodatkowej cyfry 1 z lewej strony powstaje zapis dziesietny
liczby n3.

Rozwigzanie

Sposob 1

Zaltézmy, ze pewna liczba n > 1 spelnia warunki zadania i oznaczmy przez k liczbe cyfr
liczby n2, tzn. 10~ <n? < 10*. Opisana w tresci zadania wlasnoéé przybiera wiec postaé

105 4n2=n3 czyli 10F=n?*(n—1).

Z nieréwnoéci n? > 1081 oraz n—1> 0 wynika, ze n?(n—1) > 10*"1(n—1). Otrzymujemy
wiec nierdwnosé
107> 10" (n—1), czyli 10>n-—1,

co oznacza, ze n < 11. Bezposrednio sprawdzajac wartoéci n od 1 do 11 (np. wypisujac zapisy
dziesietne kwadratéw i szescianéw) identyfikujemy jedyne rozwiazanie zadania: n =>5.

2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11
n 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121
nd |1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000 1331
X Xx X v X X X X X X

n 1

Uwaga
Liczbe przypadkéw do bezposredniego sprawdzenia mozna znacznie ograniczy¢ za pomoca
dodatkowych rozumowan. Przyktadowo:

e skoro ostatnie cyfry liczb n? oraz n® sa réwne, to liczba n moze byé zakoficzona wy-
tacznie cyfra 0, 1, 5 lub 6;

e skoro n?(n—1)=10%, to liczba n? jest dzielnikiem liczby 10* i w konsekwencji jedynymi
mozliwymi dzielnikami pierwszymi liczby n sa 2 oraz 5;

e dla 6 <n <9 mamy 216 < n3 < 729, wiec pierwsza cyfra liczby n® nie moze byé 1.
Sposob 11
Jezeli A jest liczba k-cyfrowa, czyli A > 10¥~1, oraz n > 20, to

A-n>10F1.20=2-10%,

czyli A-n nie moze by¢ liczba (k+ 1)-cyfrowa rozpoczynajaca sie od cyfry 1. Przyjmujac
A=n?, otrzymujemy wniosek, ze jezeli n > 20, to n nie spelnia warunkéw zadania. Pozostaje
bezposrednio sprawdzi¢, ze wsrdd liczb mniejszych od 20 tylko n=>5 spetnia warunki zadania.
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2. W pewnym tréjkacie miary katéw wewnetrznych sa réwne a® b°, ¢, przy czym a?+4b%=c?
Wykaz, ze trojkat ten jest ostrokatny.

Rozwigzanie

Sposob 1

Jezeli liczby dodatnie a, b, ¢ spetniaja réwnoéé a +b% = c?, to c jest najwieksza z liczb a,
b, c. Rzeczywiscie, skoro a? > 0 oraz b% >0, to

A=a’+b>>a®> oraz F=a>+b>>0b°,

a skoro liczby a, b, ¢ sa dodatnie, to z powyzszych nieréwnosci wynika, ze ¢ > a oraz c > b.
Zaltézmy, ze trojkat o miarach katow wewnetrznych a®, b°, ¢° spelnia warunki zadania.
Aby udowodnié, ze jest to trojkat ostrokatny, wystarczy uzasadni¢, ze najwiekszy z jego katow
ma miare mniejsza od 90°, czyli ¢ < 90.
Zauwazmy, ze poniewaz ab >0, wiec

> =a*+b* <a®+b*+2ab=(a+b)?

i w konsekwencji, skoro liczby a+ b oraz ¢ sa dodatnie, otrzymujemy nieréwnosé¢ c < a+b.
Poniewaz a+b=180— ¢, wiec z otrzymanej nieréwno$ci wynika, ze

c<180—¢c, czyli ¢<90.

Sposob 11

Zaltézmy, ze pewien trojkat T' o miarach katéw wewnetrznych a®, b°, ¢® spelnia warunki
zadania. Rozwazmy tréjkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci a, b. Z twierdzenia
Pitagorasa wynika, ze przeciwprostokatna tego trojkata ma dilugosé¢ c. Przeciwprostokatna
jest najdtuzszym bokiem tréjkata prostokatnego, a jej dlugosé jest mniejsza od sumy diugosci
przyprostokatnych (na mocy nieréwnosci trojkata), co oznacza, ze ¢ >a, ¢>b oraz a+b>c.

Poniewaz a°, b°, ¢ sa miarami katow wewnetrznych tréjkata T', wiec a+b+c=180. Stad
oraz z nierownosci a+b > ¢ wynika, ze

180=a+b+c>2¢c, czyli 90>c.

W polaczeniu z ¢ > a oraz ¢ > b uzyskujemy roéwniez 90 > a oraz 90 > b. Skoro kazdy kat
wewnetrzny trojkata T jest ostry, to tréjkat T' jest ostrokatny.

Uwaga

Istnieje nieskoniczenie wiele tréjek miar katow wewnetrznych tréjkata (a,b,c) spelniaja-
cych warunki zadania (dtugosci bokéw dowolnego tréjkata prostokatnego o obwodzie réwnym
180 odpowiadaja takiej trdojce).

Jezeli natomiast przyjmiemy dodatkowe zalozenia, ze liczby a, b, ¢ sa calkowite oraz a <b,
to istnieja tylko trzy takie tréjki:

(45,60,75), (30,72,78) oraz (18,80,82).

Mozna réwniez udowodni¢, ze najmniejsza mozliwa wartos¢ ¢ w trojkacie spetniajacym

. . 80
warunki zadania jest rowna 5 ~ T4,56.
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3. W turnieju szachowym uczestniczyto 101 oséb. Kazda para uczestnikow rozegrata do-
ktadnie jedna partie, ktora zakonczyta sie zwyciestwem jednego z nich albo remisem. Czy
moglo sie zdarzy¢, ze kazdy uczestnik tego turnieju wygral doktadnie tyle samo partii, ile
zremisowal? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie
Sposob 1
Przyznajmy w kazdej partii 2 punkty w nastepujacy sposéb:

e jezeli partia zakonczyla sie zwyciestwem jednego z zawodnikow, to zwyciezca otrzymuje
2 punkty, a przegrany — 0 punktow;

e jezeli partia zakonczyta sie remisem, to obaj zawodnicy otrzymuja po 1 punkcie.

Laczna liczba punktow przyznanych w calym turnieju jest rowna dwukrotnosci liczby roze-
granych partii, czyli 101 -100.

Zaltézmy, ze kazdy zawodnik turnieju wygrat tyle samo partii, ile zremisowat. Wéwczas
zawodnik, ktéry wygrat i zremisowat po k partii uzyskat 2-k+1-k =3k punktéw, czyli liczbe
punktéw podzielna przez 3. Dodajac wyniki wszystkich zawodnikéow uzyskujemy wiec row-
niez liczbe podzielng przez 3. Jednak liczba 101-100 nie jest podzielna przez 3. Uzyskana
sprzecznos¢ oznacza, ze odpowiedz na postawione w tresci zadania pytanie jest negatywna.

Sposob 11
Podsumujmy rozstrzygniecia partii w tabeli, w ktorej kolumny odpowiadaja zawodnikom
oraz w kolumnie zawodnika Z:

e w pierwszym wierszu znajduje sie liczba partii wygranych przez Z;
e w drugim wierszu znajduje sie¢ liczba partii zremisowanych przez Z;
e w trzecim wierszu znajduje sie liczba partii przegranych przez Z.

Przyktad turnieju z szeScioma zawodnikami oraz odpowiadajacej temu turniejowi analogicz-
nej tabeli przedstawiony jest ponizej (liniami przerywanymi oznaczono remisy, a strzatkami
prowadzacymi od zwyciezcy do przegranego — partie rozstrzygniete).

@ zawodnik | A B C D FE F | suma
10

zremisowane | 2 2 2 2 2 0 10

przegrane | 1 1 1 1 1 5 10
@ wszystkie | 5 5 5 5 5 5 30
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Zauwazmy, ze suma liczb w kazdej kolumnie tabeli jest réwna 100, gdyz kazdy zawodnik
rozegral doktadnie 100 partii. Wobec tego suma wszystkich liczb w tabeli jest réwna 100-101.

Ponadto zauwazmy, ze w kazdym turnieju suma wszystkich liczb w pierwszym wierszu jest
rowna sumie wszystkich liczb w trzecim wierszu — obie te liczby sa bowiem réwne liczbie
wszystkich rozstrzygnietych partii w turnieju (czyli tych, ktére nie zakonczyly sie remisem).

Gdyby warunki zadania bytly spetnione, to pierwszy oraz drugi wiersz tabeli bytyby jedna-
kowe, skad wynika, ze suma wszystkich liczb w pierwszym wierszu bytaby rowna takze sumie
wszystkich liczb w drugim wierszu. Wowczas sumy liczb we wszystkich trzech wierszach by-
lyby réwne, co oznacza, ze suma wszystkich liczb w tabeli bytaby podzielna przez 3. Jednak
liczba 100-101 nie jest podzielna przez 3, wiec uktad rozstrzygnie¢ partii, o ktérym mowa
w tresci zadania, nie jest mozliwy.

4. Dany jest trojkat ABC. Punkt D lezy na boku BC, a punkt E lezy wewnatrz trojkata
ABD, przy czym

JABE =<CBE oraz JBAE=<FEAD=<DAC.

Wykaz, ze jezeli punkty A, C, D, E leza na jednym okregu, to trojkat ABC' jest réwnora-
mienny.

Rozwigzanie

Sposob 1

Zauwazmy, ze SECD=<EAD (rys. 1) — sa to katy wpisane w okrag opisany na czworoka-
cie ACDE oparte na tym samym tuku. W konsekwencji {EFCB=<IECD=<YFEAD=<YBAE.
W polaczeniu z réwnoscia $ABE = 4CBE oznacza to, ze

YBEA=180° - 4YBAE —~<JABE =180° —4YECB—<4CBE = <BEC.

Wobec tego tréjkaty BEA oraz BEC sg przystajace (cecha kat—-bok—kat) i w konsekwencji
AB = BC, wiec tréjkat ABC' jest réwnoramienny.

o

Eo

rys. 1

Uwaga
W przedstawionym rozwiazaniu nie zostala wykorzystana réwnoéé SEAD =<DAC. Teza
zadania pozostaje wiec spelniona po pominieciu tego zatozenia.
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Sposob 11

Zauwazmy, ze F jest punktem przeciecia dwusiecznych dwoch katéow wewnetrznych w tréj-
kacie ABD, wiec jest $rodkiem okregu wpisanego w ten trdjkat i lezy réwniez na dwusiecznej
kata ADB, co oznacza, ze SADE =<YEDB (rys. 2).

Eo \

A B
rys. 2

Skoro czworokat ACDE jest wpisany w okrag oraz SEAD = {BAE, to
IECD=<YFEAD =<BAE.
Skoro czworokat ACDE jest wpisany w okrag oraz SADE = SEDB, to
JACE =4ADE =<EDB=180°—JCDE = <JFEAC.
Otrzymujemy wiec
JACB=<ECD+<JACE=<BAE+<JEAC=<BAC,

co oznacza, ze trojkat ABC jest rownoramienny.

5. W kazde pole planszy 21 x 21 wpisano jedna z liczb 0, 1, 2, 3, 4. Jezeli w pewne
pole wpisano liczbe n, to w doktadnie n pdl z nim sasiadujacych réwniez wpisano liczbe n.
Przyktadowo kazde pole z liczba 2 sasiaduje z dokladnie dwoma innymi polami z liczba 2.
Wykaz, ze liczba pdl, w ktére wpisano 0, jest nieparzysta.

Uwaga. Pola sgsiadujq, jesli maja doktadnie jeden wspélny bok.

Rozwigzanie

Skoro liczba wszystkich pél planszy (réwna 212) jest nieparzysta, to nalezy udowodnié,
ze taczna liczba wystapien liczb 1, 2, 3, 4 jest parzysta. Udowodnimy, ze kazda z tych liczb
wystepuje na planszy parzysta liczbe razy.

Liczba 1

Z warunkéw zadania wynika, ze kazda liczba 1 sasiaduje z doktadnie jedna inna liczba 1, co
oznacza, ze liczby 1 tacza sie w pary tworzace prostokaty 1x 2. Zatem taczna liczba wystapien
liczb 1 jest parzysta.
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Liczba 2

Zauwazmy, ze skoro kazda liczba 2 sasiaduje z dokladnie dwiema innymi liczbami 2, to
liczby 2 tworza cykle, czyli ciagi pol o tej wiasnosci, ze kazde dwa kolejne pola sa sasiednie,
a ponadto pierwsze sasiaduje z ostatnim. Rzeczywiscie, oznaczmy przez P; dowolne pole
z liczba 2 (jesli istnieje), przez P, — jedno z dwéch sasiadujacych z nim pél z liczba 2, przez
P3 — to pole zawierajace liczbe 2 sasiadujace z Ps, ktére jest rézne od Py, przez Py — to
pole zawierajace liczbe 2 sasiadujace z P3, ktore jest rézne od P itd.

Poniewaz liczba pol planszy jest skonczona, wigc w pewnym momencie oznaczymy to samo
pole po raz drugi. Niech n bedzie najwickszg taka liczba, ze pola Pi, Ps, ..., P, sa parami
rézne (czyli zadne dwa z nich nie sa réwne). Wéwczas P, = P; dla pewnego i <n—2.
Wykazemy, ze ¢ =1, czyli pole P, sasiaduje z polem P;. Gdyby 2<i:<n—2, to pole P;
sasiadowaloby z trzema réznymi polami zawierajacymi liczbe 2: P;_q, P;yq oraz P,, co jest
sprzeczne z warunkami zadania.

Wykazemy, ze w kazdym tak uzyskanym cyklu pél Py, Ps, ..., P, zawierajacych liczbe
2 liczba pdl jest parzysta. Wyniknie stad, ze taczna liczba wystapien liczby 2 we wszystkich
cyklach jest parzysta.

Sposob 1

Pomalujmy pola planszy w standardowa szachownice, czyli dwoma kolorami w taki sposéb,
aby kazde dwa sasiadujace pola mialy rézny kolor. Wowczas pola Py, Ps, Ps, ... sa jednego
koloru, a pola Ps, Py, P, ... — drugiego. Poniewaz P; i P, sasiaduja, wiec maja rézny kolor,
a to oznacza, ze n jest liczba parzysta.

212112122 Py | P2 | P3| Py|Ps
21212 212 P3s|Pag|P3o Ps | Pr —>
2] 2 2| [P PuPis|Pis| | Ps| || 3
o2 2]0]2]2]2]| [polpes| [is] [PufPio|B| [ <f= 3
2 Poa Pig| P17 —
2|2 2 212 Pa3| P22 P1g Dy
2122 212 P31 |P2o (P19
Sposob 11

Ulézmy plansze w taki sposéb na plaszczyznie, aby odcinki taczace $rodki sasiadujacych
pol byly pionowe lub poziome. Wyobrazmy sobie, ze pewna figura odwiedzita kolejno pola
Py, Py, ..., P, iwrdcila na pole P;. Poniewaz figura wrécita do punktu wyjscia, wiec taczna
liczba ruchow wykonanych w prawo jest réwna tacznej liczbie wykonanych ruchow w lewo.
To za$ oznacza, ze taczna liczba wykonanych ruchéow poziomych jest parzysta. Podobnie
uzasadniamy, ze laczna liczba wykonanych ruchéw pionowych jest parzysta (byto tyle samo
ruchéw w gore i w do6t) i w konsekwencji — parzysta jest taczna liczba wszystkich ruchow.

Liczba 3
Udowodnimy, ze liczba 3 nie moze pojawi¢ sie w zadnym polu planszy.

Sposdb 1

Zatézmy, ze liczba 3 wystepuje na planszy co najmniej raz. Sposrod jej wszystkich wy-
stapien rozwazmy pole P, ktore jest najbardziej na lewo, a jesli jest wiecej niz jedno takie,
wybierzmy z nich to, ktore jest najwyzej. Pola bezposrednio na lewo od P i bezposrednio
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powyzej P nie moga zawieraé liczby 3, wiec pole P sasiaduje z co najwyzej dwoma polami
zawierajacymi liczbe 3 — sprzecznosc.

Sposob 11

Zauwazmy, ze liczba 3 nie moze wystepowa¢ w narozniku planszy, gdyz narozne pole ma
tylko dwa pola sasiadujace. W konsekwencji liczba 3 nie moze znajdowaé sie réwniez na
zadnym polu sasiadujacym z polem naroznym, gdyz takie pola maja tylko trzech sasiadow,
a o jednym z nich wiemy juz, ze nie zawiera liczby 3. Powtarzajac analogiczne rozumowanie
dla pél znajdujacych sie na coraz dalszych przekatnych dochodzimy do wniosku, ze liczba 3
nie moze pojawié si¢ w zadnym polu planszy.

Sposaob 111

Podzielmy pola planszy na pierscienie — pierwszy (zewnetrzny), skladajacy sie z pél
brzegowych (tj. pél przylegajacych do obwodu planszy), drugi ztozony z wszystkich pdl sa-
siadujacych z polami pierwszego pierscienia ale do niego nie nalezacych, trzeci ztozony z pél
sasiadujacych z polami drugiego pierscienia itd.

Zauwazmy, ze W pierwszym pierscieniu nie moze pojawic sie¢ liczba 3, gdyz to wymusitoby
pojawienie si¢ liczby 3 w kolejnych polach tego piericienia i w konsekwencji — w jednym
z jego naroznikow, co nie jest mozliwe. Wiedzac, ze pierwszy pierscien nie moze zawieraé
liczb 3 mozna podobnie udowodnié¢, ze liczba 3 nie moze wystapi¢ w zadnym polu drugiego
pierscienia — wowczas musiataby znalezé si¢ w jego narozniku, a to nie jest mozliwe, gdyz
naroznik sgsiaduje tylko z dwoma polami, ktére moga zawiera¢ liczbe 3. Powtarzajac ana-
logiczne rozumowanie dla kolejnych pierscieni dochodzimy do wniosku, ze liczba 3 nie moze
pojawi¢ sie w zadnym polu planszy.

Sposob IV

Zaltézmy, ze pewne pole P; planszy zawiera liczbe 3. Z warunkéw zadania wynika, ze co
najmniej jedno z dwéch pol: bezposrednio na prawo od P, bezposrednio powyzej P;, zawiera
liczbe 3 — oznaczmy takie pole przez P». Podobnie oznaczmy przez Ps takie pole sasiadujace
z Ps i znajdujace si¢ albo bezposrednio na prawo od Ps, albo bezposrednio powyzej Ps, ktore
zawiera liczbe 3. W ten sposéb mozna skonstruowaé dowolnie dtugi ciag parami réznych pol
zawierajacych liczbe 3 (pola sie nie powtarzaja, bo w konstruowanym ciagu kazde kolejne
pole jest na prawo lub wyzej od wszystkich poprzednich). UzyskaliSmy sprzecznosé, gdyz jest
tylko skonczona liczba pdl na planszy.

Mozna réwniez wykazaé, ze liczba wystapien liczby 3 jest parzysta (co wystarcza do
rozwiazania zadania) nie dowodzac przy tym, ze jest rowna 0.

Sposob V

Oznaczmy przez k liczbe pdl zawierajacych liczbe 3. Obliczymy liczbe prostokatéw 1 x 2
zawierajacych dwa pola z liczba 3 (czyli taczng liczbe par sasiadujacych pdl z liczba 3). W mysl
warunkéw zadania kazde pole z liczba 3 nalezy do trzech takich prostokatow, skad uzyskujemy
liczbe 3k. W ten sposéb kazdy prostokat zostal policzony dwukrotnie (gdyz zawiera dwa pola),
co oznacza, ze szukana liczba prostokatéw jest rowna %-3]{:. Skoro ta liczba jest catkowita, to
liczba 3k i w konsekwencji — liczba k — jest parzysta.

Liczba 4

Gdyby liczba 4 pojawita sie w ktorymkolwiek polu P planszy, to liczba 4 musiataby znaj-
dowaé sie kolejno w kazdym polu sasiadujacym z P, kazdym polu sasiadujacym z sasiadami
pola P itd. — ostatecznie kazde pole planszy zawieratoby liczbe 4, co nie jest mozliwe, gdyz
pola przylegajace do brzegu planszy maja co najwyzej trzech sasiadow.
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