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Rozwigzania zadan testowych

1. Kostka do gry jest szeScianem i na kazdej Scianie ma inna liczbe oczek, od 1 do 6.
Czarek rzucil trzema takimi kostkami i wypadto tacznie 16 oczek. Wynika z tego,

ze na pewnej kostce

N | a) wypadly 4 oczka;

Z

b) wypadlo 5 oczek;

T | ¢) wypadlo 6 oczek.

Komentarz

a) Jedli liczby oczek sa réwne 5, 5, 6, to wypadlo tacznie 16 oczek, ale na zadnej kostce
nie wypadty 4 oczka.

b) Jesli liczby oczek sa rowne 4, 6, 6, to wypadto tacznie 16 oczek, ale na zadnej kostce
nie wypadlo 5 oczek.

¢) Gdyby na kazdej kostce wypadlo co najwyzej 5 oczek, to taczna liczba oczek bytaby
nie wigksza od 54+5+5=15.

2. Pewien kat wewnetrzny tréjkata rownoramiennego ma miare 45°. Wynika z tego,

ze tréjkat ten

N | a) jest ostrokatny;

Z

b) jest prostokatny:;

T | c) nie jest rozwartokatny.

Komentarz

a) Tréjkat o katach 90°, 45°, 45° spelnia warunki zadania, ale nie jest ostrokatny.

b) Tréjkat o katach 45°, 67,5°, 67,5° spelnia warunki zadania, ale nie jest prostokatny.

c) Jezeli 45° jest katem miedzy podstawa a ramieniem w tréjkacie rownoramiennym,
to pozostale katy maja miary 45° oraz 180° —45° —45° =90°, wiec trojkat jest prostokatny.

Jezeli 45° jest katem pomiedzy ramionami w tréjkacie rownoramiennym, to kazdy

z dwéch pozostatych katéw ma miare %(180O —45°)=67,5°, wiec trojkat jest ostrokatny.
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3. Liczby a oraz b s dodatnie, przy czym liczba a jest calkowita, a liczba b nie jest

catkowita. Wynika z tego, ze

T | a) liczba a+b nie jest calkowita;

Z

b) liczba a-b nie jest calkowita;

N | c) liczba a?+b? nie jest calkowita.

Komentarz

a) Gdyby liczba a+b byta catkowita, to réwniez liczba b= (a+b) —a bytaby caltkowita,
jako roznica liczba catkowitych.

b) Jezeli a=2 oraz b= %, to liczba a-b=2- % =1 jest catkowita.

c) Jezelia=1 oraz b= \/5, to liczba a? 4+ b2 =12+ (\/5)2 =3 jest caltkowita.

4. Istnieje taki dodatni dzielnik liczby 2025, ktory jest

N | a) réznica dwéch liczb nieparzystych;

H

b) iloczynem trzech liczb zlozonych;

T | ¢) suma czterech liczb pierwszych.

Komentarz

a) Réznica dwoch liczb nieparzystych jest liczba parzysta. Liczba 2025 jest nieparzysta,
wiec nie ma ona parzystych dzielnikow.

b) Zauwazmy, ze 2025=19-9-25 i kazdy z tych trzech czynnikéw jest liczba zlozona.

c) Zauwazmy, ze liczba 15=24+3+5+5 jest suma czterech liczb pierwszych oraz
dzielnikiem liczby 2025 =15-135.

5. W tréjkacie ABC bok AB ma dlugo$é 1. Wysokos¢é opuszczona z wierzchotka C
na prosta AB rowniez ma dlugo$¢ 1. Wynika z tego, ze

N | a) pole trojkata ABC' jest réwne 1;

H

b) obwdd trojkata ABC jest wiekszy od 3;

N | ¢) obwdd tréjkata ABC' jest mniejszy od 4.

Komentarz

a) Pole tego tréjkata jest rowne %-1 1= %

b) Odcinek AC taczy punkt C' z pewnym punktem prostej AB, wiec jego dtugosé jest
nie mniejsza od odlegloéci punktu C' od prostej AB, czyli liczby 1. Podobnie uzasadniamy,
ze odcinek BC ma dtugosé nie mniejsza od 1. Zatem obwdd trojkata ABC jest nie mniejszy
od 3. Poniewaz jednak odcinki BC', AC nie moga by¢ jednoczeénie wysokosciami trdjkata

ABC, wiec obwodd tego tréjkata jest liczbg wieksza od 3.
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c) Oznaczmy przez D taki punkt prostej AB, ze C'D jest wysokoscia trojkata ABC.
Jezeli SABC =150°, to BCD jest trojkatem prostokatnym o katach 30°, 60°, 90°, czyli
polowa tréjkata réwnobocznego (rys. 1). W konsekwencji BC'=2-C'D =2. Odcinek AC jest
najdtuzszym bokiem tréjkata ABC, gdyz lezy naprzeciw najwiekszego kata wewnetrznego.
Wobec tego AC' > BC'=2. W konsekwencji obwdd trojkata ABC jest liczba wicksza od 4.

C

rys. 1

Uwaga
O tym, ze obwdd trojkata ABC moze byé dowolnie duza liczba, mozna przekonaé
sie nie wykonujac obliczen — wystarczy rozwazy¢ trojkat, w ktorym jeden z katéw przy

boku AB jest rozwarty i ma miare nieznacznie mniejsza od 180° (rys. 2).

o

rys. 2

6. Dany jest kwadrat ABCD o boku dhugosci 1. Przekatne tego kwadratu przecinaja
sie w punkcie O. Pewien okrag o srodku w punkcie O dzieli bok AB na trzy réowne

czesci. Promien tego okregu

N | a) jest mniejszy od %;

z

b) jest réwny %;

T | c) jest wiekszy od %

Komentarz
Odlegtos¢ punktu O od kazdego z bokéw kwadratu jest réwna % Okrag o promieniu

% jest styczny do bokéw kwadratu, a okrag o promieniu mniejszym od % — w ogole ich nie

przecina.
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Uwaga

Wykorzystujac twierdzenie Pitagorasa mozna obliczy¢, ze promien okregu jest réwny

JO (-

Poniewaz /10 > /9 =3, wiec promien jest wiekszy od % = %

7. W akwarium Marka kazda rybka jest jednego z trzech koloréw: ztotego, czerwo-
nego lub niebieskiego. Rybek czerwonych jest o 50% wiecej niz zlotych, a rybek

niebieskich jest o 40% mniej niz czerwonych. Wynika z tego, ze w akwarium Marka

N | a) rybek zlotych jest mniej niz niebieskich;

H

b) liczba niebieskich rybek jest podzielna przez 9;

T | c¢) liczba zlotych rybek jest podzielna przez 10.

Komentarz

Oznaczmy przez z liczbe ztotych rybek w akwarium Marka. Wéwczas liczba rybek

czerwonych jest rowna 150% -z = %z, a liczba rybek niebieskich jest réwna 60% - %z = l%z.

a) Zauwazmy, ze 52 < z, gdyz 2> 0.
c) Skoro liczba 19—02 jest catkowita i NWD(9,10) =1, to z jest liczba podzielna przez 10.

b) Liczba niebieskich rybek jest rowna 9-=. Z rozwiazania punktu c¢) wynika, ze czyn-

i
nik {5 jest liczba catkowity.

8. Istnieje catkowita wielokrotnosé liczby 21, w ktérej zapisie dziesietnym

T | a) cyfra dziesiatek jest réwna 1, a cyfra jednosci jest réwna 0;

H

b) cyfra dziesiatek jest rowna 0, a cyfra jednosci jest réwna 1;

T | ¢) cyfra dziesiatek jest réwna 1, a cyfra jednodci jest réwna 1.

Komentarz

a) Zauwazmy, ze 21-10=210.

b) Zauwazmy, ze 21-81 =21+21-80=21+1680=1701.

c) Wystarczy dodaé liczby znalezione w poprzednich punktach: 21041701 =1911.

Uwaga

Przyklad opisany w punkcie b) mozna znalezé w nastepujacy sposéb: aby uzyskaé
wielokrotno$é¢ liczby 21 zakonczona na ,,01”7, wystarczy dodaé¢ 21 do wielokrotnosci liczby
21 zakonczonej na ,80”. Te za$ mozna uzyskaé z wielokrotnosci liczby 21 zakonczonej na
»,10” (punkt a) w wyniku pomnozenia przez 8.

Mozna udowodnié, ze kazda ze stu mozliwych dwucyfrowych koncowek pojawia sie

doktadnie raz posréd liczb 1-21, 2-21, 3-21, ..., 100-21.
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9. Istnieje tréjkat prostokatny o bokach dtugosci a, b, ¢, w ktérym

T | a)a®+b?=c?
T| b)a?-b*>=c?
T| ¢)2-a-b=c%

Komentarz

a) Jezeli c jest dtugoscia przeciwprostokatnej, to réwnosé a? +b* = c? wynika z twier-
dzenia Pitagorasa,

b) Jezeli a jest dtugoscia przeciwprostokatnej, to réwnoéé b? +c? = a? wynika z twier-
dzenia Pitagorasa. Stad c? =a? —b°.

c) Rozwazmy trdojkat bedacy poléwka kwadratu o boku 1 i oznaczmy dlugosci jego

bokéw w taki sposéb, ze a=b=1 oraz ¢= /2. Wéwczas ¢>=2=2-a-b.

Uwaga

Boki kazdego trojkata prostokatnego mozna oznaczy¢ tak, aby spetnione byty réwnosci
z punktéw a) lub b). Réwnosé z punktu ¢) oprécz tréjkatéw réwnoramiennych (a =b oraz
c=a\/2) spelniajg réwniez tréjkaty, w ktérych jedna z przyprostokatnych ma diugoéé c,
a stosunek dlugosci przeciwprostokatnej do drugiej przyprostokatnej jest réwny v/2+ 1.

10. Liczby naturalne od 1 do 6 napisano na $cianach szescianu, kazda na innej $cianie.
Nastepnie dla kazdej krawedzi szescianu obliczono sume liczb napisanych na dwoch
Scianach, ktorych wspélnym bokiem jest ta krawedz. Wynika z tego, ze pewna

sposréd 12 obliczonych sum jest

T | a) liczba dwucyfrowa;

H

b) kwadratem liczby caltkowitej;

N| ¢) réwna 7.

Komentarz

a) Rozwazmy Sciane, na ktorej napisano 6. Co najmniej jedna z liczb 4, 5 jest na $cianie
majacej z nia wspélny bok (gdyz co najwyzej jedna z nich moze by¢ na Scianie przeciwlegtej).
Zatem wsréd obliczonych sum jest co najmniej jedna z liczb 6+4 =10, 6+5=11.

b) Podobnie jak w poprzednim punkcie uzasadniamy, ze $ciana z liczba 3 ma wspdlny
bok ze Sciana z liczba 1 lub ze Sciana z liczba 6. Zatem wsréd obliczonych sum jest co
najmniej jedna z liczb 3+1=4=22, 3+6=9=232

c¢) Liczbe 7 mozna zapisa¢ w postaci sumy dwéch catkowitych sktadnikéw z zakresu od
1 do 6 tylko na trzy sposoby: 1+6=2+5=3+44. Jezeli liczby 1, 6 napisano na przeciwlegtych
Scianach szescianu, liczby 2, 5 napisano na przeciwleglych $cianach szescianu i liczby 3, 4

napisano na przeciwleglych $cianach szescianu, to posréd obliczonych sum nie ma liczby 7.
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11. Liczby a, b sa dodatnie i mniejsze od 1. Wynika z tego, ze

T| a)a-b<a+b;

H

b) a-b<a®+b?;
N| ¢)a-b<a®+b.

Komentarz
a) Skoro 0<b<1,toa-b<a-l=a<a+b.
b) Jezeli a <b, to a-b<b-b< a’?+b% Podobnie jezeli a > b, to a-b< a? < a?+b?.

c) Jezelia=b=3,toa-b=1=%5+1=a’+0"

12. Istniejg dwie rézne potegi liczby 3 o wykltadnikach catkowitych dodatnich, ktérych

suma jest

N | a) potega liczby 2 o wykladniku catkowitym dodatnim;

Z

b) potega liczby 3 o wykladniku catkowitym dodatnim;

T | c) potega liczby 6 o wyktadniku catkowitym dodatnim.

Komentarz

a) Suma dwdéch poteg liczby 3 o wykladnikach catkowitych dodatnich jest liczba po-
dzielna przez 3. Z kolei kazda potega liczby 2 o wykladniku catkowitym dodatnim jest liczba
niepodzielna przez 3.

b) Kazda potega liczby 3 o wykladniku catkowitym dodatnim jest liczba nieparzysta.
Suma dwoch liczb nieparzystych zawsze jest liczba parzysta.

¢) Zauwazmy, ze 3% +3% =9+ 27 =36 = 6.

Uwaga

Mozna uzasadnié, ze przyktad przywolany w rozwiazaniu punktu c) jest jedyny.

13. Dany jest trojkat ABC, w ktérym BC'=2-AC'. Punkt D lezy wewnatrz tego trojkata
i spetnia réwno$é SACD = 4BCD. Wynika z tego, ze

N| a) BD=2-AD;
b) pole tréjkata BDC' jest dwa razy wieksze od pola tréjkata ADC,
N| ¢) ¥4BAC =2-4ABC.

—

Komentarz

b) Skoro punkt D lezy na dwusiecznej kata wewnetrznego przy wierzchotku C, to ma
taka sama odlegtos¢ od prostych AC oraz BC' — oznaczmy te odleglosé przez h. Wowcezas
pole trojkata BDC jest réwne %BC-h, a pole tréjkata ADC' jest réwne %AC-h. Zalozenie
BC =2-AC prowadzi wiec do wniosku, ze pole trojkata BDC' jest dwa razy wigksze od pola
trojkata ADC.
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c¢) Rozwazmy tréjkat ABC, w ktérym <BAC =90°, $ABC = 30° oraz <BC A =60°.
Wéwezas BC =2-AC (tréjkat ABC' jest potowa tréjkata rownobocznego), wiec zalozenie
zadania jest spelione. Jednak ¥BAC =90° #60° =2-YABC.

a) Rozwazmy dowolny trojkat ABC, w ktorym BC =2-AC. Oznaczmy przez M $rodek
odcinka BC|, przez D $rodek odcinka AM oraz przez E $rodek odcinka C'D (rys. 3).

¢

rys. 3

Zauwazmy, ze MC = %BC’ = AC, wiec tréjkat ACM jest réwnoramienny. Srodek D
podstawy AM tego tréjkata lezy na jego osi symetrii, wiec SACD = $BCD.

Odcinek MFE jest linia $rodkowa w tréjkacie BC'D, wiec M E = %BD. W tréjkacie
prostokatnym DFEM przeciwprostokatna M E jest dtuzsza od przyprostokatnej M D, czyli

iBD=ME>MD=AD, skad BD>2-AD.

Uwaga
Mozna udowodni¢, ze nieréwnos¢ BD >2-AD zachodzi dla kazdego punktu D wewnatrz
trojkata ABC spemiajacego SACD = SBCD (nie tylko dla érodka odcinka AM).

14. Dodatnia liczba calkowita n ma nastepujaca wlasnosé: liczba n-cyfrowa, ktorej
zapis dziesietny sklada sie wylacznie z cyfr réwnych 1, jest podzielna przez n.

Wynika z tego, ze liczba n jest

T | a) nieparzysta;

Z

b) podzielna przez 3;

N | c¢) potega liczby 3 o wykladniku catkowitym nieujemnym.

Komentarz
a) Kazda liczba, ktorej zapis sklada si¢ wylacznie z cyfr réwnych 1 jest nieparzysta,
a liczba nieparzysta nie ma parzystych dzielnikow.

b) Jezeli n =1, to warunki zadania sa spelnione, a 1 nie jest liczba podzielna przez 3.
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c) Jezeli n =111, to warunki zadania sa spelnione, gdyz

1111...11=111-1001001001...001,
N—— N - v

111 36 segmentow ,,001”

a 111 nie jest potega liczby 3 o wyktadniku catkowitym nieujemnym.

Uwaga
W punkcie b) przyklad n=1 jest jedyny. Mozna udowodnié, ze jezeli liczba n spelnia

warunki zadania i n > 2, to n jest liczba podzielna przez 3.

15. W grupie 5 oséb kazda osoba ma pos$réd pozostatych osob w tej grupie co najmniej
jednego znajomego i co najmniej jednego nieznajomego (przyjmujemy, ze jezeli A

jest znajomym B, to réwniez B jest znajomym A). Wynika z tego, ze w tej grupie

T | a) pewna osoba ma co najmniej dwoch znajomych;

Z

b) pewna osoba ma dokladnie trzech znajomych;

N | c¢) pewne dwie osoby, ktére nie sg znajomymi, maja wspolnego znajomego.

Komentarz

a) Gdyby kazda osoba miala doktadnie jednego znajomego, to wszystkie osoby w tej
grupie mozna byloby potaczyé¢ w pary z ich znajomymi, wiec liczba oséb bytaby parzysta.

b) Jedli uktad znajomosci wyglada tak, jak zilustrowano na rysunku 4 (kropki odpo-
wiadaja osobom, a odcinki miedzy nimi — znajomo$ciom), to warunki zadania sg spelnione:
kazda osoba ma co najmniej jednego znajomego i co najmniej jednego nieznajomego. Mimo

to zadna osoba nie ma doktadnie trzech znajomych.

rys. 4

c) Jesli uktad znajomosci wyglada tak, jak zilustrowano na rysunku 5, to Zadna para

nieznajomych nie ma wspdélnego znajomego.

o—0
rys. o
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