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Rozwigzania zadan konkursowych

1. Wyznacz najmniejsza liczbe naturalna n o tej wlasnosci, ze liczba 6n+1 ma co najmniej
trzy rézne dzielniki pierwsze.

Rozwigzanie

Zaloézmy, ze liczba n spelnia warunki zadania i oznaczmy przez p, ¢, r trzy najmniejsze
dzielniki pierwsze liczby 6n+1 w taki sposob, ze p < q <r. Liczba 6n+1 nie jest podzielna
przez 2 ani przez 3, wiec p>5, ¢=> 7 oraz r > 11 i w konsekwencji

pqr >5-7-11=385.

Ponadto skoro kazde dwie z liczb p, ¢, r sa rézne i wystepuja w rozkladzie liczby 6n+1
na czynniki pierwsze, to 6n+1 jest wielokrotnoscig liczby pqr. Poniewaz 6n+1 jest liczba
dodatnia, wiec wynika z tego, ze 6n+1>pgr. W potaczeniu z uzyskang wczes$niej nieréwnoscia
pqr = 385, otrzymujemy wiec

385—1

6n+1>385, czyli n> 5

64.

Pozostaje zauwazy¢, ze liczba n =64 rzeczywiscie spetnia warunki zadania, gdyz 6n+1=>5-7-11
jest iloczynem trzech parami réznych liczb pierwszych.

2. W trapezie prostokatnym ABC'D o podstawach AB i C'D oraz wysokosci AD zachodzi
rownos¢ AB=2-CD. Wykaz, ze AC = BC.

Rozwigzanie

Sposob 1

Oznaczmy przez M Srodek odcinka AB (rys. 1). Poniewaz AM = % -AB=CD, wigc trapez
prostokatny AMCD ma podstawy réownej dlugoéci, czyli jest prostokatem. To oznacza, ze
trojkaty AMC oraz BMC' sa prostokatne, a zatem sg to trojkaty przystajace, gdyz maja te
same dlugosci przyprostokatnych AM = BM oraz C'M. W konsekwencji przeciwprostokatne
tych trojkatéw sa réwnej dlugoscei, czyli AC' = BC.
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Sposob 11

Oznaczmy przez E taki punkt, ze czworokat ABED jest prostokatem (rys. 2). Wéwczas
punkt E lezy na prostej C'D, a z zatozenia AB=2-CD wynika, ze punkt C' jest érodkiem od-
cinka DE. Wobec tego odcinki AC oraz BC sa symetryczne wzgledem osi symetrii prostokata
ABED przechodzacej przez srodki bokéw AB oraz DFE, a zatem sa réwnej dlugosci.

3. Cgzy istnieja takie dodatnie liczby rzeczywiste x, y, ze
x
r+y=xy oraz r—y=—"7

Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Uzasadnimy, ze liczby spelniajace warunki zadania nie istnieja. Zalézmy nie wprost, ze
takie liczby istnieja. W kazdym z przedstawionych sposobéw rozwiazania doprowadzimy to
zatozenie do sprzecznosci.

Sposob 1

Mnozac stronami dane réwnosci, uzyskujemy

2

(z4y)(e—y)=zy-=, cmyli 2®—y* =2

< |8

Stad y? =0, czyli y =0, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze liczba y jest dodatnia.

Sposob 11

Dzielac réwnos$¢ x+y = zy przez liczbe dodatnia y, uzyskujemy £ +1=uz, czylix—1= %
W potaczeniu z réwnoscia x—y = %, uzyskujemy wiec y=1. Jednak wowczas réwnos$é¢ ry=x+y

przybiera sprzeczng posta¢ r=z+ 1.

Sposob 111
Dodajac stronami dane réwnosci, uzyskujemy

x . 1
(z+y)+(x—y)=zy+ " czyli 2x==x (y—l—;) .
Poniewaz x > 0, wiec otrzymana réwno$¢ mozna podzieli¢ stronami przez x, otrzymujac
1
2=y+—.
)
Przeksztalcajac te rownos$é rownowaznie, otrzymujemy kolejno

2u=y>+1, 0=y*-2y+1, 0=(y—1)%

skad y=1. Jednak wéwczas pierwsza z danych w tresci zadania réwnosci przybiera postaé
r+1=1x — sprzecznos¢.

Uwaga

Istnieje nieskonczenie wiele par liczb dodatnich (z,y) spelniajacych warunek z+y = xy:
dla dowolnej liczby = > 1 wystarczy przyjac¢ y= -*5.

Podobnie istnieje nieskonczenie wiele par liczb dodatnich (z,y) spelniajacych warunek

2
x—y=7: dla dowolnej liczby y > 1 wystarczy przyja¢ v = 5.
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4. Wyznacz wszystkie pary liczb pierwszych p, ¢, dla ktérych p>q i liczby p—q oraz p+q
rowniez sa pierwsze.

Rozwigzanie

Gdyby obydwie liczby p oraz g byly nieparzyste, to liczba p+ q bylaby liczba parzysta
wieksza od 2, a wiec liczba ztozona. Wynika z tego, ze jedna z liczb p, g jest rowna 2, a skoro
p>q, to q=2.

Pozostaje rozstrzygnac¢, dla jakich liczb pierwszych p liczby p—2 oraz p+ 2 réwniez sa
pierwsze. Rozwazymy mozliwe reszty z dzielenia liczby p przez 3.

Jezeli p jest liczba podzielng przez 3, to p=3. Jednak wéwczas p—2 =1 nie jest liczba
pierwsza. W tym przypadku nie ma wiec rozwiazan.

Jezeli p daje reszte 1 przy dzieleniu przez 3, to liczba p+2 jest podzielna przez 3 i wigksza
od 3 — jest wiec ztozona. W tym przypadku réwniez nie ma rozwiazan.

Jezeli p daje reszte 2 przy dzieleniu przez 3, to liczba p—2 jest podzielna przez 3. Jesdli ta
liczba jest pierwsza, to p—2=3, skad p=51i p+2=7. Poniewaz sa to liczby pierwsze, wiec
otrzymana para p=>5 oraz q =2 jest jedynym rozwigzaniem zadania.

5. W pewnej krainie zyja smoki, a kazdy z nich ma doktadnie 1 lub 4 gtowy oraz doktadnie
2 lub 5 nég. Czy mozliwe jest, ze wszystkie smoki zyjace w tej krainie maja tacznie doktadnie
210 gtow i doktadnie 211 n6g? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie
Sposdb 1
Zauwazmy, ze u kazdego smoka laczna liczba gléw oraz ndg jest podzielna przez 3, gdyz

jest to jedna z liczb
2+1=3, 54+1=6, 244=6, 5+4=0.

Wobec tego réwniez taczna liczba gtéow i nég wszystkich smokéw musi byé podzielna przez 3.
Jednak w sytuacji opisanej w zadaniu suma ta wynositaby 211+210=421, a ta liczba nie jest
podzielna przez 3. Otrzymana sprzecznosé¢ oznacza, ze sytuacja opisana w treéci zadania nie
moze mie¢ miejsca.

Sposob 11

Przypusémy, ze sytuacja opisana w tresci zadania jest mozliwa. Niech s oznacza liczbe
wszystkich smokéw w tej krainie.

Odetnijmy kazdemu smokowi jedna glowe i dwie nogi. Wowczas kazdy smok pozostanie
z podzielna przez 3 liczba gtéw i podzielna przez 3 liczbg ndg, wiec taczna liczba pozostatych
smokom nog i taczna liczba pozostatych smokom gléw sa podzielne przez 3.

Laczna liczba pozostatych gltow wszystkich smokow jest réwna 210 — s, wiec skoro 210
jest liczba podzielng przez 3, to rowniez s jest liczba podzielng przez 3. Z kolei taczna liczba
pozostatych nég wszystkich smokéw jest rowna 211 —2s. Jezeli s jest liczbg podzielng przez
3, to 211 —2s nie jest liczba podzielna przez 3, jako réznica liczby niepodzielnej przez 3 oraz
liczby podzielnej przez 3. Uzyskaliémy sprzeczno$é z konkluzja poprzedniego akapitu.

Sposob 111

Podobnie jak w poprzednim sposobie, przypusémy, ze opisana sytuacja jest mozliwa
i oznaczmy przez s liczbe wszystkich smokéw. Oznaczmy ponadto przez g liczbe smokéw
majacych doktadnie jedng glowe, a przez n — liczbe smokéw majacych doktadnie 2 nogi.
Woéwezas s —g to liczba smokéw majacych doktadnie 4 glowy, a s —n — liczba smokoéw
majacych doktadnie 5 nég. Z warunkéow zadania wynikaja wiec réwnosci

1-g+(s—g)-4=210 oraz 2-n+5-(s—n) =211,
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skad uzyskujemy
45 —39=210 oraz 05 —3n=211.

7 pierwszej réwnosci wynika, ze 4s =39+ 210 jest liczba podzielna przez 3 jako suma dwdéch
liczb podzielnych przez 3. W konsekwencji rowniez liczba s jest podzielna przez 3.

Z kolei z drugiej réwnosci wynika, ze 5s=3n+210+1 jest liczba dajaca reszte 1 przy dzie-
leniu przez 3, a zatem niepodzielng przez 3. W konsekwencji réwniez liczba s jest niepodzielna
przez 3. Otrzymana sprzecznos¢ oznacza, ze opisana sytuacja nie moze mie¢ miejsca.

6. W czworokacie ABCD zachodza réwnoéci SABC = SADC =90° oraz SBAD =135°.
Wykaz, ze AB+BC =+/2-CD.

Rozwigzanie

Sposob 1

Oznaczmy przez E punkt przeciecia prostych AD oraz BC (rys. 3). Skoro <BAD =135°,
to $BAE=45° i w konsekwencji AEB=90°—<4{BAE=45° oraz $BC D=90°—4<CED=45°.
To oznacza, ze tréjkaty prostokatne ABE oraz C'DE sg réwnoramienne, czyli sa poléwkami
kwadratow. Wobec tego

AB+BC=BE+BC=CE=CD-V?2.

rys. 3 rys. 4

Sposob 11

Oznaczmy przez P oraz @) takie punkty lezace odpowiednio na odcinkach BC' oraz CD,
ze czworokat APC(Q) jest réwnoleglobokiem (rys. 4). Trdojkaty prostokatne ABP oraz ADQ
sg rownoramienne, gdyz kazdy z nich ma kat ostry miary 45°. Wobec tego

AQ=QD-v2 oraz ABzBP:A—\/];

W konsekwencji poniewaz PC' = AQ) oraz AP = C(Q, uzyskujemy

AB+BC:AB+BP+PC:2~A—\/ngAQ:CQ-\/§+QD~\/§:CD-\/§.
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7. Dodatnie liczby rzeczywiste a, b spelniaja warunek

1 1
—=b—-—.
a+a b

Wykaz, ze b% —a? > 4.

Rozwigzanie

Sposob 1

Przeksztalcajac rownowaznie dany warunek, uzyskujemy
1 1
—+—-=b—a.
a b

Wynika z tego, ze b—a >0 (czyli w szczegblnosci b—a #0) oraz

(a+0b)?
ab

b*—a®=(b—a)(b+a)= (é%) (a+b)=

Wystarczy wiec udowodnié, ze zachodzi nieréwnosé

(a+0)?

>4,
ab

Poniewaz ab jest liczba dodatnia, wiec nieréwnosé ta jest réwnowazna nieréwnosci (a—b)? >0,
ktora jest spelniona, gdyz a # b. To konczy dowdd.

Sposob 11
Podobnie jak w poprzednim sposobie zauwazamy, ze b > a, skad a% — b% > (0. Podnoszac
dang réwnosé¢ stronami do kwadratu, uzyskujemy

1 1
2 _ 12
a +2—|—¥ =b —2—|—b—2,

skad
1 1
2 2
b*—a —4+p—b—2>4.

Uwaga

Dang réwnosé spelnia np. para liczb a =1, b= 1+ /2. Mozna uzasadnié, ze jezeli liczby
a, b spelniajg dana réwnosé, to co najmniej jedna z tych liczb jest niewymierna.
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