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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych a, b, ktérych iloczyn ab jest
podzielny przez 175, a suma a+ b rowna si¢ 175.

Szkic rozwigzania

Dzielnikami pierwszymi liczby 175 sg liczby 5 i 7. Wobec tego liczba ab jest podzielna
przez 5, skad wynika, ze liczba a lub liczba b jest podzielna przez 5. Bez straty ogdélnosci
mozemy przyjac, ze liczba a jest podzielna przez 5. Poniewaz b=175—a, wiec liczba b takze
jest podzielna przez 5. Stad wniosek, ze obie liczby sa podzielne przez 5.

Podobnie dowodzimy, ze liczby a i b sa podzielne przez 7. Wobec tego liczby a i b sa
podzielne przez 35, czyli istnieja dodatnie liczby catkowite k i [, dla ktorych a =35k oraz
b=235l. Stad wynika, ze 35(k+1)=175. A zatem k+1=5, wiec (k,l) jest jedna z czterech
par: (1,4), (2,3), (3,2), (4,1). Uzyskujemy stad

(a,b) = (35,140), (a,b)=(70,105), (a,b)=(105,70) lub (a,b)=(140,35).

Bezposrednio sprawdzamy, ze wszystkie cztery powyzsze pary liczb (a,b) spelniaja warunki
zadania.

2. W pewnym turnieju uczestniczyto 6 druzyn. Kazda druzyna rozegrata z kazda inna
doktadnie jeden mecz. Za zwyciestwo w meczu druzyna otrzymywata 3 punkty, za porazke
0 punktow, a za remis 1 punkt. Po turnieju okazato si¢, ze suma punktéw zdobytych przez
wszystkie druzyny wynosi 41. Wykaz, ze istnieja takie cztery druzyny, z ktérych kazda co
najmniej jeden raz zremisowata.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez r liczbe meczéw, ktére zakonczyly sie remisem. Zauwazmy, ze wszyst-
kich meczéw bylo 15, czyli 15 —r meczow zakonczylo sie wygrana jednej z druzyn. Suma
punktéw zdobytych przez wszystkie druzyny wynosi zatem 2-r+3-(15—7). Wobec tego
2-r4+3-(15—r) =41, skad wynika, ze r =4.

Przypusémy, ze nie istniejg takie cztery druzyny, z ktorych kazda co najmniej jeden
raz zremisowala. Wowczas pewne trzy druzyny nie zremisowaly ani razu. Pozostale trzy
druzyny rozegraly miedzy soba dokladnie trzy mecze. Stad wniosek, ze co najwyzej trzy
mecze zakonczyly sie remisem. Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy rozwiazanie zadania.

3. Czy istnieje taki tréjkat o bokach dtugosci a, b, ¢, ktorego pole jest rowne i(ab#—bc) ?
Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Wykazemy, ze taki trojkat nie istnieje.

Przypusémy, ze istnieje trojkat o bokach dlugosci a, b, ¢ i polu rownym i(ab%—bc).
Oznaczmy przez h wysokosé tego tréjkata opuszczona na bok b. Wowcezas

%bh: }l(ab—f—bc), czyli h= %(a—kc).

Z drugiej strony h<a i h<c oraz przynajmniej jedna z tych nieréwnosci jest ostra (w prze-
ciwnym razie trojkat ten mialby dwa katy proste). Wobec tego 2h <a+c, a zatem h < %(a—i—c).
Otrzymalismy sprzecznosc.
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4. Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,c) liczb nieujemych i nie wiekszych od 1, dla ktérych
spelniona jest rownosé¢ a+b+c=ab-+bc+ca.

Szkic rozwigzania

Rozwazymy trzy przypadki:

(a) Wszystkie trzy liczby a, b, ¢ sa dodatnie i mniejsze od 1. Mnozac nieréwnos$é 1 >b
stronami przez liczbe dodatnia a, otrzymujemy a > ab. Podobnie dowodzimy, ze b > bc oraz
¢ > ca. Stad wynika, ze a+b+c > ab+bc+ca, czyli w tym przypadku dane rownanie nie ma
rozwigzan.

(b) Co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest rowna 1. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢,
ze a=1. Wowczas 1+b+c=0b+0bc+c, czyli 1 =bc, wigc b=c=1. Zadana réwnos¢ spelnia
w tym przypadku wytacznie trojka (1,1,1).

(c¢) Co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest réwna 0. Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé,
ze a=0. Wéwczas b+ c=bc. Poniewaz be < b, wiec b+c < b, a zatem c=0. Wtedy réwniez
b=0. Zadana réwnoé¢ spelnia w tym przypadku wytacznie tréjka (0,0,0).

Odp.: Dana réwno$¢ jest spelniona jedynie dla tréjek (1,1,1) oraz (0,0,0).

5. Dany jest czworokat wypuklty ABC D, w ktérym
IDAB+$BCD=<ABC.

Punkt O jest érodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Wykaz, ze punkt O jest jedna-
kowo odlegty od prostych AD i C'D.

Szkic rozwigzania

Przeprowadzimy rozumowanie w przypadku, gdy oba katy DAB i BC'D sa ostre. Do-
wod w pozostalych przypadkach przebiega analogicznie.

Oznaczmy przez FE taki punkt na pélprostej AD, ze SDAB = JABE. Niech F bedzie
punktem przeciecia prostych CD i BE. Wéwczas <BCD = $FBC. Wobec tego tréjkaty
ABE oraz BCF sg réwnoramienne.

Punkt O jest punktem przeciecia symetralnych odcinkéw AB i BC, ktoére s jednocze-
$nie dwusiecznymi katow AEB i BFC.

Jedli D=F, to E=F =0 i teza zadania jest oczywiscie spetniona.

Przyjmijmy zatem, ze punkty D i E sg rézne. Punkt O lezy wéwczas na dwusiecznych
katow DEF i DFFE trojkata DEF. Stad wniosek, ze jest on srodkiem okregu wpisanego
w ten tréjkat, czyli jest jednakowo odleglty od prostych AD i CD.
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