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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelmiaja warunki a+b=c+d oraz ac=bd. Udowodnij, ze
a=d oraz b=c.

Szkic rozwigzania
Sposob 1
Dodajac do obu stron réwnosci ac = bd wielko$¢ ad, otrzymujemy

ac+ad=0bd+ad, czyli a(c+d)=d(a+D).
Wobec tego, skoro a+b=c+d#0, to a=d. Woéwczas réownoéé¢ a+b=c+d przybiera postac
a+b=c+a, czyli b=c.
Sposob 11
Rozwazmy tréjkat réwnoramienny X BC, w ktorym

XB=XC=a+b=c+d
oraz takie punkty A i D odpowiednio na bokach X B, XC, ze XA=a,

XD=d (rys. 1). Wéwczas z warunku ¢ = ¢ i twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia Talesa wynika, ze proste AD oraz BC sa réwnolegte.
Stad wniosek, ze trojkat X AD takze jest rOwnoramienny. Tym samym

a=d i w konsekwencji b=c. rys. 1

2. Dany jest tréjkat ABC, w ktorym AC < BC. Punkty D i E leza odpowiednio na
bokach BC' i AC tego trojkata, przy czym AE = BD. Wykaz, ze symetralne odcinkéw AB
i DFE przecinaja sie w punkcie lezagcym na okregu opisanym na trojkacie ABC.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez w okrag opisany na tréjkacie ABC'. Niech
M bedzie tym punktem przeciecia symetralnej odcinka AB
z okregiem w, ktéry lezy po tej samej stronie prostej AB, co
punkt C (rys. 2). Udowodnimy, ze punkt M lezy na symetralnej
odcinka DFE.

Punkt M lezy na symetralnej odcinka AB, skad wniosek,
ze AM = BM . Ponadto zachodzi réwno$é SCAM =<<CBM —
katow wpisanych w okrag w opartych na tym samym tuku. Po-
wyzsze zaleznos$ci w polaczeniu z rowoécia AE = BD dowodza,
ze tréjkaty AEM 1 BDM sa przystajace (cecha bok—kat—bok).
Wobec tego EM =DM, czyli punkt M lezy na symetralnej od-
cinka DF. rys. 2

3. Na kazdej $cianie szeScianu napisano pewng liczbe catkowita. Nastepnie kazdej kra-
wedzi szeScianu przyporzadkowano sume liczb z dwoch Scian, pomiedzy ktérymi znajduje
sie dana krawedz. Udowodnij, ze wéréd dwunastu liczb przyporzadkowanych krawedziom
sa co najmniej cztery liczby parzyste.
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Szkic rozwigzania

Niech ABCDA'B’C’'D’ bedzie danym sze$cianem (rys. 3). Zauwazmy, ze wsrdd liczb
napisanych na $cianach ABCD, AA'B'B, ADD’A’ sa co najmniej dwie liczby tej samej
parzystosci, czyli obie parzyste lub obie nieparzyste. Stad wniosek, ze co najmniej jednej
z krawedzi AB, AA’, AD przyporzadkowana zostala liczba parzysta, gdyz suma dwéch liczb
tej samej parzystosci jest parzysta.

Analogicznie uzasadniamy, ze co najmniej jednej krawedzi w kaz-
dej z trojek

CB, CC', CD, B'A, B'B', B'C' oraz D'A’, D'B’, D'D
zostata przyporzadkowana liczba parzysta. To oznacza, ze lacznie kra-
wedziom szescianu zostaly przyporzadkowane co najmniej cztery liczby
parzyste. rys. 3

Uwaga: Mozna uzasadni¢, ze jest tylko 10 réznych mozliwych wzajemnych utozen liczb
napisanych na $cianach sze$cianu z doktadnosScig do reszty z dzielenia przez 2. Inny sposéb
rozwigzania zadania mozna uzyskac, rozpatrujac kazdy z tych przypadkéw osobno.

4. Liczby pierwsze p, q, r, s spelniaja warunki p>q¢>r>soraz p—q=q—r=r—s.
Udowodnij, ze liczba p— s jest podzielna przez 18.

Szkic rozwigzania
Oznaczmy przez a wspélng wartosé roznic p—q, ¢q—r, r—s. Wowczas

p—s=(p—-q)+(q—r)+(r—s)=3a.
Nalezy wiec udowodnié, ze a jest liczba podzielna przez 6.

Wiemy, ze p > q, wobec czego a > 0.

Skoro s> 2, to liczby pierwsze ¢ i r sa wicksze od 2. Obie sa wiec nieparzyste, skad
wniosek, ze liczba a=q—1r jest parzysta. Pozostaje zatem wykazac, ze liczba a jest podzielna
przez 3.

Przypusémy przeciwnie, ze liczba a nie dzieli si¢ przez 3. Zauwazmy, ze r = s+ a,
q=r+a=s+2a oraz p=q+a=s+3a.

Liczba pierwsza s jest rozna od 3, gdyz w przeciwnym razie liczba p=s+3a=3+3a
bytaby podzielna przez 3 i wieksza od 3, a wiec nie bylaby liczbg pierwsza. Stad wniosek,
ze liczba s nie jest podzielna przez 3.

Jesli teraz liczby a i s daja rézne reszty z dzielenia przez 3, to jedna z nich daje reszte 1,
druga — reszte 2. Wtedy liczba r =a+ s jest podzielna przez 3 i wigksza od 3, czyli nie jest
liczba pierwsza. Jesli natomiast liczby a i s daja taka samg reszte z dzielenia przez 3, to
wtedy liczba ¢ = s+ 2a jest podzielna przez 3 i wigksza od 3, a wigec réwniez nie jest liczba
pierwsza.

Uzyskana sprzecznos$¢ oznacza, ze a jest liczba podzielng przez 3, co konczy rozwigzanie.

5. Dany jest trdjkat rownoboczny ABC. Niech P bedzie punktem lezacym wewnatrz
tego tréjkata. Proste AP, BP, C'P przecinajg odcinki BC', CA, AB odpowiednio w punk-
tach D, FE, F. Czy mozna punkt P wybra¢ w taki sposob, aby doktadnie cztery sposrod
tréjkatow AEP, AFP, BFP, BDP, CDP, CEP mialy réwne pola? Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Udowodnimy, ze jezeli co najmniej cztery sposrod danych szeSciu trojkatow maja réwne
pola, to wszystkie sze$¢ trojkatéw maja réowne pola. Tym samym uzyskamy negatywna
odpowiedz na pytanie postawione w tresci zadania.

8o
MINISTERSTWO \ Stowarzyszenie F i
EDUKACJI @ @ na rzecz gdukacji Fundaca
NARODOWEJ NUm\/ Matematyczne; I

- >

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow jest wspoffinansowana ze $rodkéw krajowych Ministerstwa Edukacji Narodowej
Olimpiade dofinansowuje Fundacja mBanku 2



Zauwazmy, ze jezeli cztery sposrdd tréjkatow AEP, AFP, BFP, BDP, CDP, CEP
maja rowne pola, to w co najmniej jednej z par

AFP, BFP, BDP, CDP  oraz CEP, AEP

obydwa tréjkaty maja réwne pola. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze [AF P]|=[BFP]=S5,
gdzie przez [F] rozumiemy pole figury F.

Poniewaz trojkaty AFP i BFP maja rowne pola i te sama wysoko$¢ poprowadzona
z wierzchotka P, wiec maja takze podstawy rownej dlugosci, czyli AF = BF. To oznacza,
ze prosta C'F jest osia symetrii trojkata ABC, skad [AEP]=[BDP] oraz [CDP]=[CEP)].
Poniewaz doktadnie cztery spoérod rozwazanych szesciu tréjkatow maja pola S, wiec w do-
ktadnie jednej z powyzszych réwnosci pola sg rowne S.

Przypusémy, ze [AEP]=[BDP]=S oraz [CDP]=[CEP]=T#S (rys. 4). Wéwczas,
poniewaz stosunek pdl trojkatow o wspolnej wysokosci jest rowny stosunkowi dtugosci ich

podstaw, wiec
T [CDP] CD [ACD] 2T+S

S [BDP] BD [ABD] 38

Stad otrzymujemy 37 =2T+5, czyli T=S5. W tym przypadku dochodzimy zatem do sprzecz-
nosci.

C C
E/T | T\D E/f s | S\D
P P
S| S S| S
A F B A F B
rys. 4 rys. b

Pozostal do rozwazenia przypadek, w ktérym zachodzg réwnosci [CDP]=[CEP]=S.
Niech tym razem [AEP]|=[BDP]=T#S (rys. 5). Zauwazmy, ze woéwczas

[ABD]=25+T =[ACD].

Trojkaty ABD oraz ACD maja te samg wysokosS¢ opuszczona z wierzchotka A i rowne
pola, wiec ich podstawy takze sg rowne, czyli BD =CD. To oznacza, ze punkt P, jako
punkt przeciecia dwdch srodkowych w trojkacie ABC), jest srodkiem ciezkosci tego trojkata.
Woéwcezas wszystkie sze$é trojkatow AEP, AFP, BFP, BDP, CDP, CEP to trojkaty
przystajace, wiec pole kazdego z nich jest réwne S wbrew zalozeniu S#T.

Podsumowujac, nie jest mozliwe, aby dotadnie cztery z danych sze$ciu tréjkatéw miaty
réwne pola.
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