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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Liczby rzeczywiste = oraz y spetniaja nieréwnoéé x2+x <y. Udowodnij, ze y?+y>x.

Szkic rozwigzania
Zauwazmy, ze y2 +y > y? +x2+x >z, gdyz y? +22 > 0.

2. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktérym SABC =90°. Dwu-
sieczna kata BAD przecina odcinek BC w punkcie P. Wykaz, ze jesli $APD =45°, to pole
czworokata APC'D jest réwne polu trojkata ABP.

Szkic rozwigzania
Zauwazmy, ze $CPD <90°, wobec czego SBPD >90°. W zwiazku z tym SAPB > 45°.
Na odcinku AB mozna wiec wskazaé taki punkt E, ze SAPE =45° (rys. 1).

D C

rys. 1

Z réwnosci SAPE=<YAPD oraz SEAP=<YDAP wynika, ze tréjkaty APE oraz APD
sa przystajace (cecha kat—bok—kat). Stad wniosek, ze PE = PD. Ponadto

IBEP=90°—<4BPE=180°-<4DPE—~<4BPE=<CPD,

wobec czego trojkaty prostokatne BEP oraz CPD sa przystajace (cecha kat—bok—kat).
W konsekwencji, pola trojkatow APE i APD sa réwne oraz pola trojkatéw BEP
i CPD sa rowne. Pole czworokata APCD jest wiec rowne polu trojkata ABP.

Uwaga
7 powyzszego rozumowania wynika, ze takze obwdd czworokata APCD jest réwny
obwodowi tréjkata ABP.

3. Dany jest 101-kat foremny. Prosta ¢ lezy w ptaszczyznie tego wielokata i nie prze-
chodzi przez zaden z jego wierzchotkéw. Udowodnij, ze prosta ¢ przecina parzysta liczbe
przekatnych danego wielokata.

Szkic rozwigzania

Jezeli prosta ¢ nie przecina wielokata, to przecina 0 przekatnych tego wielokata, a 0 jest
liczba parzysta. W dalszej czesci rozwiazania zaltézmy wiec, ze prosta ¢ przechodzi przez
wnetrze wielokata.

Laczna liczba przekatnych i bokéw przecinajacych prosta £ jest rowna liczbie wszystkich
odcinkéw o koncach w wierzchotkach danego wielokata, ktorych jeden koniec lezy po jednej
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stronie prostej ¢, a drugi — po drugiej. Jezeli po jednej ze stron prostej ¢ znajduje sie
n wierzchotkéw danego 101-kata, to po drugiej stronie tej prostej jest doktadnie 101 —n
wierzchotkéw tego wielokata. Jeden koniec boku lub przekatnej przecinajacych prosta ¢
mozemy wiec wybraé n sposobéw, a drugi na 101 —n sposobow. W zwiazku z tym laczna
liczba przekatnych i bokéw przecinajacych prosta ¢ jest réwna n- (101 —n). A poniewaz
prosta ¢ przecina dokladnie dwa boki wielokata, wiec liczba przekatnych przecinajacych
prosta £ jest rowna n- (101 —n)—2.

Suma liczb n oraz 101 —n jest liczba nieparzysta, a zatem jedna z liczb n lub 101 —n
jest parzysta, a druga nieparzysta. Wobec tego ich iloczyn jest liczba parzysta. Ostatecznie
réwniez liczba n- (101 —n) —2 jest parzysta, co bylo do udowodnienia.

4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB=3-BC'. Punkty P i () leza na boku AB i spel-
niajg warunek AP = PQ=QB. Punkt M jest érodkiem boku AC. Wykaz, ze LPMQ =90°.

Szkic rozwigzania
Oznaczmy przez N $rodek odcinka AB. Wéwczas punkt N jest takze srodkiem odcinka
PQ (rys. 2). Zauwazmy, ze

3-PQ=AP+PQ+QB=AB=3-BC,
wobec czego PQ) = BC' i w konsekwencji
NM:%BC’:%PQ:NP:NQ.

Punkt N jest wiec érodkiem okregu opisanego na tréjkacie PQM oraz lezy na boku PQ
tego trojkata. Stad wniosek, ze SPMQ = 90°, co konczy dowdd.

C

Uwaga

W tresci zadania zaktadaliSmy, ze bok tréjkata jest odcinkiem otwartym, tzn. nie za-
wiera swoich koncow. W przeciwnym przypadku teza zadania nie jest prawdziwa. Przyjmu-
jac bowiem P = B oraz A= (), widzimy, ze warunek AP = PQ) = QB jest spelniony, jednak
kat PM Q@ jest rozwarty.

5. W zapisie dziesietnym pewnej dodatniej liczby catkowitej n nie wystepuje zadna
z cyfr 1, 2, 9. Udowodnij, ze w zapisie dziesietnym liczby 3n wystepuje co najmniej jedna
z cyfr 1, 2, 9.

Szkic rozwigzania

Przyjmijmy, ze n jest liczba k-cyfrowa. Z warunkéw zadania wynika, ze pierwsza cyfra
liczby n jest rézna od 1, 2 oraz 9. Warunek ten oznacza, ze 3-10¥"! <n<9-10¥~1. Mnozac
nieréwnoéci te obustronnie przez 3, uzyskujemy 9-10*~! < 3n < 27-10~1. Stad wniosek, ze
3n jest k-cyfrowa liczba rozpoczynajaca sie cyfra 9 lub (k+1)-cyfrowa liczba rozpoczynajaca
sie cyfra 1 lub 2. We wszystkich tych przypadkach liczba 3n ma pierwsza cyfre réwna 1, 2
lub 9.
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