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1. Dane sg liczby rzeczywiste a, b, c. Wiadomo, ze liczby a-+b, b+c, c+a sa trzema kolej-
nymi liczbami catkowitymi, wypisanymi w pewnej kolejnosci, przy czym najmniejsza z nich
jest nieparzysta. Wykaz, ze liczby a, b, ¢ sa takze trzema kolejnymi liczbami catkowitymi,
wypisanymi w pewnej kolejnosci.

Rozwigzanie

Sposob 1

Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze a+b < b+c < c+a. Wéwczas liczba a+b jest
nieparzysta, a wiec a+b=2k—1 dla pewnej liczby catkowitej k. Wobec tego b+c=2k oraz
c+a=2k+1. Stad wniosek, ze

2(a+b+c)=(a+b)+(b+c)+(c+a)=(2k—1)+2k+ (2k+1) =6k,
a zatem a+b+c=3k. W zwiazku z tym obliczamy:
a=(a+b+c)—(b+c)=3k—2k=k,
b=(a+b+c)—(ct+a)=3k—(2k+1)=k—-1,
c=(a+b+c)—(a+b)=3k—(2k—1)=k+1.

Poniewaz liczba k jest catkowita, wiec liczby b, a, ¢, wypisane w tej kolejnosci, sa trzema
kolejnymi liczbami catkowitymi. To konczy rozwiazanie zadania.

Sposob 11
Podobnie jak wyzej przyjmijmy, bez straty ogélnosci, ze a+b < b+c < c+a. Wowczas

1=(b+c)—(a+b)=c—a oraz 1=(c+a)—(b+c)=a—0,

a wiec c=a+1 oraz a=b+1. W zwiazku z tym wsrod liczb b, a, ¢ kazda nastepna jest
o 1 wieksza od poprzedniej. Aby wykazaé, ze sa to trzy kolejne liczby catkowite, wystarczy
uzasadni¢, ze liczba a jest catkowita.

7 tresci zadania wynika, ze liczba a+b jest nieparzysta, liczba b+ ¢ jest wiec parzysta,
a liczba c+a — nieparzysta. Wobec tego suma tych trzech liczb jest parzysta, a wiec réwna
2k dla pewnej liczby catkowitej k. Zapisujac, a nastepnie przeksztalcajac rownowaznie ten
warunek, uzyskujemy kolejno

(a+b)+(b+c)+(c+a)=2k,
2(a+b+c) =2k,
a+b+c=k.

Stad wniosek, ze liczba a+b+c jest calkowita. Ostatecznie, liczba (a+b+c)—(b+c)=a jest
takze catkowita, jako réznica dwéch liczb catkowitych. To konczy rozwiazanie zadania.

Uwaga

Teza zadania nie bedzie prawdziwa, jesli zostanie pominicte zatozenie, ze najmniejsza
z liczb a+b, b+c¢, c+a jest nieparzysta. Przyjmijmy bowiem b= %, a= %, c= g Wéwcezas
liczby a4+b=2, b+c=3, c+a=4 sa trzema kolejnymi liczbami catkowitymi, podczas gdy

liczby a, b, ¢ nie sa calkowite.
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2. Dany jest réwnolegtobok ABCD, w ktérym kat przy wierzchotku A jest ostry. Sy-
metralna odcinka AB przecina odcinek C'D w punkcie X. Przekatne tego réwnolegtoboku
przecinaja sie w punkcie E. Udowodnij, ze X E = %AD.

Rozwigzanie

Sposob 1

Oznaczmy przez M $rodek odcinka AB, a przez Y — punkt przeciecia prostych X F
i AB (rys. 1). Niech ponadto F' bedzie spodkiem wysokosci réwnolegtoboku ABC' D popro-
wadzonej z wierzchotka D do boku AB.

|x c

rys. 1

Zauwazmy, ze X ED = <Y EB (katy wierzchotkowe), X DFE = Y BE (katy naprze-
mianlegle) oraz BE = ED. Stad wniosek, ze tréjkaty XED i YEB sa przystajace (cecha
kat—bok—kat). Wobec tego DX =BY i EX =FEY.

Ponadto czworokat F'M X D jest prostokatem, skad wnioskujemy, ze DX =F M. W kon-
sekwencji FM =Y B, a poniewaz AM = M B, wiec AF =MY . W zwiazku z tym trdjkaty
prostokatne AFD i Y MX sa przystajace (cecha bok—kat-bok). Stad wynika, ze AD=Y X.
Ostatecznie X F = %YX = %AD, co konczy rozwigzanie zadania.

Sposob 11
Oznaczmy przez M $rodek odcinka AB (rys. 2). Wowczas M E jest linig $rodkowa
w trojkacie ADB, a wiec M E = %AD.

D

rys. 2

Przez punkt F poprowadzmy prostg prostopadta do bokéw AB i C'D, ktéra przecina te
boki odpowiednio w punktach P i Q. Tréjkaty ABE i CDE sa przystajace, zatem ich wyso-
kosci poprowadzone z wierzchotka F sg réwne, czyli EP = E(Q). Ponadto czworokat M PQ X
jest prostokatem, wiec M P = X (. Wobec tego trojkaty prostokatne M PE i XQF sa przy-
stajace (cecha bok—kat—bok), skad wynika, ze X FE = M E. Laczac te zalezno$¢ z uzyskana
wyzej rownoscig M E = %AD, dostajemy teze.
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Sposob 111

Niech F' bedzie punktem lezacym na prostej C'D, réznym od D, dla ktérego AF = AD
(rys. 3). Wéwezas SAFD = SADF = SBCD, skad wniosek, ze ABCF jest trapezem réw-
noramiennym. Symetralna odcinka AB pokrywa sie zatem z symetralng odcinka C'F'. Stad

wniosek, ze punkt X jest srodkiem odcinka C'F'. Wobec tego odcinek X E jest linig $rodkowa
w trojkacie AFC i w konsekwencji X F = %AF = %AD.

Uwaga
Wiecej na temat twierdzenia o linii srodkowej w tréjkacie mozna znalezé w artykule
,Dorysujmy srodek odcinka”, Kwadrat nr 19 (styczen 2017 r.)

3. W pewnym turnieju wzigli udziat chtopcy i dziewczeta. Kazda osoba rozegrata do-
ktadnie jeden mecz z kazda inng osoba, nie byto remiséw. Po turnieju okazato sie, ze kazdy
przegrat co najmniej raz. Ponadto kazdy chtopiec przegral inng liczbe meczéw niz kazdy z
pozostatych chtopcow. Wykaz, ze pewna dziewczynka wygrata mecz z pewnym chtopcem.

Rozwigzanie

Sposob 1

Oznaczmy przez k liczbe chtopcow. Przypusémy, whrew tezie, ze zaden z chlopcoéHw nie
przegrat meczu z dziewczynka. Wtedy we wszystkich przegranych meczach kazdy chlopiec
zostal pokonany jedynie przez innych chlopcow, a wigc nie mogt przegraé¢ wiecej niz k—1
meczéw. 7 kolei kazdy zawodnik przegral co najmniej jeden mecz. W zwiagzku z tym kazdy
chlopiec przegral doktadnie 1, 2, ..., k—2 lub £ —1 meczéw. Tymczasem chlopcow jest k.
Stad wynika, ze pewnych dwéch chlopcéw przegrato taka sama liczbe meczow, a to przeczy
warunkom zadania. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze pewna dziewczynka wygrala mecz
z pewnym chlopcem, co nalezalo wykazac.

Sposob 11

Oznaczmy przez k liczbe chlopcow. Niech zq,xs,...,2, beda liczbami meczéw prze-
granych przez kolejnych chlopcow. Poniewaz kazdy chiopiec przegrat inng liczbe meczow
niz kazdy z pozostatych chtopcéw, wiec liczby z1,2s,..., 2, sa rézne. Bez straty ogdlnosci

przyjmijmy zatem, ze r1 <22 <...< Tk.

Poniewaz kazdy z chtopcéw przegral co najmniej raz, wiec x1 >1. Wobec tego xo>x1>1,
skad wynika, ze xo > 2. Podobnie, x3 > x9 > 2, a wiec z3 > 3. Kontynuujac to rozumowanie,
dochodzimy do wniosku, ze zy > k.

W konsekwencji, pewien chtopiec przegral co najmniej £ meczéw. A poniewaz chlopiec
ten rozegral jedynie k—1 meczéw z chlopcami, wiec musial on przegra¢ mecz z pewna
dziewczynka. To konczy dowdd.
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4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym miara kata przy wierzchotku A jest rowna 45°,
a kat przy wierzchotku C jest rozwarty. Udowodnij, ze

BC+(V2-1)-CA< AB.

Rozwigzanie

Sposob 1

Oznaczmy a= BC, b=CA, c= AB. Poniewaz kat AC'B jest rozwarty, wiec na odcinku
AB istnieje taki punkt D, ze SACD =90° (rys. 4). Z réwnosci LDAC = 45° wynika, ze
tréjkat ACD jest prostokatny réwnoramienny. Wobec tego CD =b oraz AD = by/2.

Z nieréwnosci tréjkata BC'D wynika, ze BC' < BD+CD, czyli a < (¢ —by/2)+b. Nie-
réwno$é ta jest réwnowazna zaleznoéci a-+ (/2 —1)-b < ¢, ktéra nalezato wykazaé.

bv/2 .
A c D B

rys. 4

Sposob 11

Oznaczmy a=BC, b=CA, c=AB. Niech E bedzie spodkiem wysokoéci trojkata ABC
poprowadzonej z wierzchotka B (rys. 5). Poniewaz $ACB > 90°, wiec punkt C lezy na
odcinku AFE. Z kolei z réwnoéci YBAC = 45° wynika, ze tréjkat ABE jest prostokatny
réwnoramienny. W zwiazku z tym AE=BE=c/+/2. Z nieréwnoéci AC < AE oraz BE < BC
wnioskujemy zatem, ze b < c/\/§ oraz c/\/§< a.

rys. o

7 twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata prostokatnego BCE uzyskujemy

c 2 c\?2
<ﬁ_b> + (ﬁ) =a?.
Przeksztalcajac réwnowaznie te zaleznoéé, otrzymujemy ¢ —v/2bc+b% =a?.
Nieréwno$é, ktéra nalezy wykazaé, przepisujemy w postaci
(1) a—b<c—bV2.
7Z uzyskanych wyzej szacowan b < ¢/v/2 oraz ¢/v/2 < a wynika, ze obie strony nieréwnodci

(1) sa dodatnie. Podnoszac zatem obie strony tej nieréwnosci do kwadratu, otrzymujemy
réwnowazng postaé zaleznosci (1):

a?—2ab+b> < 2 —2v2bc+ 202
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Przeksztalcamy te nieréwno$é¢ réwnowaznie, wykorzystujac otrzymang wyzej zaleznosé
2 —/2bc+b? =a?. Dostajemy w ten sposéb kolejno:

a?—2ab < ? —2v2bc+ b,

2 —\V/2be+b? —2ab < 2 — 2/ 2bc+ b2,
V2be < 2ab,
c<a\/§.

Uzyskali$my nieré6wnosé réwnowazna udowodnionej wezesniej zaleznosci ¢/v/2 < a. To koficzy
dowéd nieréwnosci (1), a tym samym rozwiazanie zadania.

Sposob 111 (szkic)
Oznaczmy a= BC, b=CA, c= AB. Podobnie jak w sposobie II dowodzimy najpierw,
ze 2 —/2bc+b?=a® oraz b<c/V2, c/v2<a.
7 dwéch ostatnich nieréwnosci wynika, ze a > b. Ponadto a+b > c. Mnozac zatem obie
strony nieréwnosci a+b > ¢ przez dodatnia liczbe (a—b) /¢, uzyskujemy
(a—Db) C(a+b) -

—b.
Dzielac z kolei obie strony zaleznosci ¢ —v/2bc=a? —b? przez ¢, a nastepnie wykorzystujac
ostatnig nier6wnos¢, otrzymujemy

2 12 _
c—\/§b=a b (a b)(a+b)>a—b.

c c
Wobec tego c— V2b>a— b, czyli ¢>a+ (\/5— 1)-b, co nalezalo dowiesé.

5. Dane sa dodatnie liczby catkowite a, b o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej liczby
naturalnej n > 1 utamek
a+n

b+n

jest skracalny. Wykaz, ze a =».

Rozwigzanie
Sposob 1
Przypusémy, ze a #b. Przyjmijmy, bez straty ogélnoéci, ze a > b. Poniewaz liczb pier-
szych jest nieskonczenie wiele, wiec istnieje taka dodatnia liczba naturalna n, ze liczba
p=a+n jest pierwsza. Wtedy utamek
a+n
b+n
mozna skrocié¢ jedynie przez p. Jednak liczba b+mn nie moze by¢ podzielna przez p, gdyz
b+n < a-+n=p. Uzyskaliémy sprzecznos¢, z ktorej wynika, ze a ="b.

Sposob 11

Podobnie jak wyzej przypusémy, ze a# b oraz przyjmijmy, bez straty ogélnosci, ze a>b.

Niech n=(a—b)-b—b+1. Poniewaz a >b, wiec a—b>1, a zatem n>1-b—b+1=1.
Z warunkéw zadania wynika wiec, ze utamek

at+n _(a—b)-b+(a—b)+1

b+n (a—b)-b+1

jest skracalny. Zal6zmy, ze mozna go skroci¢ przez pewna liczbe naturalna d > 1.
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Liczba d jest dzielnikiem obu liczb a+n oraz b+n, jest zatem dzielnikiem réznicy tych
liczb, czyli liczby (a+n)— (b+n)=a—b. W zwiazku z tym d jest takze dzielnikiem liczby
(a—b)-b. Wykorzystujac ponownie to, ze d jest dzielnikiem liczby b+ n, wnioskujemy, ze d
jest takze dzielnikiem réznicy (b+n)—(a—b)-b=1. Uzyskalidémy sprzecznos¢, gdyz liczba d
jest wigksza od 1; nie moze wigc by¢ dzielnikiem liczby 1. To konczy rozwigzanie zadania.
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