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Rozwiazania zadan konkursowych

1. Odcinki AB i C'D sa prostopadle i przecinaja sie w punkcie X. Ponadto spelnione sa
rownosci

AC=BD, AD=BX oraz DX=1.
Wyznacz dtugosé¢ odcinka CX.

Rozwigzanie

Odpowiedz: Odcinek CX ma dlugosé v/2.

Sposdob 1
Stosujac twierdzenie Pitagorasa kolejno do tréjkatow prostokatnych ACX, ADX, BDX
(rys. 1) oraz korzystajac z danych w tresci zadania réwnosci, uzyskujemy

CX?*=AC?-AX?*=AC?—(AD*-DX*) =BD*-BX*+DX?*=2-DX?*=2,

skad CX =V/2.

Sposob 11

Niech C’ bedzie punktem w przestrzeni lezagcym ,nad” punktem D w odleglosci 1, tzn.
takim punktem, ze C'D=DX =1 oraz prosta C’ D jest prostopadta do plaszczyzny odcinkéw
AB i CD (rys. 2). Wéwezas trojkat C'DX jest polowa kwadratu o boku 1, skad ¢’ X =+/2.

Tréjkaty prostokatne ADC’ i BX D maja réwne pary przyprostokatnych AD = BX
oraz C'D = DX, wiegc ich przeciwprostokatne takze sg réowne, czyli BD = AC’. W konse-
kwencji AC' = AC’ i tréjkaty prostokatne AXC oraz AXC' s przystajace, gdyz majg réwne
przeciwprostokatne oraz wspélng przyprostokatng AX. Wobec tego CX = C'X =+/2.

2. Dana jest liczba catkowita n > 1 oraz jej dodatnie dzielniki a i b, ktore spetniaja
rownos¢ a+b+ab=n. Wykaz, ze a=».

Rozwigzanie

Sposob 1

Skoro kazda z liczb n, a oraz ab jest podzielna przez a, to takze liczba n—a—ab=>5 jest
podzielna przez a. Analogicznie uzasadniamy, ze liczba n—b—ab=a jest podzielna przez b.
Poniewaz liczby a oraz b sa dodatnie, wigec z poczynionych obserwacji wynika, ze a =Db.
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Sposob 11
Przyjmijmy, ze n =ak, gdzie k> 1 jest liczbg catkowita. Warunek zadania przybiera
wowczas postac
a+b+ab=ka, czyli b(l+a)=a(k—1).

Liczby a oraz 1+a réznia si¢ o 1, wiec nie majg wspolnych dzielnikéw réznych od 1. Wobec
tego, skoro b(1+a) jest liczba podzielna przez a, to b jest liczba podzielna przez a.

W pehi analogiczne rozumowanie pozwala uzasadnié, ze a jest liczba podzielna przez b.
W konsekwencji a = 0.

3. Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Kazda z liczb 1,2, 3, ..., 100 pomalowano
jednym z n koloréw w taki sposéb, ze kazde dwie rézne liczby o sumie podzielnej przez 4
zostaly pomalowane réznymi kolorami. Wyznacz najmniejsza liczbe n, dla ktérej taka sytu-
acja jest mozliwa.

Rozwigzanie
Odpowiedz: Szukang najmniejsza liczbag koloréw jest n = 25.

Zauwazmy, ze gdyby pewne dwie liczby podzielne przez 4 zostaly pomalowane tym sa-
mym kolorem, to ich suma bytaby liczba podzielna przez 4, co przeczy warunkom zadania.
Wobec tego kazde dwie sposrod liczb

4=4.1, 8=4.2, 12=4.3, ..., 100=4-25

zostaly pomalowane réznymi kolorami. Stad wniosek, ze uzyto co najmniej 25 koloréw.
Wskazemy kolorowanie liczb spetniajace warunki zadania przy uzyciu dokiadnie 25 ko-
loréw. W ten sposob wykazemy, ze szukana najmniejsza mozliwa liczba koloréw jest n = 25.
Rozwazmy dowolny zestaw 25 koloréw wérdd ktoérych sa czerwony i niebieski. Podzielmy
wszystkie liczby catkowite od 1 do 100 na cztery zbiory w zaleznosci od reszty przy dzieleniu
przez 4. Niech Ry, Ry, Rs, R3 oznaczaja zbiory tych liczb od 1 do 100, ktére przy dzieleniu
przez 4 daja odpowiednio reszte 0, 1, 2, 3, tzn.

Ro={4,8,12,16,...,92,96,100}, R;={1,5,9,13,...,89,93,97},
Ry =1{2,6,10,14,...,90,94,98}, R3;={3,7,11,15,...,91,95,99}.

Kazda z 25 liczb ze zbioru Ry malujemy innym kolorem. Podobnie kazda z 25 liczb ze
zbioru Re malujemy innym kolorem. Z kolei wszystkie liczby ze zbioru R; malujemy na
czerwono, a wszystkie liczby ze zbioru R3 — na niebiesko.

Jedli suma dwdéch réznych sktadnikow, z ktorych kazdy jest liczba catkowita od 1 do 100,
jest podzielna przez 4, to zachodzi jeden z nastepujacych przypadkow:

e obydwa skladniki naleza do zbioru Ry — wéwczas maja rézne kolory;
e obydwa skladniki naleza do zbioru Ry — wéwczas maja rézne kolory;

e jeden ze sktadnikéw nalezy do zbioru Ry, a drugi nalezy do zbioru Rs — wéwczas jeden
z nich jest czerwony, a drugi jest niebieski, wiec rowniez w tym przypadku sktadniki
maja rézne kolory.

Tym samym udowodnilidémy, ze wprowadzone kolorowanie spetnia warunki zadania, co kon-
czy rozwiazanie.
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Uwaga

Warunki zadania oraz rozwiazanie mozna zilustrowaé¢ w nastepujacy sposob. Narysuj-
my 100 wierzchotkéw odpowiadajacych danym liczbom oraz potaczmy krawedziami liczby
o sumie podzielnej przez 4 (czyli takie, ktére maja zostaé pomalowane réznymi kolorami).
W efekcie otrzymamy graf przedstawiajacy wszystkie pary liczb, ktére powinny otrzymacé
rézne kolory (rys. 3).

Graf sklada sie z trzech sktadowych: elementy zbioru Ry potaczone kazdy z kazdym,
elementy zbioru Ry potaczone kazdy z kazdym oraz pozostale elementy, przy czym kazdy
element zbioru R; jest potaczony z kazdym elementem zbioru Rs. Do pomalowania pierw-
szych dwéch sktadowych potrzeba 25 réznych koloréw, do pomalowania trzeciej wystarcza
dowolne dwa z nich.

Minimalna liczba koloréw potrzebnych do pomalowania wierzchotkéw grafu tak, aby
kazda krawedz miata konce réznego koloru nazywa sie liczbg chromatyczng tego grafu.
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4. W pieciokacie wypuklym ABCDE spelnione sa réwnoéci
JCDE=90°, AC=AD oraz BD=BE.

Wykaz, ze trojkat ABD i czworokat ABC'E majg réwne pola.

Uwaga: Wielokat nazywamy wypuktym, jesli wszystkie jego katy wewnetrzne sa mniejsze
od 180°.

Rozwigzanie
Komentarz
W prezentowanych rozwiazaniach przez [F] rozumiemy pole figury F.

Sposob 1

Oznaczmy przez K oraz L odpowiednio $rodki odcinkéw C'D i DFE (rys. 4). Niech ponadto
a oznacza odlegtoéé punktu A od prostej DE, a b odlegltos¢ punktu B od prostej C'D.

Zauwazmy, ze odcinek AK jest wysokoscig trojkata rownoramiennego AC D, wobec czego
jest réwnolegty do prostej DE. W konsekwencji a=D K =CK. Podobnie mamy b=DL=FL.

Wobec tego

1 1 1
[BCD]:§-2a-b:ab, [ADE]zé-Qb-a:ab oraz [C’DE]:§-2a-Qb:2ab,

skad wniosek, ze

[ABD]=[ABCDE]—[BCD]—[ADE|] =[ABCDE] —2ab=[ABCDE] —[CDE] = [ABCE].

rys. 4

Sposob 11
Wykorzystamy nastepujaca obserwacje

Jezeli proste XY oraz ZZ' sq rownolegle, to [XY Z]|=[XYZ'].

Wynika ona bezposrednio ze wzoru na pole tréjkata — tréjkaty XY Z oraz XY Z' maja
wspolng podstawe XY oraz roéwne wysokosci opuszczone na te podstawe: kazda z nich jest
bowiem réwna odleglo$ci miedzy prostymi XY oraz ZZ'.

Oznaczmy przez M $rodek odcinka C'E (rys. 5). Zauwazmy, ze M jest $rodkiem prze-
ciwprostokatnej w tréjkacie prostokatnym C' DE, wobec czego MC' =MD =ME.
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Zauwazmy, ze skoro AD= AC oraz M D= MC to prosta AM jest prostopadia do odcinka
CD. W konsekwencji, skoro SCDE =90°, to proste AM oraz DE sa réwnolegte. Wobec
tego, zgodnie z przytoczona wyzej obserwacja mamy réownosé [AM D] =[AM E].

E D E D

B B
rys. 6 rys. 7
Analogicznie rozumujac dochodzimy do wniosku, ze proste BM oraz C'D sa rownolegle
i w konsekwencji [BM D] =[BMC] (rys. 6 i 7). Pozostaje zauwazy¢, ze

[ABD) = [ABM]+|[AMD]+[BMD]=[ABM|+[AME]+[BMC] =[ABCE).

Uwaga

Teza zadania jest spelniona réwniez dla niewypuktych pieciokatow ABCDE, o ile obydwa
punkty A i B leza po przeciwnej stronie prostej C'E niz punkt D (rys. 8). W przeciwnym
przypadku trudno moéwié¢ o polu czworokata ABCE, gdyz odcinki AB i C'E moga si¢ prze-
cinaé (rys. 9).
D E D

rys. 8 rys. 9

5. Niech n >3 bedzie liczbag nieparzysta. Na prostej zaznaczono n punktéow w taki sposob,
ze odleglos¢ miedzy kazdymi dwoma z nich jest liczba catkowita. Okazalo sie, ze kazdy
zaznaczony punkt ma parzysta sume odleglosci od pozostatych n—1 zaznaczonych punktéw.
Wykaz, ze odlegto$¢ miedzy kazdymi dwoma zaznaczonymi punktami jest liczbg parzysta.

Rozwigzanie

Sposob 1

Wybierzmy dowolne dwa zaznaczone punkty i nazwijmy je A oraz B. Przypusémy, ze
dana prosta ulozona jest poziomo i punkt A znajduje sie na lewo od punktu B.

Niech L bedzie dowolnym punktem danej prostej znajdujacym sie na lewo od punktu
A, M — dowolnym punktem danej prostej znajdujacym sie pomiedzy A oraz B, a P —
dowolnym punktem danej prostej znajdujacym sie na prawo od punktu B (rys. 10). Wowczas

AL+BL=2-AL+AB, AM+BM=AB, AP+BP=2-BP+AB.
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Przypusémy, ze na lewo od A znajduje sie ¢ zaznaczonych punktow: Ly, Lo, ..., Ly, pomiedzy
punktami A i B znajduje sie m zaznaczonych punktow: My, Ms, ..., M,,, a na prawo od B
znajduje sie p zaznaczonych punktéow: Py, P, ..., P, (niektdre sposréd liczb ¢, m, p moga
by¢ réwne zero). Wéwcezas £+m—+p+2=n to liczba wszystkich zaznaczonych punktéow.

L A M B P
. .

rys. 10

Z warunkow zadania wynika, ze liczby
ALy +ALy+.. .+ AL+ AMy +AMo+.. .+ AM,,, + AB+ AP, + AP, +...+ AP,
oraz
BLi+BLy+...+BLy+AB+BM,+BMs+...+BM,,+BP,+BP,+...+ BP,

sg parzyste. W takim razie ich suma jest rowniez liczba parzysta, a w mysl poczynionych
wczedniej obserwacji jest ona réwna

2-(AL1+ALy+...+ALy)+{¢-AB+(m+2)-AB+2-(BPi,+BP>+...+BP,)+p-AB.

To oznacza, ze liczba (+m+2+p)- AB =n-AB jest parzysta, a zatem, skoro n jest liczba
nieparzysta, dtugos¢ AB jest parzysta, co byto do udowodnienia.

Uwaga 1.

Jesli zamiast prostej w tredci zadania rozwazymy ptaszczyzne, to postulowana wlasnosé
nie musi by¢ spelniona. Jezeli zaznaczymy trzy punkty w wierzchotkach tréjkata o wszystkich
bokach nieparzystej dlugosci (np. tréjkata réwnobocznego o boku 1), to kazdy zaznaczony
punkt bedzie mial parzysta sume odlegtosci od pozostatych, a przy tym odleglosé kazdej
pary zaznaczonych punktéw bedzie liczba nieparzysta.

Sposob 11

Nazwijmy zaznaczone punkty Ai, Ao, ..., A, w taki sposob, ze polozone sa one na
prostej w tej wlasdnie kolejnosci. Zauwazmy, ze do rozwigzania zadania wystarczy udowodnié,
ze wszystkie odcinki ApAxiq1 dla k=1,2,...,n—1 maja dlugo$¢ parzysta. Istotnie, kazda
odlegto$¢ miedzy dwoma zaznaczonymi punktami to suma diugosci pewnych sposréd tych
odcinkéw. Konkretnie: dla dowolnych liczb catkowitych k, ¢ spelniajacych nieréwnosci 1 <
k <f<n mamy (rys. 11)

ApAp=ApApr1+ App1 g2+ + A1 4.

Jedli wszystkie sktadniki sumy po prawej stronie powyzszej rownosci sa parzyste, to takze
Ax Ay jest liczbg parzysta.

Ay Ay o Ak Ak Axge 0 A A AL A,
—o—o o—e ° *>—o ° -
rys. 11

Niech k bedzie dowolna liczbg catkowita, dla ktérej 1 <k <n—1 oraz niech a= Ay Ax1.
Zauwazmy, ze suma odleglosci di punktu A od wszystkich pozostalych zaznaczonych punk-
téw jest rowna

dp=A1Ap+...+Ap_1As —|—AkAk+1 +AkAk+2 +...+ALA,,.
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Z kolei suma odlegloéci dy 1 punktu Ay od wszystkich pozostalych zaznaczonych punktow
jest réwna

1= AiApp +. A A Ap 1 F AR A1 F Ap 1 Apo + . A Ay =
= (A1 A +a)+.. .+ (A1 Ak +a) + A Ak +H (A Agro—a)+...+ (A4 —a) =
=dr+(k—1)-a—(n—k—1)-a=dp+(2k—n)-a.

Z tresci zadania wynika, ze di oraz di41 to liczby parzyste, wobec czego réznica tych liczb
di4+1 —di = (2k—n)-a réwniez jest liczba parzysta. Poniewaz 2k —n jest liczba nieparzysta,
wiec wynika z tego, ze a= Ai Ag11 jest liczba parzysta. To konczy rozwiagzanie, gdyz liczbe k
wybraliSmy dowolnie.

Uwaga 2.

Kazdy sktadnik sumy di w zaprezentowanym rozwigzaniu mozna rozbi¢ na sktadniki
postaci A, A1 (czyli dlugosei odeinkéw taczacych pary kolejnych wyréznionych punktéw).
Nazwijmy kazdy taki sktadnik cegietkq.

Jezeli pewna cegietka A,, A,, 11 wystepuje w sumie dj, parzysta liczbe razy, to suma tych
cegietek jest parzysta. Jesli zas pewna cegietka A,, A,,11 wystepuje w sumie dj nieparzysta
liczbe razy, to suma tych cegietek ma te samag parzysto$c, co pojedyncza cegietka A, Ayny1.
Innymi stowy, parzystos¢ sumy dj jest taka sama, jak parzystos¢ sumy cegietek wystepuja-
cych w niej nieparzysta liczbe razy.

A As As Ay As As A

A

di ° ® ° ® ] *——e
ds ® * ° ® ] *——e
ds e ) ° L *——
da *—e ~——e *—e
ds ] ~—e ° e
de ] ~—e L — e )
dr e — L )
rys. 12

Cegielki wystepujace nieparzysta liczbe razy w sumach di dla k=1,2,...,n zilustrowane
sa jako pogrubione odcinki na rysunku 12 (przyjmujemy n="7). Mozna zaobserwowaé, ze
dy, oraz di41 r6znig si¢ jedynie parzystoscia liczby wystapien cegietki AxAr1 — skoro wiec
obie liczby dj, i di41 sa parzyste, to AxAry1 rowniez. Poprzedni sposéb rozwiazania zawiera
formalne uzasadnienie tej obserwacji.

Komentarz

W kolejnych sposobach rozwiazania tego zadania wygodnie jest utozsamiaé zaznaczone
punkty z liczbami catkowitymi. Takiego utozsamienia mozna dokonaé¢ na przyktad w naste-
pujacy sposob.

Wybierzmy dowolny sposrod zaznaczonych punktéw i potraktujmy dana prosta jako oS
liczbowa, na ktérej wybrany punkt ma warto$é¢ catkowita. Poniewaz wszystkie pozostale
zaznaczone punkty sa w catkowitej odlegtosci od wybranego punktu, wiec na rozwazanej osi
rowniez odpowiadaja im wartosci catkowite. Wowcezas odlegto$é miedzy punktami a i b jest
réwna liczbie |a—b.

Ministerstwo
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Sposob 111

Niech A bedzie zbiorem tych zaznaczonych punktéw, ktérym odpowiadaja liczby parzy-
ste, a B — zbiorem tych zaznaczonych punktéw, ktérym odpowiadaja liczby nieparzyste.
Niech ponadto |A| oraz |B| oznaczaja liczby elementéw odpowiednio zbioréw A oraz B.

Poniewaz |A|+ |B|=n jest liczba nieparzysta, wiec jedna z liczb |A|, |B| jest parzysta,
a druga — nieparzysta. Zal6zmy, ze liczba |A| jest parzysta, a liczba |B| jest nieparzysta.

Przypus$émy, ze |A| #0 i wybierzmy dowolny punkt a ze zbioru A. Jego odlegtoéé od
kazdego punktu z A jest liczba parzysta, a jego odlegtosé od kazdego punktu z B jest liczba
nieparzysta. Wobec tego w sumie odlegltoéci punktu a od wszystkich pozostatych punktéw
wystepuje |B| nieparzystych skladnikéw, czyli nieparzyscie wiele. To za$ oznacza, ze suma
odlegtosci a od pozostalych zaznaczonych punktow jest nieparzysta, wbrew zalozeniu zada-
nia. Uzyskana sprzeczno$¢ oznacza, ze |A| =0, czyli wszystkie zaznaczone punkty znajduja
sie w zbiorze B. Innymi stowy — wszystkim zaznaczonym punktom odpowiadaja liczby
nieparzyste, a zatem odlegto$¢ migdzy dowolnymi dwoma z nich jest parzysta.

Rozumowanie w przypadku, gdy |A| jest liczba nieparzysta, a |B| jest liczba parzysta
jest analogiczne i prowadzi do wniosku, ze |B| =0, czyli wszystkim punktom odpowiadaja
liczby parzyste.

Uwaga 3.

Rozumowanie podobne do powyzszego mozna alternatywnie zaprezentowaé nastepujaco.
Zauwazmy, ze przesuniecie dowolnego zaznaczonego punktu o 2 (w dowolna strone) nie zmie-
nia parzysto$ci zadnej z odlegtosci miedzy tym punktem a jakimkolwiek innym zaznaczonym
punktem. Wobec tego wszystkie zaznaczone punkty mozna ,poprzesuwaé” w taki sposob,
aby |A| z nich znalazlo si¢ w punkcie odpowiadajacym liczbie 0, a |B| z nich — w punkcie
odpowiadajacym liczbie 1. Gdyby |A|>1 oraz |B| > 1, to suma odlegtosci dowolnego punktu
z A od wszystkich pozostalych bylaby réwna |B|, a suma odlegtoéci dowolnego punktu z B
od wszystkich pozostatych bylaby réwna |A|. W konsekwencji obie liczby |A| oraz | B| bylyby
parzyste, co przeczy zalozeniu, ze |A|+ |B|=n. To oznacza, ze |A|=0 lub |B|=0.

Sposob IV
W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujaca obserwacje:

Jezeli liczby aq, as, ..., an Sq¢ catkowite, to liczby
artas+...+a, oraz |ap|+|az|+...+|an]
sq tej samej parzystosci, tzn. obie sq nieparzyste lub obie sq parzyste.

Kroétkie uzasadnienie tej wlasnosci jest nastepujace: parzysto$é sumy liczb catkowitych zalezy

tylko od liczby jej nieparzystych sktadnikéw, a posrod liczb aq, ao, ..., a, jest tyle samo
liczb nieparzystych, co posréd liczb |aq], |az], ..., |an]-

Przechodzimy do rozwiazania zadania. Niech x1, x2, ..., z,, beda liczbami catkowitymi
odpowiadajacymi wybranym punktom, a S =z +x2+...+x, — suma tych liczb. Z tresci
zadania wynika, ze dla kazdego i =1,2,...,n liczba

|z — x|+ |xe — x|+ |20 — 4],

czyli suma odlegloéci punktu x; od wszystkich zaznaczonych punktéw (wliczajac zerowa
odleglos¢ |x; —z;| od samego siebie), jest parzysta. Wykorzystujac przytoczona obserwacje,
wnosimy, ze rOwniez suma

(x1—m)+ (o —x3)+...+ (v — ;) =S —nx;
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jest parzysta. To oznacza, ze liczba nx; jest tej samej parzystosci, co liczba S i w konsekwencji
— skoro liczba n jest nieparzysta — liczba z; jest tej samej parzystosci, co liczba S.

Wykazaliémy, ze dla kazdego i =1,2,...,n liczba x; ma te samag parzystos¢, co liczba S,
skad wynika, ze wszystkie liczby z1, xa, ..., x, sa tej samej parzystosci (tzn. wszystkie sa
parzyste lub wszystkie sg nieparzyste). To za$ oznacza, ze odleglosé pomiedzy dowolnymi
dwiema z nich jest liczba parzysta, co nalezalo udowodnié.

Sposob V
W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujaca obserwacje:

Jezeli liczby a, b, ¢ sqg catkowite, to liczby
la—c|—|b—c| oraz |a—10|
sq tej samej parzystosci, tzn. obie sq nieparzyste lub obie sq parzyste.

Aby sie o tym przekonac¢, wystarczy zauwazy¢, ze oblozenie liczby wartoscia bezwzgledna
nie zmienia jej parzystosci. W konsekwencji liczba |a—c| jest tej samej parzystosci, co liczba
a—c=(a—0b)+(b—c), czyli tej samej parzystosci, co |a—0b|+|b—c|.

Przechodzimy do rozwigzania zadania. Niech ¢y, co, ..., ¢, beda liczbami catkowitymi od-
powiadajacymi wszystkim zaznaczonym punktom. Wyréznijmy dowolne dwie sposrod nich:
a ib. Z tresci zadania wynika, ze

la—ci|+|a—cal+...+|a—c,| oraz |b—ci|+|b—ca|+...+|b—cy]
to liczby parzyste, wiec ich réznica
(la—erl=lo—ar) +(Ja—co| =[b—ca]) +...+ (la—cn| = [b—cn])

rowniez jest liczbg parzysta. Na mocy poczynionej obserwacji, kazdy z n sktadnikéw w na-
wiasach jest tej samej parzystosci co |a—b|, wobec czego cala suma jest tej samej parzystosci,
co n-|a—b|. Skoro ta liczba jest parzysta, a liczba n jest nieparzysta, to wynika z tego, ze
|a—b| jest liczba parzysta. To koniczy rozwiazanie, gdyz a i b wybraliSmy dowolnie sposrod
zaznaczonych punktow.

Sposob V1

Kazdy z zaznaczonych punktéw utozsammy z liczba catkowita. Dla dowolnej liczby cal-
kowitej = (niekoniecznie odpowiadajacej pewnemu zaznaczonemu punktowi) oznaczmy przez
d(z) sume odleglosci = od wszystkich zaznaczonych punktéw. W szczegélnosci jesli x od-
powiada jednemu z zaznaczonych punktéw, to na mocy zalozen zadania d(z) jest liczba
parzystq.

Wykazemy, ze dla dowolnej liczby calkowitej z liczba d(x+1) —d(z) jest nieparzysta.
Rzeczywiscie: niech ¢ bedzie liczbg zaznaczonych punktéow nie wigkszych od x, a p=n—~¢ —
liczba zaznaczonych punktéw nie mniejszych od x+1. Wowczas

dlx+1)—d(x)=0—p=20—n,

gdyz x4+ 1 jest dalej o jeden niz x od ¢ zaznaczonych punktéw oraz blizej o jeden niz x
od p zaznaczonych punktow. Liczba 2¢ —n jest nieparzysta, co konczy dowdd postulowanej
wtasnosci.

Udowodniony fakt oznacza, ze parzysto$¢ liczby d(z) zmienia sie wraz z parzystoscig
liczby x. W szczegdlnosci jesli liczby d(x) oraz d(y) sa tej samej parzystosci, to réwniez
liczby x oraz y sa tej samej parzystosci. To zas oznacza, ze wszystkie zaznaczone punkty sa
tej samej parzystosci (bo dla kazdego zaznaczonego punktu x wartosé d(z) jest parzysta).
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