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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Zbiér {1,2,3,...,63} zostal podzielony na trzy parami rozlaczne zbiory A, B, C.
Niech a, b, ¢ oznaczaja iloczyny elementéw odpowiednio zbioréw A, B, C'. Znajdz najwieksza
warto$é, ktéra moze przyjmowaé d=NWD(a,b,c).

Szkic rozwigzania

Powiemy, ze liczba p dzieli liczbe n w wyktadniku k, jesli p¥|n. | p | vp(63!) |v,(d)
Najwiekszy wykladnik, w ktérym p dzieli n oznaczymy przez v,(n). |19 3 1

Niech p bedzie ustalong liczba pierwsza mniejszg od 63. Za- |17 3 1
uwazmy, ze p dzieli kazda z liczb a, b, ¢ w wyktadniku co najmniej |13 4 1
vp(d), a tym samym p dzieli liczbe abc=63! w wykladniku co naj- |11 5 1
mniej 3v,(d). W takim razie v,(d) < $v,(63!). 7 10 3

Dla p> 21 zachodzi nieréwnosé¢ v, (63!) <3, z ktérej wynika, ze | 5 14 4
vp(d) < 3v,(63!) < 1, skad v,(d) = 0. Tabela przedstawia wartosci | 3 30 10
vp(63!) oraz maksymalne wartosci v, (d) dla liczb pierwszych p<21. 2 57 19

Wynika z niej, ze liczba d nie moze by¢ wieksza od

219.310.54.73.11.13-17-19.

7 drugiej strony, powyzsza warto$¢ jest osiggalna, co ilustruje nastepujacy podzial na
zbiory A, B, C:
A={19, 17, 13, 11, 7, 14, 21, 5, 10, 15, 20, 3, 6, 9, 12, 18, 24, 2, 4, 32},
B=1{38, 34, 26, 22, 28, 35, 42, 25, 30, 55, 27, 36, 54, 8, 44, 46, 52},
C={57, 51, 39, 33, 49, 56, 63, 40, 45, 50, 48, 60, 16, 58, 62} UP,

gdzie zbiér P ={1,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61} sktada sie z liczby 1 oraz liczb pierw-
szych wickszych od 19, ale mniejszych od 63.

2. Dany jest réwnolegtobok ABCD, w ktérym SBAD <90° oraz AB> BC. Dwusieczna
kata BAD przecina odcinek C'D w punkcie P oraz prosta BC' w punkcie Q). Wykaz, ze srodek
okregu opisanego na tréjkacie C'PQ jest rownoodlegly od punktéw B i D.

Szkic rozwigzania
Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na tréjkacie C'PQ. Trojkaty OPC i OCQ
sg przystajace, gdyz trojkat C PQ jest réwnoramienny. Stad wynika, ze

JOCB =180° — 4OCQ =180° — SOPC = JOPD.

Ponadto, OC'=OP oraz PD =AD = BC, gdyz trojkat ADP jest rownoramienny. Laczac
otrzymane réwnoéci dochodzimy do wniosku, ze tréjkaty OPD i OC B sa przystajace (cecha
bok—kqt-bok), skad OD =OB.
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3. Znajdz wszystkie liczby catkowite n o tej wlasnosci, ze
In®—4n?+3n—35| oraz |n®44n+8|
sg liczbami pierwszymi.
Szkic rozwigzania
Przyjmijmy oznaczenia P(n)=n3—4n2+3n—35 oraz Q(n) =n?+4n+8. Wowczas
Pn)=n(n—1)(n—3)—35 oraz Q(n)=(n—2)(n—4)+10n.
Stad wynika, ze jesli n daje reszte 0, 1 lub 3 przy dzieleniu przez 5, to 5| P(n), a jezeli n daje
reszte 2 lub 4 przy dzieleniu przez 5, to 5| Q(n). Wobec tego dla kazdej liczby calkowite;
n jedna z liczb P(n), Q(n) jest podzielna przez 5. Skoro |P(n)|, |Q(n)| maja by¢ liczbami
pierwszymi, to P(n) =5, P(n)=—5, Q(n) =5 lub Q(n) = —5.
Rozwazajac kolejno powyzsze przypadki, otrzymujemy:
P(n)=5, czyli n(n—1)(n—3)=40, skad n=»>5,
P(n)=-5, czyli n(n—1)(n—3)=30 — brak rozwiazania,
Q(n)=>5, czyli n(n+4)=-3, skad n=-3lubn=-1,
Q(n)=-5, czyli n(n+4)=—13 — brak rozwigzania.
Poniewaz Q(5) =53, |P(—1)| =43 oraz |P(—3)| =107 sa liczbami pierwszymi, wigc liczby
—3, —1 oraz 5 spelniaja warunki zadania.

4. Punkt M jest srodkiem boku AB tréjkata ostrokatnego ABC. Okrag o $rodku
w punkcie M przechodzacy przez punkt C' przecina proste AC' i BC po raz drugi odpo-
wiednio w punktach P i . Punkt R nalezacy do odcinka AB jest taki, ze trojkaty APR
i BQR maja rowne pola. Wykaz, ze proste PQ) i CR sa prostopadte.

Szkic rozwigzania

Zatézmy, ze M # R. Wowczas bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze punkt R nalezy
do wnetrza odcinka AM. Oznaczmy przez N $rodek odcinka PQ). Dodajac stronami réwnosci
pél [AMC|=[BMC]|, [APR] =[BQR)| oraz [PNR| = [QN R|, uzyskujemy

[PNRMC)=[QNRMC), (1)
gdzie [F] oznacza pole figury F (rys. 1). Z drugiej strony zachodzi réwnosé
[PNC] = [QNC]. @)

Oznaczmy przez T punkt przeciecia odcinkéw AB i CN (rys. 2). Odejmujac stronami
réwnosé (2) od réwnosci (1), otrzymujemy
[CMT]—[NRT]|=[NRT|-[CMT], skad [CMT])=[NRT)].

C

rys. 1 rys. 2

—_—c
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Dodajac do obu stron ostatniej rownosci wielkosé [M NT, uzyskujemy
[MNC]=[MNR)].

Powyzsza zaleznosé oznacza, ze odlegltosci punktow C' i R od prostej M N sa réwne, a za-
tem CR | MN. Ponadto prosta M N jest symetralng odcinka PQ, wiec MN L PQ, skad
otrzymujemy teze zadania.

Pozostal do rozpatrzenia przypadek, gdy M = R. Wéwczas trojkaty APM i BQM
majg rowne pola i réwne boki AM = BM lezace na jednej prostej. Stad wynika, ze odle-
glodci punktéw P i @ od prostej AB sa réowne, a tym samym PQ || AB. Ponadto punkt
M jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie C'PQ, lezy wigc na symetralnej odcinka
PQ. W takim razie czworokat PQQBA jest trapezem réwnoramiennym, a punkt C, jako
punkt przeciecia ramion tego trapezu, lezy na jego osi symetrii. Ostatecznie PQ) 1. CM,
wiec i w tym przypadku warunki zadania sa spelnione.

5. Poczatkowo na tablicy napisana jest liczba 1. Jesli na tablicy znajduje sie liczba a,
to mozna dopisa¢ jeszcze taka dodatnig liczbe catkowita b, ze liczba a+b+1 jest dzielnikiem
liczby a®+b%+1. Czy kazda dodatnia liczba catkowita moze w pewnym momencie pojawié
sie na tablicy? OdpowiedZ uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Udowodnimy, ze odpowiedZ na postawione pytanie jest twierdzaca. Wykazemy najpierw
dwa stwierdzenia, prawdziwe dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n.

(1) Jezeli na tablicy napisana jest liczba n?, to mozna dopisaé liczbe n. Rzeczywiscie,
wynika to natychmiast z nastepujacego rachunku

nt4n?+1=n*+2n°+1-n*=n*+1)2-n’=n*—n+1)(n*+n+1)

oraz faktu, ze liczba n? —n+1 jest naturalna.

(2) Jezeli na tablicy napisana jest liczba n?, to mozna dopisaé liczbe (n+1)2. Zauwa-
zamy, ze

(n+1D)*+nt+1=(n*+2n+1)>—n’+n'+n’+1=

=m*+n+1)(n*+3n+1)+(n*+n+1)(n*—n+1)=2(n*+n+1)?

a liczba (n+1)24+n?+1=2(n?>+n+1) jest dzielnikiem liczby 2(n?+mn+1)2.

Korzystajac z drugiego stwierdzenia n — 1 razy, uzasadniamy, ze na tablicy mozna
napisaé kolejno liczby 22, 32, ..., n? (skoro liczba 12 jest juz napisana). Pozostaje skorzystaé
z pierwszego stwierdzenia — skoro na tablicy napisana jest liczba n?, to mozna dopisaé liczbe

n. Wynika stad, ze kazda dodatnia liczba catkowita moze w pewnym momencie pojawic¢ sie
na tablicy.

6. Znajdz najwiekszg i najmniejszg mozliwa wartos¢ utamka
_ Y-
Cx44y
wiedzac, ze liczby rzeczywiste x i y spelniaja réwnosé

x2y2+xy+1 :3y2.

Szkic rozwigzania
Z réwnoéci x2y? +xy +1 = 3y? wynika, ze y #0. Dzielac te réwnoéé stronami przez y2,
otrzymujemy

1
t?+tr+22=3, gdzie t=-
)

N\ e\ Stowarzyszenie MINISTERSTWO Osropek UNIA EUROPEJSKA
)@ KAP'TAl’_ LU DZK' SW na rzecz Edukacji EDUKACJI . Rozwoju EUROPEJSKI

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI MV Matematycznej NAROQCQVEJ EbuKACH FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoffinansowany przez Unig Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 3



Zauwazmy, ze
_y—x_l—g_l—m_ ) 1
Ca+dy E44 twtd tz+d

(1)

Wystarczy zatem skupié sie na oszacowaniu wartosci iloczynu tzx.
Nieréwnosci (t+x)? >0 oraz (t—x)? >0 sa prawdziwe dla dowolnych liczb rzeczywistych
t, x. Przeksztalcajac je rownowaznie, otrzymujemy

1
—(P+tr+2®)<tx oraz tr< g(t2+ta:—i—a:2).

Wobec tego —3 <tz <1, a zatem na mocy (1), uzyskujemy 0 < F' <4.

Pozostaje zauwazy¢, ze F=0dla x=y=41 oraz F=4 dla x=++/3 i y::F‘/Tg. Udowod-
nilidmy zatem, ze najmniejsza i najwiecksza warto$é¢, jaka moze przyja¢ utamek F', wynosi
odpowiednio 0 i 4.

/T i MINISTERSTWO r Osropek
/e \ Stowarzyszenie UNIA EUROPEJSKA
KAP|TA|’_ LU DZKl & E\ na rzecz Edukacji EDUKACJI . Rozwosu EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI v}(,\\ Matematycznej NARODOWEJ Ebukacl! FUNDUSZ SPOLECZNY
(RLLRN ———_—

Projekt wspoffinansowany przez Unig Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 4



