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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Dane sy takie dodatnie liczby catkowite m i n, ze liczba m+n? jest podzielna przez
m+n. Wykaz, ze liczba m+n? jest podzielna przez m+n.

Szkic rozwigzania
Sposob 1
Jezeli liczba m—+n jest dzielnikiem liczby m+n?, to m+n jest takze dzielnikiem liczby

(n+1)(m+n?),

i w konsekwencji réwniez dzielnikiem liczby
(n+1)(m+n?) —n(m+n) =mn+m+n®>+n? —mn—n*=m+n>

Sposab 11

Liczba m+n jest dzielnikiem liczby m+n? wtedy i tylko wtedy, gdy m+n jest dziel-
nikiem liczby

m+n?—(m+n)=n®>—n=n(n—1).
Z kolei m+n jest dzielnikiem liczby m+n? wtedy i tylko wtedy, gdy m+n jest dzielnikiem
liczby
m+n®—(m+n)=n*—n=nn*-1)=n(n—1)(n+1).

Zauwazmy, ze n(n—1) jest dzielnikiem liczby n(n—1)(n+1). Wobec tego jezeli pierwsza
z tych liczb dzieli si¢ przez m+n, to druga takze, co koficzy rozwigzanie.

2. Dodatnie liczby a, b, ¢ sa nie wigksze od 2. Udowodnij, ze

a+b+c+2>abc.
Szkic rozwigzania
Sposob 1
7 nierownosci a <2, b <2, ¢ <2 wynika, ze ab< 4, bc <4, ca <4 oraz abc <8, a stad
T T D
ab” 4 be” 4 ca” 4 abe” 4

Dodajac powyzsze cztery nieréwnosci stronami, dostajemy
1 1 1 2 11 1 1

ab bt e aTa i

Mnozac stronami uzyskana nieréwnos¢ przez liczbe dodatnia abe, otrzymujemy
a+b+c+2>abe,
co nalezato udowodnic¢.
Sposob 11

Bez straty ogoélnosci zatézmy, ze c jest najmniejszg sposréd liczb a, b, c. Zachodza
woéwcezas nieréwnosci a > ¢, b > ¢, skad

a+b+c+2>3c+2.
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7, zalozenia 2 > ¢ wynika, ze
3c+2>4c.

Z kolei z nierownosci 2 > a, 2 > b otrzymujemy 4 > ab, skad
4c > abe.

Wobec tego a+b+c+2 > 3c+2 > 4c > abe, co konczy rozwiazanie zadania.

3. Dany jest trojkat rownoboczny ABC. Punkt P lezy na krétszym tuku AB okregu
opisanego na tym tréjkacie. Punkt M jest érodkiem odcinka AC. Punkt @ jest symetryczny
do punktu P wzgledem punktu M. Wykaz, ze BQ = PQ.

Szkic rozwigzania

Sposdb 1

Niech O bedzie srodkiem tréjkata ABC, a N — érodkiem odcinka BP (rys. 1). Za-
uwazmy, ze w trojkacie BP(Q) punkt O jest srodkiem ciezkosci, gdyz lezy na srodkowej BM
oraz OB=2-OM. Wobec tego punkt O nalezy takze do odcinka QN, czyli punkt ) lezy na
prostej NO. Prosta NO jest z kolei symetralna odcinka BP, skad wniosek, ze BQ = PQ.
To koniczy rozwiazanie zadania.

rys. 1 rys. 2

Sposob 11

Zauwazmy, ze SAPC = SABC =60°, wiec miary katéw wewnetrznych réwnolegltoboku
APCQ to 60° oraz 120°. W szczegdlnoéci, SPAQ =120° oraz <BCQ = 120° + Y PCB.

Niech R bedzie obrazem punktu @ przy obrocie o 60° wokoét punktu B, przeprowadza-
jacym punkt C' na punkt A (rys. 2). Wéwczas BQ = BR i $QBR =60°, skad wynika, ze
trojkat BQR jest rownoboczny. W szczegdlnoéci wiec BQ = RQ).

Przy rozpatrywanym obrocie tréjkat BC(Q jest przeprowadzany na trojkat BAR, wiec
AR=CQ = AP oraz 4BAR = 4BCQ. Wobec tego

YPAR=<YBAR—<YPAB=YBCQ—-<PCB=120°.
Uzasadniliémy wczeéniej, ze $PAQ=120°, skad otrzymujemy $RAQ=120°. Tréjkaty PAQ
oraz RAQ) sa zatem przystajace (cecha bok—kat-bok). Stad wniosek, ze
PQ=RQ=DBQ,

co konczy dowdd.
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4. Czy z 32 prostopadlosciennych klockéw o wymiarach 2 x 3 x 3 mozna utozy¢ prosto-
padtoscian o wymiarach 8 x 8 x 9?7 Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Wykazemy, ze nie jest to mozliwe.

Przypusémy, ze prostopadtoscian o wymiarach 8 x 8 x 9 zostat zbudowany z prostopa-
dtos$ciennych klockéw o wymiarach 2 x 3 x 3. Rozpatrzmy jedng wartwe 8 x 8 x 1 danego
prostopadlo$cianu. Poniewaz caly prostopadtoscian zostal wypetiony klockami o wymia-
rach 2x3x 3, wiec warstwa ta musiata zosta¢ wypelniona prostopadtoscianami o wymiarach
3x3x11lub 2x3x1. Jednak nie jest to mozliwe, gdyz objetos¢ kazdego z prostopadtoscianéw
3x3x1lub 2x3x1 jest podzielna przez 3, podczas gdy objetos¢ warstwy 8 x 8 x 1 nie jest
podzielna przez 3. Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy dowdd.

5. Czy istnieje taki wieloécian wypukly, w ktéorym kazda krawedz jest bokiem pewnej
Sciany siedmiokatnej tego wielo$cianu? Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania

Taki wieloScian istnieje, podamy jego konstrukcje. Rozwazmy sze$cian i od kazdego
jego naroza oprocz dwoch przeciwlegltych odetnijmy wierzchotek, uzyskujac nowa Sciane
tréjkatna (rys. 3). Woéwczas kazda krawedz otrzymanego w ten sposob wieloScianu jest
bokiem pewnej $ciany siedmiokatnej tego wieloscianu.

rys. 3
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