Matematyczna

lllllllll —

S"H--H--H-

XVII Olimpiada Matematyczna Junioréw
Zawody trzeciego stopnia (19 marca 2022 r.)

A}

-l
0
mMoJoliun

Olimpiada
e
]
]

www.omj.edu.pl

Rozwiazania zadan konkursowych

1. Dany jest kwadrat ABC'D o boku 1. Punkty K, L, M, N, rézne od wierzchotkéw
kwadratu, leza odpowiednio na odcinkach AB, BC', CD, DA. Wykaz, ze obwéd przynajmniej
jednego z trojkatow ANK, BKL, CLM, DMN jest mniejszy od 2.

Rozwigzanie

Sposob 1

Przypusémy nie wprost, ze kazdy z obwoddéw trojkatéw ANK, BKL, CLM, DM N jest
nie mniejszy od 2. Wykazemy, ze przypuszczenie to jest sprzeczne z zalozeniami zadania.

Na mocy nieréwnosci tréjkata zastosowanej do trojkata ANK mamy AN+ AK > KN.
Korzystajac z tej nieréwnosci oraz z zalozenia dotyczacego obwodu tréjkata AN K poczy-
nionego w poprzednim akapicie, uzyskujemy

(AN+AK)+ (AN +AK)> AN+ AK+KN >2, skad AN+AK >1.

Analogiczne rozumowania przeprowadzone dla trojkatéw BK L, CLM, DM N prowadza do
wniosku, ze

BK+BL>1, CL+CM>1, DM+DN >1.

Dodajac stronami cztery uzyskane nieréwnoéci, otrzymujemy
AN+AK+BK+BL+CL+CM+ DM+ DN > 4.

Tymczasem lewa strona uzyskanej wyzej nieréwnosci jest réwna obwodowi kwadratu ABC D,
czyli doktadnie 4 (rys. 1). Uzyskana sprzeczno$é oznacza, ze poczynione na poczatku przy-
puszczenie jest falszywe, co dowodzi tezy zadania.

D M C D M x C
X
N
L
N
X
A K B Az K B
rys. 1 rys. 2

Uwaga 1.

Jezeli punkty K, L, M, N zostana wybrane w taki sposéb, ze AK=BL=CM=DN =z,
przy czym 0 <z <1 (rys. 2), to dlugo$¢ kazdego z odcinkéw KL, LM, MN, NK bedzie
wieksza od 1—z, a w konsekwencji obwdd kazdego z danych trojkatow bedzie wigkszy od

z+(1—z)+(1—2)=2—=x.
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Jednoczesénie kazdy z tych obwodéw bedzie mniejszy od 2. To oznacza, ze wybierajac do-
statecznie mata liczbe z, mozna uzyska¢ konfiguracje, w ktorej obwod kazdego z czterech
rozwazanych tréjkatéw bedzie dowolnie bliski liczbie 2.

Sposob 11
Zauwazmy, ze suma czterech liczb

AN+AK, BK+BL, CL+CM, DM+DN

jest rowna obwodowi kwadratu ABCD, czyli 4. To oznacza, ze co najmniej jedna z powyz-
szych czterech liczb jest nie wigksza od 1.
Przypusémy najpierw, ze AN + AK < 1. Wowczas na mocy nieréwnosci trojkata

AN +AK+ KN <AN+AK+ AN +AK =2-(AN+AK) <2,

czyli obwdd tréjkata AN K jest mniejszy od 2.

W pelni analogiczne rozumowanie przeprowadzamy w pozostaltych trzech przypadkach:
zatozenia BK +BL <1, CL+CM <1, DM+ DN <1 prowadza do wnioskéw modwiacych,
ze obwody trojkatéw BK L, CLM, DM N sa (w odpowiednim przypadku) mniejsze od 2.

Uwaga 2.

W omawianym zadaniu nalezalo udowodnié, ze najmniejszy z obwoddéw czterech roz-
wazanych trojkatéw jest mniejszy od 2. Wykazemy inna wilasnos$é tego typu: najwiekszy
z obwodéw czterech rozwazanych trojkatow jest nie mniejszy od 1+ ‘/75 ~1,707.

Zauwazmy, ze postulowany fakt bedzie udowodniony, jesli wykazemy, ze obwdd czworo-
kata K LM N jest nie mniejszy od 2v/2. Rzeczywiscie, nieréwnosé ta prowadzi do wniosku, ze
suma obwodéw czterech rozwazanych tréjkatéw jest nie mniejsza od 4+2+/2, skad wniosek,
ze najwiekszy z nich jest rowny co najmniej i(4—|—2\/§) =1+ \/75

Kl

D M
N

L
A K B

rys. 3

Aby przekonaé sie o tym, ze obwdd czworokata KX LM N jest nie mniejszy od 2v/2, wy-
starczy ,rozwina¢” ten obwdd do lamanej KLM'N'K’ (rys. 3) i zauwazy¢, ze dlugosé tej
lamanej jest nie mniejsza od dlugosci odcinka K K', czyli 2v/2.
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2. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych obie liczby
177...7 oraz 377...7
S—— S——

n sibdemek n sibdemek

sq pierwsze.

Rozwigzanie
Odpowiedz: Warunki zadania spetnia wytacznie liczba n=1.

Przyjmijmy oznaczenia

Ap,=177...7 oraz B,=377...7.
S—— S——

n si6demek n sibdemek

Zauwazmy, ze dla n =1 obydwie liczby Ay =17 oraz By =37 sa pierwsze. W dalszej czedci
rozwiazania bedziemy zaktadaé, ze n > 2. Udowodnimy, ze co najmniej jedna z liczb A,,, B,
jest wéwcezas zlozona, co zakonczy rozwiazanie.

Jezeli n jest liczba podzielng przez 3, to n=3k dla pewnej liczby catkowitej k>1. Wowczas
suma cyfr liczby B,, jest rowna

34+ 7Tn=3+21k=3(1+7k).

Korzystajac z cechy podzielnoéci przez 3 wnioskujemy, ze liczba B,, jest podzielna przez 3.
Jest to wiec liczba zlozona, gdyz B, > 3.

Podobnie jezeli n daje reszte 2 przy dzieleniu przez 3, to n =3k +2 dla pewnej liczby
catkowitej k> 0. Wowczas suma cyfr liczby A,, jest rowna

14+7n=1+21k+14=3(Tk+5).

Ponownie z cechy podzielnosci przez 3 uzyskujemy, ze liczba A, jest podzielna przez 3
i w konsekwencji — jest zlozona (jako liczba wieksza od 3).

Pozostal do rozpatrzenia przypadek, gdy liczba n jest wieksza od 1 i daje reszte 1 przy
dzieleniu przez 3, czyli n=3k+1 dla pewnej liczby catkowitej k> 1. Wowczas, wykorzystujac
rownosci 777="7-111=21-37, mozemy zapisacé

B, =37777777...777 =37-1021021...021.
—_———— —_———
k segmentéw 777" k segmentéw ,,021”
Wobec tego liczba B,, jest zlozona, jako iloczyn dwdéch liczb catkowitych wigkszych od 1.

Uwaga 1.

Zamiast odwolywaé si¢ do cechy podzielnosci przez 3 w pierwszych dwéch z omdwio-
nych wyzej przypadkéw, mozna takze zapisa¢ odpowiednie przedstawienia rozwazanych liczb
w postaci iloczynow dwéch liczb catkowitych wigkszych od 1. Mianowicie, jezeli n =3k, to

B, =377...7=3-1259259...259,
S—— —

3k k segmentéw ,,259”

a jezeli n=3k+2, to
A, =177...7=3-59259259...259.
—— —

3k+2 k segmentéw ,,259”
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Uwaga 2.

Dla dowodu podzielnodci liczby Bsry1 przez 37 mozna rowniez wykorzysta¢ nastepuja-
ca ogolna obserwacje. W jej sformutowaniu przez zlgczenie nieujemnych liczb catkowitych
bedziemy rozumieli zapisanie tych liczb jednej za druga i potraktowanie calosci jako liczbe
catkowita. Przyktadowo liczba 421407 moze by¢ traktowana jako ztaczenie liczb 42, 140, 7.

Dana jest liczba catkowita d > 1. Jezeli zapis dziesietny pewnej dodatniej liczby
catkowitej n powstaje poprzez zlgczenie zapisow dziesietnych pewnych nieujem-
nych catkowitych wielokrotnos$ci liczby d, to liczba n jest podzielna przez d.

Przyktadowo dla d =7 obserwacja moze zosta¢ uzyta do stwierdzenia, ze liczba n =421407
jest podzielna przez 7, gdyz jest ztaczeniem liczb 42, 140, 7, z ktérych kazda jest podzielna
przez 7. Formalne uzasadnienie tej obserwacji mozna przeprowadzi¢ zauwazajac, ze liczba n
jest suma ztaczanych liczb przemnozonych przez pewne potegi liczby 10, a zatem jest suma
liczb podzielnych przez d. Dla powyzszego przyktadu takim przedstawieniem jest

n=42-10*+140-10"+7-10°.

Liczba Bsj1 jest ztaczeniem liczby 37 oraz k kopii liczby 777=21-37. Kazda ze ztaczanych
liczb jest podzielna przez 37, wigc na mocy poczynionej obserwacji liczba B3y réwniez jest
podzielna przez 37.

Uwaga 3.
Odnotujmy, ze nastepujace liczby sa pierwsze:

1 1 1 1
Ag, A —A — — — .
Bi1, Bi7, Ag, Ais, 5426, 3397 3734, 37313

To pozwala przypuszczac, ze trudno o alternatywne rozwiazanie zadania, nie wykorzystujace
podzielnosci przez 3 oraz 37.

3. Dany jest réwnolegtobok ABCD, w ktérym SABD =90° oraz $CBD =45°. Punkt F
lezy na odcinku AD, przy czym BC =CFE. Wyznacz miar¢ kata BCFE.

Rozwigzanie

Odpowiedz: Kat BC'E ma miare 30°.

Sposob 1

Zauwazmy, ze $BDC=<IABD=90°, co w polaczeniu z zalozeniem <C BD=45° oznacza,
ze trojkat BCD jest trojkatem prostokatnym réwnoramiennym, czyli potéwka kwadratu.

W szczegoblnosci wynika z tego, ze wysokosé tego trojkata opuszczona z wierzchotka D ma
dhugosé %BC .
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Oznaczmy przez F' rzut prostokatny punktu E na prosta BC (rys. 4). Wowczas EF
jest wysokoscig danego réownolegtoboku, wobec czego ma te sama dlugos$é, co wspomniana
w poprzednim akapicie wysoko$é trojkata BCD, skad

EF =3BC=;CE.
To za$ oznacza, ze trojkat prostokatny C'E'F jest potéwka trojkata rownobocznego i w kon-
sekwencji $FCE = YBCE = 30°.

Sposob 11

Oznaczmy przez D’ oraz E’ odbicia symetryczne odpowiednio punktéw D oraz E wzgle-
dem prostej BC' (rys. 5). Czworokat DEE'D’ jest prostokatem, a czworokat BDCD’ jest
kwadratem, skad wniosek, ze EE'= DD’ = BC'. Ponadto z warunkéw zadania oraz z definicji
punktu E’ wynika, ze BC=CE=CE’, wigc trojkat CEE' jest réwnoboczny. W konsekwencji

$BCE = 39E'CE=3-60° =30°.

D o
E
A B D’
E/
rys. 5 rys. 6

Sposob 111

Niech F' bedzie punktem symetrycznym do punktu B wzgledem prostej C'D (rys. 6).

Zauwazmy, ze trojkaty ABD, BDC, CDF sa przystajacymi trojkatami prostokatnymi
rownoramiennymi, a punkty C' i F' sa symetryczne wzgledem prostej AD. Wobec tego

CF=BC=CFE=FEFE,
skad wniosek, ze trojkat CEF jest réwnoboczny. W konsekwencji
IBCE =<YBCD+YFCD —JFCE =45° +45° —60° = 30°.
Sposob IV

Niech F' bedzie punktem symetrycznym do punktu E wzgledem prostej CD (rys. 7).
Wéwezas tréjkaty CDE oraz C'DF' sa przystajace. Ponadto skoro BD =CD oraz

IBDF =135°=<CDF,
to réwniez trojkaty BDF oraz CDF sa przystajace (cecha bok—kat—bok). W konsekwencji
BF=CF=CFE=BC,
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skad wniosek, ze trojkat BC'F jest réwnoboczny. To oznacza, ze
IDCE =<YDBF =JCBF —J4CBD =60° —45° =15°

i w rezultacie SBCE =<BCD —<DCE =45° —15° = 30°.

rys. 7

4. Wyznacz wszystkie trojki (a,b,c) liczb catkowitych réznych od 0, dla ktérych

(1—a)(1—b)(1—c)=(1+a)(1+b)(1+0).

Rozwigzanie

Odpowiedz: Tréjka (a,b, ¢) jest rozwiazaniem danego réwnania doktadnie wtedy, gdy dwie
sposrod liczb a, b, ¢ sa rowne 1 oraz —1, a trzecia jest dowolna liczba catkowita rézna od 0.

Sposdb 1
Przypusémy, ze tréjka (a,b,c) spelnia dana réwnosé. Mnozac obie jej strony przez liczbe
(1+a)(14b)(1+c), uzyskujemy

(1+a)(1—a) - (14+b)(1=b)-(1+c)(1—c)=(1+a)*(1+b)*(1+c)*.
Stad, na mocy tozsamoéci (1+x)(1—x)=1—22 prawdziwej dla kazdej liczby x, otrzymujemy
(1—a®)(1=b*)(1 =) = ((1+a)(1+b)(1+0))*. (%)

Prawa strona réwnosci (x) jest liczba nieujemna, jako kwadrat pewnej liczby caltkowite;j.
Skoro liczby calkowite a, b, ¢ sg rézne od 0, to a?>1, b2 >1, > 1, czyli 1 —a?, 152, 1 -2
to liczby niedodatnie. Lewa strona rownosci () jest wiec iloczynem trzech liczb niedodatnich,
czyli liczba niedodatnig.

Skoro prawa strona réwnosci (*) jest nieujemna, a lewa strona tej réwnosci jest niedo-
datnia, to obie strony sa réwne 0. To oznacza, ze

(I+a)(1+b)(14¢)=0

skad wniosek, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest rowna —1. Wobec tego z danej w tresci
zadania réwnosci plynie wniosek, ze

(1—a)(1—b)(1—c) =0,

czyli co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest réwna 1.
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Pozostaje sprawdzié¢, ze jesli posréd liczb a, b, ¢ jest co najmniej jedna réwna 1 i co
najmniej jedna réowna —1, to dane rownanie jest spelnione — jego obie strony sa bowiem
réwne 0. To oznacza, ze tréjka (a,b,c) jest rozwigzaniem danego réwnania doktadnie wtedy,
gdy wsréd liczb a, b, ¢ pojawia si¢ zaréwno 1, jak i —1.

Sposob 11

Zauwazmy, ze jezeli co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest rowna 1, to lewa strona roz-
wazanego réwnania jest rowna 0. To oznacza, ze prawa strona takze jest rowna 0, czyli co
najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest rowna —1. Wowczas réwnosé z tresci zadania jest oczywi-
Scie spelniona. Podobnie rozumujac, uzasadniamy, ze jesli co najmniej jedna z liczb a, b, ¢
jest rowna —1, to co najmniej jedna z tych liczb jest réwna 1 i znéw otrzymujemy trojke
bedaca rozwigzaniem.

Przypus$émy, ze istnieje tréjka (a,b,c) spelniajaca rozwazane réwnanie, w ktérej zadna
z liczb a, b, ¢ nie jest réwna 1 ani —1. Poniewaz liczby a, b, ¢ sa rézne od zera, wigc oznacza
to, ze |a| > 2, |b| =2, |c¢| > 2. Wymnazajac nawiasy po obu stronach wyjsciowego réwnania,
uzyskujemy zaleznosé

l—a—b—c+ab+bc+ca—abc=14+a+b+c+ab+bc+ca+abc, skad a-+b+c=—abc.

Dzielac ostatnia réwno$é obustronnie przez (rézna od zera) liczbe abe, uzyskujemy

1+1+1_ 1
be ca ab

Dla dowolnych liczb z, y, z prawdziwa jest nieréwnos¢

lz+y+z| <|z|+|y|+ 2|

Wykorzystujac te nierownosé dla liczb z = i, Y= i, z= %, uzyskujemy
TP ISYPSS (LR SN 3 8 P [ R S
B " |be ' ca ab| |be| |cal| ' |ab|  |b]-|¢] " le|-lal  al-|b]

Na mocy nieréwnosci |a| > 2, |b| > 2, |c| > 2, stwierdzamy jednak, ze

LN SIS SO SRS B B
b-l¢| " le|-la] " lal-p] T 2-2 2.2 2.2 4°

UzyskaliSmy nastepujaca sprzecznosé

LR DR B
Bl -lc| * lel-lal " [al-Jo] ~ 4’

w

1<

ktora oznacza, ze w rozwazanym przypadku nie ma rozwigzan.
Sposob 111
Przypusémy, ze liczby a, b, ¢ sa r6zne od —1, czyli liczby 14+a, 14b, 1+c sa rézne od 0.
Wéwezas dane rownanie mozna przeksztatci¢ do postaci
l-a 1-b 1-c
l+a 14b 1+c

Stad wniosek, ze liczby 1 —a, 1—b, 1 —c sa rézne od 0, czyli a, b, ¢ sa rézne od 1.

Ministerstwo
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Zauwazmy, ze jezeli liczba calkowita n jest rézna od liczb 0, 1 oraz —1, to liczby 1—n oraz
14+n sa przeciwnych znakéw, tzn. jedna z nich jest dodatnia, a druga jest ujemna. Wobec
tego iloraz tych liczb };—Z jest liczba ujemna. Wykorzystujac te obserwacje kolejno dla n=a,
n=>b, n=rc, uzyskujemy

1—a 1-b 1—c l—-a 1-b 1-—c¢

<0, —<0, —<0 kad . .
14+a ’ 1+b<’ 1+c¢ S5 14a 1+b 1—|—c<

0,

gdyz iloczyn trzech liczb ujemnych jest liczba ujemna. UzyskaliSmy sprzecznos¢ z uzyskanym
wczedniej rezultatem, ze ten iloczyn jest réwny 1.

Otrzymana sprzeczno$¢ oznacza, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest réwna —1.
W konsekwencji (1—a)(1—b)(1—c)=0, a zatem jedna z liczb jest réwna 1, skad uzyskujemy
sformutowana na poczatku odpowiedz.

Uwaga

Pominiecie zatozenia, ze liczby a, b, ¢ sa rézne od 0 powoduje, ze pojawiaja sie¢ dodatkowe
rozwigzania. Rzeczywiscie, jesli np. a =0, to dane réwnanie przybiera rownowazna forme

(1=b)(1—c)=(1+b)(1+¢), czyli 1—b—c+bc=1+b+c+be,

skad b+ c¢=0. Analogicznie dla b =0 lub ¢=0. To oznacza, ze réwnanie z tresci zadania
speliaja réwniez trojki, w ktorych jedna z liczb jest réwna 0, a dwie pozostale sa liczbami
wzajemnie przeciwnymi (w szczegdlnosci wszystkie trzy liczby a, b, ¢ moga by¢ réwne 0).

5. W tabeli przedstawionej na rysunku Zosia poprzedzita osiem liczb 112314
znakami minus, zmieniajac je na liczby przeciwne. Okazato si¢, ze wkazdym |5 |6 | 7|8
wierszu i w kazdej kolumnie znalazly sie dokladnie dwie liczby ujemne. 9 lloli1i2
Udowodnij, ze po tej zmianie suma wszystkich szesnastu liczb w tabeli jest
rowna 0.

13]14|15|16

Rozwigzanie

Przedstawmy kazda z liczb wpisanych do tabeli w postaci sumy w+k, gdzie w jest jedna
z liczb 0, 4, 8, 12, a k jest jedna z liczb 1, 2, 3, 4 (rys. 8). Skladnik w kazdej z otrzymanych
sum nazwijmy wierszowym, a sktadnik & — kolumnowym. Zauwazmy, ze dowolny wiersz
rozwazanej tabeli zawiera liczby o identycznych sktadnikach wierszowych. Podobnie dowolna
kolumna rozwazanej tabeli zawiera liczby o identycznych sktadnikach kolumnowych.

0+1]0+4+2|0+3|0+4

4+1 | 44+2 | 443 | 4+4

8+1 | 8+2 | 8+3| 8+4

1241112+2|12+3(124+4

rys. 8
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Rozwazmy dowolne rozmieszczenie minuséw w tabeli zgodne z warunkami zadania. Suma
wszystkich liczb w tabeli jest rowna sumie dwoch liczb: sumy wszystkich sktadnikoéw wier-
szowych oraz sumy wszystkich sktadnikéw kolumnowych. Przyjmujemy przy tym, ze jesli
liczba w+ k zostata poprzedzona znakiem minus, to jej sktadnikiem wierszowym jest —w,
a jej sktadnikiem kolumnowym jest —k.

Rozwazmy dowolny wiersz tablicy, w ktorym poczatkowo znajdowaly sie cztery sktadniki
wierszowe rowne w. Poniewaz dokltadnie dwa z nich wchodza w sktad liczb poprzedzonych
minusami, wiec suma sktadnikéw wierszowych w tym wierszu jest rowna

w+w+ (—w)+ (—w) =0.

Poniewaz w kazdym wierszu suma sktadnikéw wierszowych jest réwna 0, wiec w calej tabeli
suma wszystkich sktadnikéw wierszowych jest réwna 0.

Analogicznie stwierdzamy, ze w kazdej kolumnie suma skladnikow kolumnowych jest
rowna 0, wiec tacznie w catej tabeli suma wszystkich sktadnikéw kolumnowych jest réwna 0.
W konsekwencji suma wszystkich skladnikéw (wierszowych i kolumnowych) jest réwna 0,
czyli suma wszystkich liczb w tablicy, jest réwna 0, co nalezalo udowodnié.

Uwaga 1.

Okazuje sie, ze réznych sposobéw rozmieszczenia minuséw w tabeli zgodnie z warunkami
zadania jest dokladnie 90 (rys. 9 ilustruje polowe z nich — druga polowe mozna uzyskaé
poprzez zamiane wszystkich pluséw na minusy a minuséw na plusy). Jednak samo sprawdze-
nie nawet wszystkich sposréd tych przypadkéw nie stanowi jeszcze rozwigzania zadania —
do pelnego rozwigzania niezbedne jest uzasadnienie, ze sg to rzeczywiscie wszystkie mozliwe
rozmieszczenia (czyli, ze nie ma innych).
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rys. 9

Kazde rozmieszczenie znakéw (pluséw i minuséw) w tabeli zgodnie z warunkami zada-
nia nazwiemy poprawnym. Udowodnimy, ze liczba réznych poprawnych rozmieszczen jest
rzeczywiscie rowna 90.

Ministerstwo

Olimpiada Matematyczna Junioréw jest finansowana @% Stowarzyszenie
Edukacji i Nauki

ze srodkow krajowych Ministerstwa Edukacji i Nauki \ 4 na rzect Edukac)

Matematycznej




Po pierwsze zauwazmy, ze jezeli pewne rozmieszczenie jest poprawne, to zamieniajac
wszystkie plusy na minusy, a wszystkie minusy na plusy réowniez uzyskamy rozmieszczenie
poprawne. Kazdemu rozmieszczeniu, ktére w polu na przecigciu pierwszego wiersza i pierw-
szej kolumny ma znak 4+ odpowiada w ten sposéb doktadnie jedno rozmieszczenie, ktore
w tym polu ma znak —. Wobec tego laczna liczba poprawnych rozmieszczen jest roéwna
dwukrotnosci liczby poprawnych rozmieszczen, w ktorych lewy gérny naroznik tablicy za-
wiera znak + (wszystkie takie rozmieszczenia sa zilustrowane na rysunku 9).

Jesli na przecieciu pierwszego wiersza i pierwszej kolumny jest 4, to w pierwszym wierszu
jest jeszcze jeden plus (powiedzmy w kolumnie k) i w pierwszej kolumnie jest jeszcze jeden
plus (powiedzmy w wierszu w). Zaréwno kolumne k, jak i wiersz w mozna wybraé¢ na 3
sposoby, co tacznie daje 9 mozliwych wyboréw pary (w, k) (na rysunku 9 kazdej takiej parze
odpowiada jedna kolumna zlozona z pieciu tabel). Przekonamy sie, ze dla kazdego z tych
wyborow jest doktadnie 5 sposobéw wpisania do tablicy pozostatych znakéw.

Jezeli na przecigciu kolumny k i wiersza w znajduje si¢ 4, to mozemy jednoznacznie
okresli¢ polozenie wszystkich pozostatych znakéw w tablicy (cztery pozostale pola wiersza
w i kolumny k zawieraja minusy, a cztery pozostale pola tablicy — plusy). Ten przypadek
jest zilustrowany w najwyzszym wierszu rysunku 9. Jezeli na przecigciu kolumny £ i wiersza
w znajduje si¢ —, to sa dwa mozliwe potozenia + w wierszu w i dwa mozliwe potozenia +
w kolumnie k. Kazda z tych czterech mozliwosci odpowiada doktadnie jednemu poprawnemu
rozmieszczeniu znakow w tabeli.

Ostatecznie uzyskujemy wigc 2-9-5=90 réznych sposobéw wypelnienia tabeli zgodnie
z warunkami zadania.

Uwaga 2.

Zadanie (i rozwigzanie) mozna w naturalny sposéb uogdlnié¢ na przypadek tabeli 2n x 2n,
do ktérej wpisane sa kolejne liczby od 1 do (2n)2. Wéwczas po poprzedzeniu potowy z nich
znakami minus w taki sposéb, aby w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znalazto sig¢
doktadnie n minuséw, uzyskujemy tabele, w ktoérej suma wszystkich liczb jest rowna 0.
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rys. 10

Na szczegélng uwage zastuguje przypadek n =5 (rys. 10), w ktérym zapis dziesietny
sugeruje pomyst rozktadu liczb na sktadniki wierszowe i kolumnowe.
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