Matematyczna ©

IV CZESKO-POLSKO-SELOWACKIE ol a3
ZAWODY MATEMATYCZNE JUNIOROW E:!:E—,
o/N::m.m-9

MALA MORAVKA (CzECHY), 18 MAJA 2015 — ZAWODY INDYWIDUALNE www.omg.edu.pl

SZKICE ROZWIAZAN ZADAN

1. Dany jest trojkat prostokatny ABC', w ktorym AC' jest kréotsza przyprostokatng oraz prze-
ciwprostokatna AB ma dtugo$¢ 12. Punkt T jest srodkiem ciezkosci trojkata ABC, a punkt D
jest spodkiem wysokos$ci poprowadzonej z wierzchotka C'. Wyznacz miare kata wewnetrznego
przy wierzchotku B, dla ktoérej trojkat DT'C' ma najwieksze mozliwe pole.

Szkic rozwigzania

Niech M bedzie $rodkiem boku AB. Skoro AC' < BC', to punkt D lezy na odcinku AM.

Kat przy wierzchotku C' jest prosty, wiec M jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie
ABC. Wobec tego CM = % -AB =6.

Skoro $rodek ciezkosci dzieli kazda ze $rodkowych w stosunku 2:1, to C'T' = % -CM = % -6=4.

Oznaczmy odlegto$¢ punktu D od prostej C'M przez h. Pole trojkata DT'C wynosi wiec
%-C’T-h: % -4-h=2h. Pole trojkata DTC' jest zatem najwieksze mozliwe doktadnie wtedy,
kiedy h jest najwieksze mozliwe.
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Poniewaz $CDM =90°, wiec punkt D lezy na okregu o o $rednicy C'M. Odleglosé tego
punktu od prostej C'M jest najwieksza (i réwna promieniowi okregu o), gdy trojkat DM C jest
rownoramienny. Wowczas CMA=45° i wobec tego SCBA=14CMA=22.5°.

2. Rozstrzygnij, czy wierzchotki 30-kata foremnego mozna ponumerowac liczbami 1, 2, .. ., 30
w taki sposdb, aby suma numeréw kazdych dwoch sgsiednich wierzchotkéw byta kwadratem
pewnej liczby naturalnej.

Szkic rozwigzania

Udowodnimy, ze nie jest to mozliwe. Przypusémy nie wprost, ze istnieje numeracja spetnia-
jaca warunki zadania. Niech A bedzie wierzchotkiem, ktéremu przypisano liczbe 18. Oznaczmy
przez x liczbe przypisang jednemu z sasiednich wierzchotkéw.

Skoro 1 <x <30, to 19 <18+x <48. Z warunkow zadania wynika, ze 184z jest kwadratem
liczby naturalnej. W my$l poprzedniej nieréwnosci oznacza to, ze 184+x =25 lub 184z = 36,
tj. x="71lub =18. Jednak x # 18, gdyz liczba 18 jest przypisana wierzchotkowi A. Stad x=7.

Analogicznie dowodzimy, ze liczbe 7 przypisano drugiemu sasiedniemu wierzchotkowi A,
co nie moze mie¢ miejsca, gdyz liczba 7 moze by¢ przypisana tylko jednemu wierzchotkowi.
Otrzymana sprzecznosé¢ oznacza, ze nie da si¢ ponumerowa¢ wierzchotkéw wielokata zgodnie
z warunkami zadania.

3. Liczby rzeczywiste x, y speliajg nieréwnosé % +1y% < 2. Wykaz, ze xy+3 > 2z +2y.

Szkic rozuigzania

Zauwazmy, ze (z+y—2)?>0, gdyz kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest nieujemny.
Otwierajac nawiasy, otrzymujemy a2 +y? +4+2xy —4x —4y > 0. Z zalozenia 22 +14* <2 wynika
wiec, ze 2+4+2xy —4x —4y > 0. Stad 2zy+6 > 4x +4y, zatem xy+ 3 > 2x + 2y.




4. Dany jest trojkat ABC, w ktérym JACB = 90°. Punkt D jest spodkiem wysokosci
poprowadzonej z wierzchotka C, a punkty E i F' sg srodkami odpowiednio bokow BC' i AC.
Dwusieczna kata BAC przecina prosta FF w punkcie P. Udowodnij, ze punkt P jest srodkiem
okregu wpisanego w trojkat CDE.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy YBAC =2a. Zauwazmy, ze $EFPA= SBAP = SPAF. To oznacza, ze trojkat
AFP jest rownoramienny, przy czym AF = PF. Skoro za$ F' jest srodkiem odcinka AC, to
AF = FC. Zatem FC = FP. Wobec tego trojkat FFCP jest réwnoramienny, a kat przy jego
podstawie ma miare
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Wobec tego punkt P lezy na odcinku E'F (znajduje si¢ wewnatrz trojkata ABC).

=90°—qa.
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Z drugiej strony $ACD =90° -2« oraz $DCB=90°— SACD =90°—(90° —2a) = 2. Stad
$DCP=4FCP— JACD=90°—a—(90°—2a) =a=14DCB.

Zatem prosta C'P jest dwusieczna kata DCE.

Punkty E i F sa srodkami przeciwprostokatnych BC' i AC tréjkatéw prostokatnych BDC
i ADC, wiec CE=FED oraz FC =FD. Prosta E'F jest wiec symetralng odcinka C'D. Wobec
tego jest ona dwusieczng kata CED.

Wykazalismy, ze punkt P lezy na dwusiecznych katéw DC'E oraz CED. Wobec tego punkt P
jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat CDE.

5. Wyznacz wszystkie liczby catkowite n > 1 o nastepujacej wtasnosci: Dla kazdej liczby
d > 1 bedacej dzielnikiem liczby n, liczba d —1 jest dzielnikiem liczby n —1.

Szkic rozuigzania

Wykazemy, ze opisang wlasnos¢ majg tylko liczby pierwsze oraz kwadraty liczb pierwszych.

Jezeli n jest liczba pierwsza, to jedynym dzielnikiem n wickszym od 1 jest d=n i woéwczas
liczba n—1 jest podzielna przez d—1.

Przypusémy, ze n jest liczbg ztozona spetniajaca zadane warunki. Oznaczmy przez a dowolny
dzielnik liczby n taki, ze 1 <a <n. Oznaczmy ponadto b=n/a; woéwczas takze 1 <b<n oraz
n = ab. Poniewaz a|n, wiec z danego warunku wynika, ze a — 1|ab—1. Ponadto a —1]|b(a—1),
skad wniosek, ze liczba a—1 jest dzielnikiem liczby

ab—1—bla—1)=b—1.
W pehi analogicznie uzasadniamy, ze liczba b—1 jest dzielnikiem liczby a —1. Ostatnie dwie
podzielnosci moga zachodzié¢ jednoczesnie jedynie, gdy a—1=b—1, czyli a=b i n=a? Ale
dzielnik a liczby n zostal wybrany dowolnie, co oznacza, ze n jest kwadratem liczby pierwszej.

Pozostaje sprawdzi¢, ze dla kazdej liczby pierwszej p liczba n = p? spelnia warunki zadania.
Istotnie, jezeli d=n, to oczywiscie d—1|n —1, jezeli za§ d=p, to d—1=p—1 jest dzielnikiem
liczby (p—1)(p+1)=p*—1=n—1.
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