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SZKICE ROZWIAZAN ZADAN

1. Niech punkt I bedzie srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, a punkt M — Srodkiem
boku BC'. Udowodnij, ze jezeli AI =M1, to jeden z bokéw trojkata ABC' jest dwa razy dtuzszy

od innego boku.

Szkic rozuigzania

Oznaczmy punkty stycznosci okregu wpisanego o w trojkat ABC z bokami BC, CA, AB
odpowiednio przez P, @, R (rys. 1).

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy P lezy na odcinku BM. Zauwazmy, ze [P =1R, gdyz
odcinki te sa promieniami okregu o. Ponadto z zalozenia wiemy, ze Al = IM. Wobec tego
trojkaty prostokatne IPM i I RA s przystajace, gdyz majg rowne przeciwprostokatne i jedna
z przyprostokatnych. Wynika stad, ze M P = AR. Z drugiej strony odcinki BP i BR sa réwne,
gdyz sa to odcinki styczne do okregu o poprowadzone z punktu B. Wobec tego

%BC’:BM:BPnLMP:BR—i-AR:AB.

W przypadku, gdy punkt P lezy na odcinku MC' dowodzimy analogicznie, ze bok BC' jest

dwa razy dtuzszy od boku AC.

A

M=P
rys. 1 rys. 2

Przypadek, w ktérym punkty M i P sie pokrywaja (rys. 2) nie moze zaj$¢, bowiem A lezy na
zewnatrz okregu o, wobec czego odcinek Al jest dtuzszy niz promien okregu o, ktorego dtugosé
w tym przypadku wynosi M.

2. 7 szachownicy o wymiarach 8 x 8 usunieto cztery pola srodkowego kwadratu 2 x 2.

(a) Jaka jest najwieksza mozliwa liczba hetmanéw, ktére mozna umiesci¢ na pozostatych 60
polach szachownicy w taki sposob, aby zadne dwa hetmany sie nie bity?

(b) Jaka jest magmniejsza mozliwa liczba hetmanéw, ktére mozna umiesci¢ na szachownicy
w taki sposéb, aby kazde z 60 pol byto bite przez co najmniej jednego hetmana?

Uwaga. Hetman to figura szachowa, ktora moze poruszaé¢ sie o dowolna liczbe pél w pionie,
poziomie lub na skos. Zaktadamy, ze pod biciem hetmana jest pole na ktérym stoi oraz wszystkie
pola szachownicy, na ktére moze dostac¢ sie¢ w jednym ruchu, nie przemieszczajac si¢ nad innymi
figurami ani nad zadnym z czterech usunietych pol.

Szkic rozwigzania

(a) Rozwazmy ustawienie hetmanéw, w ktorym zadne dwa sie nie bija. Wéwcezas w kazdej
z trzech skrajnych (lewych lub prawych) kolumn szachownicy moze znajdowaé sie co najwyzej
jeden hetman (w przeciwnym razie dwa znajdujace sie w tej samej kolumnie by sie bity). Podob-
nie uzasadniamy, ze w kazdej z dwoch srodkowych kolumn mogg znajdowac sie co najwyzej dwa
hetmany. To oznacza, ze taczna liczba hetmanéw na szachownicy nie przekracza 6-14-2-2=10.



Rysunek 3 przedstawia uktad 10 hetmandéw, z ktorych zadne dwa sie nie bija. Stad wniosek,
ze szukana najwieksza mozliwa liczba hetmanéw jest réwna 10.

rys. 3 rys. 4

(b) Rysunek 4 przedstawia taka konfiguracje 4 hetmanéw, ze kazde z 60 pél szachownicy
znajduje sie¢ pod biciem co najmniej jednego z nich. Zadanie bedzie rozwiazane, gdy uzasadnimy,
ze opisanej wtasnosci nie majg konfiguracje trzech lub mniej hetmanéw.

Przeprowadzimy dowdd nie wprost — przypusémy, ze na szachownicy znajduja sie co naj-
wyzej trzy hetmany. To oznacza, ze w co najmniej jednym z czterech obszaréw widocznych na
rysunku 5 nie znajduje sie zaden hetman; bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze jest to obszar A.
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rys. rys. 6

Rozwazmy trzy pola obszaru A, oznaczone na rysunku 6. Kazde z tych pdl jest bite przez
pewnego hetmana znajdujacego sie w obszarze B lub C, przy czym zadne dwa z tych pél nie
znajduja sie pod biciem tego samego hetmana. To oznacza, ze wszystkie trzy hetmany obecne
na szachownicy znajduja si¢ na zacienionych polach obszarow B i C, a w obrebie obszarow A
i D nie znajduje si¢ zaden hetman. W szczegolnosci jeden z obszaréw B i C zawiera co najwyzej
jednego hetmana — bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze jest to obszar B.

Zauwazmy, ze zadne z pol obszaru B’ nie znajduje sie pod biciem hetmandéw z obszaru C, co
oznacza, ze caly obszar B’ musi byé¢ bity przez jednego hetmana znajdujacego sie w obszarze
B. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje jednak, ze nie istnieje takie ustawienie jednego hetmana
wewngtrz obszaru B, ze caly obszar B’ jest przez niego bity. Uzyskana sprzecznos$é oznacza, ze
na szachownicy musza znajdowac si¢ co najmniej 4 hetmany.

3. Rozne punkty A i D leza po tej samej stronie prostej BC, przy czym AB = BC =CD
oraz proste AD i BC' sy prostopadte. Niech F bedzie punktem przeciecia prostych AD i BC.
Udowodnij, ze

|BE—CE|<AD-V/3.

Szkic rozwigzania

Przyjmijmy oznaczenia x = BE oraz y=CFE. Zauwazmy, ze x #vy, gdyz w przeciwnym razie
trojkaty prostokatne ABE i DCE bylyby przystajace, skad A= D, co jest sprzeczne z zatoze-
niami zadania.

Poniewaz AB=CD =z +y, wiec korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatow ABE
i DCFE, uzyskujemy

AD=|AE—DE|=|VAB2—BE?>—\/CD?— CE?

= ’\/(Hy)?—xz—\/(%y)?—yz




Dowodzona nieréwnos$¢ mozemy teraz przepisa¢ w zaleznosci od x, y i sprowadzi¢ do prawdziwe;j
nieréwnosci (x —y)* >0, przeksztatcajac réwnowaznie nastepujaco:

V@ty)?2—a? =/ (a+y)?—y?

2
(x—y)? <3(\/2:L’y+y2—\/2xy+x2> ,

2 +y? — 2wy < 6xy + 3y + 62y + 307 — 6\/(2xy+y2)(2xy+x2),

V3,

lz—y| <

3\/xy(2x2 + 242 +bry) < 2+ + Ty,

182y + 18zy° +452%y* < ' +y* + 51ay® + 142y + 14z,
0 < 2t — 43y + 622y — day® + 4,
0< (x—y)"

Uwaga
Mozna wykazac, ze prawdziwy jest zwiazek

\BE—CE| :AD.\/4cos2(5;7) 1,
gdzie 3= SABC oraz v= <BCD.

4. Wyznacz wszystkie takie pary (a,b) liczb catkowitych dodatnich, ze
a+b+(D(a,b)*=n(a,b) =2-n(a—1,b),
gdzie n(a,b) oznacza najmniejsza wspolna wielokrotnosé, a D(a,b) — najwiekszy wspolny dziel-
nik liczb a, b.

Szkic rozuigzania

Zauwazmy, ze liczba a—1 jest dzielnikiem liczby 2n(a—1,b) =n(a,b), czyli w szczegdlnosci
jest dzielnikiem liczby ab. Jednak liczby a —1 i a sa wzglednie pierwsze, skad wniosek, ze a —1
dzieli b 1 w konsekwencji n(a—1,b) =b.

Przyjmijmy oznaczenie d = D(a,b) oraz k=a/d, l=b/d. Poniewaz ab=n(a,b)D(a,b), czyli
d*kl=d- D(a,b), wiec D(a,b) =dkl i téwnos¢ 2n(a—1,b) =n(a,b) przybiera postaé¢ 2dl = dkl,
skad k=2. Ré6wnos¢ a+b+(D(a,b))*=n(a,b) mozna wigc przepisa¢ réwnowaznie jako

2d+dl+d*=2dl, czyli d+2=1.

Laczac uzyskane zaleznosci, otrzymujemy a=2d oraz b=d(d+2). Podzielno$¢ a—1|b zapisuje
sie wiec jako 2d —1|d(d+2). Wobec tego liczba 2d — 1 jest takze dzielnikiem liczby

4d(d+2)—(2d—1)(2d+5) =5.
Stad uzyskujemy d=1 lub d =3 oraz odpowiednio pary (a,b): (2,3) lub (6,15). Bezposrednio
sprawdzamy, ze obie znalezione pary spetniajg warunki zadania.

5. Wyznacz najmniejsza liczbe rzeczywista p o tej wlasnosci, ze nierownosé

[t i)

zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b.

Szkic rozwigzania

Udowodnimy, ze najmniejsza taka liczbag p jest 1.

Dla a=0 obie strony rozwazanej nieré6wnosci sa rowne zeru, wiec w tym przypadku nier6wnos¢
jest prawdziwa dla kazdej liczby p. W dalszej czesci rozwiazania zatozymy, ze a # b.

Zauwazmy, ze lewa strona nieréwnosci (x) jest réwna i—@ (“T*b —V ab). Ponadto dla kazdej

pary réznych liczb a,b mamy 2 —+vab=1(\/a— Vb)? > 0. Po podzieleniu nieréwnosci ()

stronami przez dodatni czynnik ﬁb (‘ITH’ —V ab) otrzymujemy réwnowazng nierownosé

2\/%<p(a—l—b). ()

3



Dla p=1 nieré6wnoéé jest spetniona dla kazdych liczb a, b, gdyz a+b—2vab=(y/a—v/b)*>>0.
Przypusémy teraz, ze p < 1. Wowczas 1 —p jest liczba dodatnia. Przyjmijmy a =1 oraz
b= (1++/T—p)? Wowezas oczywiscie a+b>1. Wobec tego
2

a-+b—2vab= (\/a—\/B)Qz (1— <1+\/E>>2: (ﬂ) —1-p<(1—p)(a+b).

Stad p(a+0b) < 2v/ab, co oznacza, ze dla tak dobranych liczb a, b nieréwnosé (*+) nie zachodzi.

6. Wierzchotki szeScianu ponumerowano liczbami 1, 2, 3, ..., 8. Nastepnie kazdej krawedzi
tego szescianu przypisano iloczyn numeréw wierzchotkéw, miedzy ktérymi znajduje sie dana
krawedz. Wyznacz najwicksza mozliwg wartos¢ sumy dwunastu liczb przypisanych krawedziom.

Szkic rozwigzania
Oznaczmy numery wierzchotkow przez aq, as, as, ayq, by, ba, b3, by, jak pokazano na rysunku 7.
Suma dwunastu liczb przypisanych krawedziom jest woéwczas réwna

albg + albg + a1b4 + CLle + CLng + a2b4 + CLgbl + Clgbg + a3b4 + CL4bl + CL4bQ + CL4b3 =
= (a1 +ag +az+aq) (b1 4 by +bs+bs) — (@101 + azbs + asbs +-asby).
Z nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczna wynika, ze

b1+by+0b3+b 36
\/(al+a2+a3+a4)(b1+b2+b3~|—b4)<a1+a2+a3+a4; 102403+ 425:18’
skad (a1 +az+az+aq) (b1 4 by + b3+ by) <18% =324
as b1

rys. 7

Udowodnimy, ze S = a1by + asbs +agbs +asby >1-84+2-74+3-644-5=060. Przypusémy, ze
liczby 1 oraz 8 nie znajduja sie w tej samej parze (a;,b;), i=1,2,3,4. To oznacza, ze w sumie S
pewne dwa sktadniki maja posta¢ 1-k oraz 8-1, gdzie 1 <k <8, 1 <[ < 8. Zauwazmy, ze zamiana
par (1,k), (8,1) na (1,8), (k,l) powoduje zmniejszenie warto$ci sumy S, gdyz

8+kl—(k+8l)=(k—8)(I—1)<0.
Wobec tego najmniejsza wartosé sumy S bedzie osiagana woéwcezas, gdy w jednej z par (a;,b;)
znajda sie liczby 11 8. Rozumujac analogicznie, mozemy kolejno uzasadnié, ze jesli liczby 21 7,
316 oraz 4 i 5 nie tworza pary (a;,b;), to mozna tak zamieni¢ niektére liczby w obrebie par, ze
wartos¢ zmniejszy sie, a opisane wyzej pary liczb znajda sie w tych samych parach (a;,b;). To
dowodzi postulowanej nieréwnosci S > 60.

Zmalezione oszacowania pozwalaja stwierdzi¢, ze szukana suma dwunastu liczb przypisanych
krawedziom jest nie mniejsza od liczby 324 — 60 = 264. Pozostaje zauwazy¢, ze warto$é ta jest
osiggana, gdy a4+ as+az+as = by + by + b3+ by oraz

{{alab1}7 {a27b2}’ {a3>b3}7 {a47b4}} = {{178}7 {2’7}7 {376}7{475}}7

czyli na przyktad dla nastepujacego uktadu numeréw wierzchotkéw szescianu: a; =1, by =8,
a2:7, b2:2, (13:6, b3:3, a4:4, b4:5
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