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SZKICE ROZWIAZAN ZADAN

1. Czy istnieja takie liczby pierwsze p, q, r, ze liczba

P*+p) (P +9) (P +7)
jest kwadratem liczby caltkowitej?

Szkic rozwigzania
Sposob 1
Przypusémy, ze istnieje dodatnia liczba catkowita n o tej wtasnosci, ze

n®=(p*+p)(@®+q)(r*+r)=plp+1)-qlg+1)-r(r+1).
Jezeli p=q, to n?=(p(p+1))*r(r+1), skad wynika, ze r(r+1) jest kwadratem liczby catkowitej.
Jednak r? <r(r+1) < (r+1)?%, a liczba znajdujaca si¢ pomiedzy kwadratami dwoch kolejnych
liczb catkowitych sama nie moze by¢ kwadratem liczby catkowitej. Uzyskana sprzeczno$é¢ ozna-
cza, ze p# q. Analogicznie uzasadniamy, ze q # 1 oraz p#r.
Liczby p, q, r sa wigc parami réznymi dzielnikami pierwszymi liczby n, a zatem istnieje
dodatnia liczba catkowita s o tej wtasnosci, ze n = pqrs. Woéwczas

(p+1)(q+1)(r+1)=pgrs*, czyli <1+;> <1+1> (1+i) =52

q

1< <1+;> <1+;> (1+i> < <1+;> <1+;> (1+;> =152<4,

wiec znow otrzymujemy sprzecznosé, gdyz 1 i 4 to kolejne kwadraty liczb catkowitych. Wobec
tego liczby p, g, 7 o0 opisanej w tresci zadania wtasno$ci nie istnieja.

Sposob 11

Jezeli p=q, to podobnie jak w poprzednim sposobie stwierdzamy, ze liczba r(r+1) jest
kwadratem liczby catkowitej. Wobec tego, skoro r jest dzielnikiem pierwszym tego kwadratu,
to r? jest réwniez jego dzielnikiem, skad uzyskujemy podzielno$é r|r+1, co nie jest prawda dla
zadnej liczby pierwszej r. To oznacza, ze p # q. Podobnie uzasadniamy, ze q #r # p.

W przypadku, gdy p, q, r sa parami rézne, przyjmijmy bez straty ogolnosci p < q<r. Wow-
czas r > 5. Jezeli liczba p(p+1)-q(qg+1)-r(r+1) jest kwadratem liczby catkowitej, to skoro
jest podzielna przez liczbe pierwsza r, to jest takze podzielna przez r?, co oznacza, ze r jest
dzielnikiem liczby

Tymczasem

pq(p+1)(g+1)(r+1).

Tymczasem r > q+1>p+1, wigc r nie jest dzielnikiem zadnego z czynnikow p, ¢, p+1, ¢+ 1.
Liczba r nie jest takze dzielnikiem liczby r+ 1. Uzyskana sprzeczno$é¢ oznacza, ze odpowiedz
na postawione w tresci zadania pytanie jest negatywna.

2. Cgzy istnieje taki szesciokat wypukty, ze kazdy z jego sze$ciu bokéw ma diugoséé wieksza
od 1, a kazda z jego dziewieciu przekatnych ma dtugo$¢ mniejsza od 27

Szkic rozwigzania

Wykazemy, ze szeSciokat o opisanych wtasnosciach istnieje.

Rozwazmy trojkat rownoboczny ACE o boku 2x, przy czym liczbe x sprecyzujemy pozniej.
Niech ABC', CDE, EF A beda przystajacymi tréjkatami réwnoramiennymi znajdujacymi sie
na zewnatrz trojkata ACE, takimi ze AD = BE =CF =2z.
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Woéwcezas kazdy bok szesciokata ABC' DEF ma dtugo$é rowna ax, gdzie

a=11+(2-V3)2,

na mocy twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do potowki trojkata ABC. Ponadto przekatne
AC, CFE, EA, AD, BE, C'F tego szeSciokata maja wszystkie dtugosc 2x. E

W trapezie réwnoramiennym ABDFE katy przy podstawie AE
sg rowne 75°, czyli sa ostre, a zatem BD < AE = 2x. Podobnie
uzyskujemy, ze dlugodci przekatnych DF' i F'B sg mniejsze od 2.

Aby sze$ciokat ABCDEF speliat zadane warunki wystarczy
wybra¢ taka liczbe x, ze

ar>1 oraz 2r<2,

czyli dowolna liczbe nalezaca do przedziatu (1/a;, 1), co jest mozliwe,
gdyz a>1.

3. lle jest 8-cyfrowych liczb postaci *2x0x1x7, ktére sa podzielne przez 7, gdzie cztery
nieznane cyfry zastapiono gwiazdkami?

Szkic rozwigzania
Oznaczmy cztery nieznane cyfry kolejno od lewej przez a, b, ¢, d, tj. rozwazmy liczbe

107a+10°b+ 10%¢+ 10d +2000107.

Poniewaz liczby 10, 102, 10°, 107 oraz 2000107 daja przy dzieleniu przez 7 odpowiednio reszty
3, 6, 5, 3 oraz 4, wiec powyzsza liczba daje przy dzieleniu przez 7 te sama reszte co liczba
n=3a+6b+5c+3d+4.

Rozwazmy zbiér M = {3,4,5,6,7,8,9}. Dla ustalonej trojki cyfr a, b, ¢ liczba n daje rézne
reszty przy dzieleniu przez 7 dla réznych wyboréw d € M (gdyz trzykrotnosci elementéw M
daja parami rozne reszty przy dzieleniu przez 7). Wobec tego doktadnie 1/7 sposréd wszystkich
czworek (a,b,c,d), w ktérych d € M ma te wlasnosé, ze n jest liczba podzielna przez 7.

Podobne rozumowania prowadza do wniosku, ze posrod czwoérek (a,b,c,d) takich, ze

ceM, d¢ M albo beM, c,d¢ M albo a€eM, byc,d¢ M

doktadnie 1/7 stanowia te czworki, dla ktérych uzyskujemy liczbe n podzielng przez 7.

Pozostal do rozwazenia przypadek, gdy a,b,c,d¢ M, czyli gdy a €{1,2} oraz b,c,d€{0,1,2},
co daje 2-3-3-3=>54 czworki (a,b,c,d). Z przeprowadzonego dotad rozumowania wynika, ze
wsréd rozwazonych juz 9-10-10-10 — 54 = 8946 mozliwosci doktadnie %-8946 = 1278 prowadzi
do czworek (a,b,c,d) spelniajacych warunki zadania.

Jezeli a € {1,2} oraz b,c,d € {0,1,2}, to

2<3a+6b—2c+3d+4 <22,

a liczba 3a+6b—2c+3d+4 =n—"Tc dzieli sie przez 7 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n dzieli
sie przez 7. Stad podzielno$c¢ ta jest mozliwa w trzech przypadkach:

1° 3a+6b—2c+3d+4 =7, czyli rownowaznie 3(a+2b+d— 1) =2c. Woéwczas ¢ =0 oraz
a+2b+d=1, co jest mozliwe tylko dla trojki (a,b,d) = (1,0,0).

2° 3a+6b—2c+3d+4 =14, czyli réwnowaznie 3(a+2b+d) =2(5+c¢). Woéwczas c=1 oraz
a+2b+d=4, co jest mozliwe dla nastepujacych czterech tréjek (a,b,d): (2,1,0), (2,0,2), (1,1,1),
(1,0,2).

3° 3a+6b—2c+3d+4 =21, czyli rtéwnowaznie 3(a+2b+d) =17+ 2c. Wowczas ¢ =2 oraz
a+2b+d=7, co jest mozliwe dla (a,b,d) =(1,2,2) lub (a,b,d)=(2,2,1).

Otrzymujemy wiec 7 dodatkowych czworek spetniajacych warunki zadania i ostateczny wynik
rowny 127847 =1285.




4. Bolek narysowalt na tablicy trapez ABC'D o podstawach AB i CD, przy czym AB>CD,
a w nim jego linie srodkowa EF'. Punkt przeciecia jego przekatnych AC, BD oznaczyt przez P,
a jego rzut prostokatny na prostg AB oznaczyl przez (). Lolek, chcac dokuczyé Bolkowi, zmazat
z tablicy wszystko opréocz odcinkéw EF i PQ). Gdy Bolek to zobaczyt, chciat uzupehié rysunek
i dorysowaé wyjsciowy trapez, ale nie wiedzial jak to zrobi¢. Czy umiesz pomoc Bolkowi?

Szkic rozwigzania

Rozwazmy konfiguracje przed starciem niektérych elementéw przez Lolka. Oznaczmy przez
K, L, M odpowiednio érodki odcinkéw AB, C'D, EF.

Wowczas z wlasnosei linii srodkowej w trojkatach ABC' i AC'D uzyskujemy KF || AC || EL.
Podobnie dla trojkatéw ABD i BCD otrzymujemy KE || BD || FL. Wobec tego czworokat
EKFL jest réwnolegtobokiem, wiec w szczegélnosci jego érodek symetrii M jest srodkiem
przekatnej K L.

W oparciu o poczynione obserwacje przedstawimy sposoéb odtworzenia punktéow A, B, C, D
na podstawie znajomosci potozenia punktow E, F', P, Q.

D L C

A ok B

Punkt M konstruujemy jako srodek odcinka EF'. Nastepnie punkt K wyznaczamy jako punkt
przeciecia prostej M P (P# M, gdyz ABC'D nie jest réwnolegltobokiem) z prosta a prostopadta
do odcinka PQ i przechodzaca przez punkt @) (jest to prosta zawierajaca AB). Punkt L kreslimy
jako symetryczny do punktu K wzgledem punktu M, a prosta b (zawierajaca podstawe C' D) —
jako réwnolegta do E'F' i przechodzacy przez L. Wreszcie prowadzac przez P prostg rownolegta
do KF', otrzymujemy punkty A i C' w przecieciu odpowiednio z prostymi a i b. Analogicznie,
prowadzac przez P prosta rownoleglty do K F, otrzymujemy punkty B i D.

5. Kazde pole tablicy 100 x 100 zawiera jedna z liczb 1, 2, 3. Rozwazamy wszystkie podtablice
m xn, gdzie m > 2 oraz n > 2. Kazda taka podtablice nazwiemy wywazong, jezeli jej cztery
narozne pola zawieraja te sama liczbe. Udowodnij dla najwiekszej liczby k, dla jakiej potrafisz,
nastepujace stwierdzenie: zawsze (niezaleznie od wyjsciowego wpisania liczb) istnieje k parami
roztacznych wywazonych podtablic, tzn. takich, ze zadne dwie z nich nie majg wspélnych pol.

Szkic rozwigzania

Przedstawimy dowdd dla k=131, czyli wykazemy, ze zawsze istnieje co najmniej 131 parami
roztacznych wywazonych podtablic.

Rozwazmy dowolng podtablice o wymiarach 19 x 4. Jej kazdy wiersz 1 x4 jest zdominowany
przez co najmniej jedna z liczb 1, 2, 3 (tzn. ma co najmniej dwa pola zawierajace te sama
liczbe), wigc kazdemu takiemu wierszowi mozemy przyporzadkowaé liczbe w nim dominujaca
(jezeli takie liczby sa dwie, wybieramy dowolna z nich). Wéwczas posrod wszystkich 3-6+1=19
wierszy rozwazanej podtablicy jest co najmniej 7 zdominowanych przez te sama liczbe.

Ponadto, istnieje doktadnie 6 mozliwosci wyboru pary pol w wierszu 1 x 4. Zatem posrod
dowolnych 7 wierszy zdominowanych przez te sama liczbe istnieja co najmniej dwa, w ktorych
ta liczba wystepuje w tych samych dwoch kolumnach. Cztery pola na przecieciu tych dwoch
wierszy i kolumn wyznaczaja wywazona podtablice.

Wykazalismy, ze kazda podtablica 4 x 19 zawiera co najmniej jedng wywazong podtablice.
w pelni analogicznie przebiega rozumowanie dla podtablic 19 x 4. Aby zakonczy¢ dowod, wy-
starczy wyr6zni¢ 131 parami roztacznych takich podtablic wewnatrz tablicy 100 x 100. Jest
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to pokazane na rysunku, gdzie 100 podtablic utozonych jest w prostokat 76 x 100, 30 tworzy
prostokat 24 x 95, a jedna jest zawarta wewnatrz pozostatego prostokata 24 x 5.

Uwaga

Najwicksza stata k, dla ktérej sformutowana w tresci zadania wlasnos¢ zachodzi nie jest
znana. Mozna natomiast zauwazy¢, ze

131 =100%/76],

wiec k=131 jest najlepszym wynikiem, ktéry mozna uzyska¢ w oparciu o obserwacje dotyczaca
tablic 4 x 19.

Mozna takze udowodnic, ze kazda podtablica wymiarow 4 x 36 zawiera co najmniej dwie roz-
taczne wywazone podtablice, co pozwala zwiekszy¢ warto$é k, dla ktorej sformutowana w tresci
zadania wtasnosé¢ zachodzi, do 138.

6. Na tablicy napisanych jest 100 parami réznych dodatnich liczb rzeczywistych, przy
czym dla kazdych trzech parami réznych liczb a, b, ¢ napisanych na tablicy, liczba a? + be
jest catkowita. Wykaz, ze dla kazdych dwdch liczb x, y napisanych na tablicy, liczba % jest
wymierna.

Szkic rozwigzania
Niech x, y beda dowolnymi dwiema réznymi liczbami napisanymi na tablicy i niech a, b, ¢
beda dowolnymi trzema (parami r6znymi) sposrdéd pozostatych liczb. Wowezas liczby
a’+xb oraz a®+xc
sa catkowite, wiec ich réznica x(b— c) réwniez jest liczbg catkowita. Podobnie liczby
a’+yb oraz a*+yc
sa catkowite, wiec réwniez y(b—c) jest liczba catkowita. Laczac powyzsze obserwacje, uzysku-
jemy, ze iloraz

z(b—c)
ylb—c) y
jest liczbg wymierng.
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