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SZKICE ROZWIAZAN ZADAN

1. Liczby wymierne a, b sg takie, ze liczby a+b oraz a®+b* sg catkowite. Wykaz, ze liczby
a, b sa catkowite.

Szkic rozwigzania
Zauwazmy, ze liczba

2(a*+0%) — (a+b)*=(a—b)?

jest caltkowita, wiec réwniez liczba a —b jest catkowita (jako liczba wymierna, ktorej kwadrat
jest liczba catkowita). W konsekwencji liczby (a+0b)+(a—b) =2a oraz (a+b) — (a—b) =2b sa
catkowite.

Skoro a+b jest liczba catkowita, to jesli jedna z liczb a, b jest calkowita, to druga takze.
Przypusémy wiec nie wprost, ze zadna z liczb a, b nie jest catkowita, czyli a =m+ %, b= n—l—%
dla pewnych liczb catkowitych m, n. Wowczas

a’+b? :m2—|—m+n2+n+%
nie jest liczbg catkowita. Uzyskana sprzecznos$é konczy rozwiazanie.

2. Kulawa wieza to figura szachowa, ktoéra zagraza polu szachownicy dokltadnie wtedy, gdy
pole znajduje sie w tym samym wierszu lub kolumnie co wieza i pomiedzy nimi jest co najwyzej
jedno pole odstepu. Na kwadratowej szachownicy ustawiamy kulawe wieze w taki sposob, aby
zadne dwie sobie nie zagrazaly oraz zadne pole nie bylto zagrozone przez wiecej niz jedna wieze.

(a) Wykaz, ze na szachownicy 30 x 30 nie mozna ustawi¢ wiecej niz 100 kulawych wiez.
(b) Wyznacz najwieksza liczbe kulawych wiez, ktére mozna ustawi¢ na szachownicy 8 x 8.
(c) Wykaz, ze na szachownicy 32 x 32 nie mozna ustawi¢ wiecej niz 120 kulawych wiez.

Szkic rozwigzania

(a) Zauwazmy, ze w obrebie dowolnego kwadratu 3 x 3 moze znajdowaé sie co najwyzej
jedna kulawa wieza. Poniewaz szachownice 30 x 30 mozna podzieli¢ na 100 takich kwadratéw
w taki sposob, aby kazde pole nalezato do doktadnie jednego z nich, wiec na szachownicy mozna
umiesci¢ co najwyzej 100 wiez.

(b) Rozwazmy dowolny kwadrat 4 x 4. Zauwazmy, ze jesli w jednym z jego czterech Srod-
kowych pdl stoi kulawa wieza, to jest to jedyna wieza w tym kwadracie. W przeciwnym razie
wewnatrz tego kwadratu mogg sta¢ co najwyzej dwie kulawe wieze — przylegajace do pewnej
pary przeciwlegtych bokow kwadratu. Wobec tego na szachownicy 8 x 8 moze sta¢ co najwyzej 8
kulawych wiez — pierwszy rysunek ilustruje przyktadowe rozmieszczenie wtasnie takiej liczby.
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(c) Wykazemy, ze jesli na szachownicy 8 x 8 stoi doktadnie 8 kulawych wiez, to kazdy z czte-
rech zacieniowanych na drugim rysunku naroznych L-obszarow zawiera wieze.
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Wiemy juz, ze kazda ¢wiartka 4 x 4 zawiera po dwie wieze i nie znajduja sie one w jej
srodkowych polach. Zauwazmy, ze na zadnym z czterech centralnych pol kwadratu 8 x 8 nie
moze sta¢ wieza. Rzeczywiscie, gdyby np. pole A bylo zajete przez wieze, to w prawej dolnej
oraz lewej gérnej ¢wiartce wieze musialyby sta¢ na polach B — wtedy jednak w lewej dolnej
¢wiartce nie zmiedcitaby sie druga wieza. W konsekwencji, skoro na polu A nie moze sta¢ wieza,
to rowniez na polu B nie moze sta¢ wieza, bo uniemozliwitaby ustawienie dwoch wiez w lewej
dolnej ¢wiartce.

Z przeprowadzonych rozumowan wynika, ze jesli na szachownicy 8 x 8 stoi 8 kulawych wiez,
to zadne z pol zacieniowanych na trzecim obrazku nie jest zajete przez wieze. Jesli zatozymy, ze
w pewnym L-obszarze (dla ustalenia uwagi — lewym dolnym) nie ma wiezy, to w lewej dolnej
¢wiartce wieze zajmuja pola 0 lub pola 1. W obu przypadkach jedyng mozliwoscig jest, ze wieze
w prawej dolnej i lewej gornej ¢wiartce zajmuja pola 2. Jednak wowczas nie mozna umiescié
dwoch wiez w prawej gornej ¢wiartce. Otrzymana sprzeczno$é oznacza, ze w istocie w kazdym
L-obszarze musi sta¢ wieza.

Poniewaz szachownice 32 x 32 mozna podzieli¢ na 8 prostokatéw o wymiarach 8 x 16, wiec
wystarczy wykazac, ze w jednym takim prostokacie mozna ustawié¢ co najwyzej 15 wiez. Z roz-
wiazania poprzedniego punktu wiemy, ze wiez nie moze by¢ wiecej niz 16. Przypusémy nie
wprost, ze udato si¢ umiesci¢ 16 kulawych wiez na polach prostokata 8 x 16 — wynika z tego,
ze w kazdym z dwoch kwadratéow 8 x 8, z ktorych utozony jest ten prostokat, stoi po osiem
wiez. Jednak w dwéch przylegajacych do siebie naroznych L-obszarach (pochodzacych z réz-
nych kwadratéw 8 x 8) nie moga jednoczesnie znalez¢ sie wieze. Otrzymana sprzeczno$é konczy
rozwigzanie.

3. Niech ABC'D bedzie czworokatem wypuktym o prostopadtych przekatnych, w ktérym
IBAC = SADB, <4CBD=<DCA, AB=15 (CD=S8.

Wykaz, ze na czworokacie ABC'D mozna opisaé¢ okrag oraz wyznacz odlegto$¢ miedzy $srodkiem
tego okregu a punktem przeciecia przekatnych czworokata.

Szkic rozwigzania

Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych AC i BD. Z réwnoéci $BAP = SADB
wynika, ze trojkaty PBA i ABD sa podobne, skad $BAD = $BPA=90°. Analogicznie z réw-
noéci $CBD= < DC P wynika podobienstwo tréjkatow PBC i C BD, aw konsekwencji réwnosé
YBCD = $BPC =90°.

Skoro $BAD = ¥BCD =90°, to czworokat ABCD jest wpisany w okrag o $rednicy BD.
Poniewaz cieciwa AC' jest prostopadia do tej srednicy, wiec punkty A i C' sa wzgledem niej
symetryczne, a zatem trojkaty ABD i C'BD sg przystajace.
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7 twierdzenia Pitagorasa uzyskujemy BD =+/8%+ 152 =17, a z zaleznosci
AD BD
PD AD
mamy PD =64/17. Pozostaje zauwazy¢, ze szukana odlegtosé jest r6znica miedzy promieniem
okregu opisanego na ABC'D a dtugoscia odcinka PD, wiec wynosi 17/2—64/17=161/34.




4. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia xy +yz + zz, gdzie liczby rzeczywiste
x, y, z spelniajg warunki 22 —yz =9% — 20 =22 — a2y =2.

Szkic rozungzania
Odpowiedz: Jedyna mozliwa wartos¢ to —2.
7 réwnosci 22 —yz = y? — zx wynika, ze
(@—y)@ty+z)=(@—y)(@+y)+z(@—y) =" —y’ —yz+z20=0,
skad =1 lub x+y+2z=0. Podobnie z réwnosci x> —yz=2?—zy wynika, ze x =2 lub x+y+2=0.
Stad jezeli x+y+2#0, to 2=y =2 i woéwczas 22 —yz =0 # 2. Uzyskana sprzecznoéé oznacza,
ze v+y+z=0.

7 konkluzji poprzedniego akapitu wynika, ze jesli liczby x, y, z spetniaja dane warunki, to
0= (2 2)° = (22— y2) + (y — 22) + (=% — 29) + 3wy -+ 2+ 22) =6+ 3(zy +y= + =),
czyli zy+yz+ zx = —2. Pozostaje sprawdzié, ze w istocie istniejg liczby z, y, z, dla ktérych ta

wartosé jest osiagana. W tym celu wystarczy przyjaé na przyktad (z,y,z) = (—v/2,v/2,0).

5. Dany jest 360-kat foremny A;As... Asgg 0 Srodku w punkcie S. Dla kazdego z tréjkatow
A1 AsgAgs, A1AsgAge Tozstrzygnij, czy istnieje uktad 120 obrotéw wokdét punktu S o tej wla-
snosci, ze obrazy wierzchotkow danego tréjkata przy tych obrotach pokrywaja wszystkie 360
punkt()w Al, AQ, ceny A360.

Szkic rozwigzania

W rozwigzaniu przez A; dla i > 360 bedziemy rozumieli punkt A; s60-

Udowodnimy najpierw, ze dla tréjkata A; A5y Age odpowiedz na postawione pytanie jest twier-
dzaca. Rozwazmy rodzine 120 trojkatéw postaci Asgi1 AskasoAskieo dla k=0,1,...,119 (kazdy
taki trojkat jest obrazem danego tréjkata przy obrocie wokot S o 3k stopni). W obrebie jednego
tréjkata indeksy wierzchotkéw dajg parami rozne reszty przy dzieleniu przez 3. W zwiazku z tym
zadne dwa wierzchotki w rozwazanej rodzinie trojkatow sie nie pokrywaja.

Wykazemy, ze dla trojkata Ay AsqAgs nie istnieje szukany uktad 120 obrotow. Przypus$émy,
ze istnieje 120-elementowy zbiér H nieujemnych liczb catkowitych mniejszych od 360 (reszt
z dzielenia przez 360) o tej whasnosci, ze wierzchotki 120 tréjkatéw ApApia9Anier, gdzie h€ H,
sa rézne (i wyczerpuja zbiér wierzchotkéw danego 360-kata). Mozemy bez straty ogdlnosci
zatozy¢, ze 0 € H (w razie potrzeby odejmujac od wszystkich elementéw zbioru H wartos¢ jego
najmniejszego elementu).

Poniewaz 49 ¢ H oraz 67 ¢ H, wiec liczba 49467 =116 nie jest ani postaci 49+ h, ani 67+ h,
gdzie h € H. Wynika z tego, ze 116 € H. Powtarzajac analogiczne rozumowanie, stwierdzamy;,
ze reszty z dzielenia liczb 2-116, 3-116, ..., 89116 przez 360 naleza wszystkie do zbioru H.
Poniewaz 90 < 120, wiec istnieje liczba h' # H ktéra nie jest zadng z tych 90 reszt, a w zwigzku
z tym reszty z dzielenia wszystkich liczb postaci h’' 4116, h'+2-116, ..., A’ +89-116 przez 360
rowniez naleza do zbioru H. Nietrudno przekonaé sie, ze znalezione 180 reszt to parami rozne
liczby. Ale zbiér H ma tylko 120 elementéw — uzyskana sprzecznosé konczy dowod.

6. Dany jest czworokat ABC D wpisany w okrag. Punkty K, L, M, N leza odpowiednio na
bokach AB, BC, CD, DA w taki sposob, ze spelnione sa réwnosci

JADK = 4BCK, <BAL=<CDL, <$CBM = <DAM, <DCN = SABN.
Udowodnij, ze proste KM i LN sa prostopadte.
Szkic rozwigzania
Zauwazmy, ze skoro czworokat ABC'D jest wpisany w okrag, to
JADK + SAKD =180° — $BAD = 4BCD = $BCK + 4KCD,

skad wobec danej réownoéci SADK = $BCK uzyskujemy SAKD = 4KCD. Réwnoéé ta w po-
taczeniu z faktem, ze punkty C' i D leza po tej samej stronie prostej AB oznacza, ze okrag
opisany na trojkacie CDK jest styczny do odcinka AB. W pelni analogiczne rozumowania
mozna przeprowadzi¢ dla punktéw L, M, N.



Jesli boki AB i C'D sa rownolegte, to konfiguracja punktéw w zadaniu jest symetryczna
wzgledem osi symetrii trapezu ABC'D. W szczegblnosci punkty K i M lezg na tej osi symetrii,
a prosta LN jest do niej prostopadta. Podobnie teze zadania uzasadniamy w przypadku, gdy
proste AD i BC' sg rownolegte. W dalszej czedci rozwigzania zatézmy wiec, ze proste AB i C'D
przecinaja sie w punkcie P, a proste AD i BC' przecinajg sie w punkcie Q.

Poniewaz okregi opisane na trojkatach CDK i ABM sa styczne do prostych AB i C'D
odpowiednio w punktach K i M, wiec PK? = PC-PD oraz PM?= PA-PB. Ponadto, skoro
czworokat ABC'D jest wpisany w okrag, to PA-PB=PC-PD. Laczac te rownosci, uzyskujemy
PK = PM. Analogicznie dochodzimy do wniosku, ze QL =QN.

Oznaczmy punkt przeciecia odcinkéw KM i LN przez S. 7Z réwnosci SPKM = SPMK
wynika, ze SAKS+ SCM S =180°. Podobnie otrzymujemy <ANS+ SCLS =180°. Wreszcie
JKAN + SLCM = 180°. Wykorzystujac te réwnosci dochodzimy do wniosku, ze suma miar
oémiu katéw wewnetrznych czworokatéw AK SN oraz CLSM to 540°+ S K SN+ SLSM. Stad
wniosek, ze SKSN = SLSM =90°, co byto do udowodnienia.

Uwaga

Wykorzystane réwnoéci PK%= PC-PD, PM?=PA-PB oraz PA-PB=PC-PD wynikaja
bezposrednio z podobienstw par trojkatow PCK i PKD, PBM i PMA oraz PBC i PDA.
Mozna sie do nich odwotaé takze za pomoca tzw. potegi punktu wzgledem okregu.
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