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1. Dana jest tablica 2 x 2, w ktorej kazdym polu znajduje sie dodatnia liczba catkowita.
Jesli dodamy iloczyn liczb z pierwszej kolumny, iloczyn liczb z drugiej kolumny, iloczyn liczb
z pierwszego wiersza i iloczyn liczb z drugiego wiersza, otrzymamy 2021.

a) Wyznacz mozliwe wartosci sumy czterech liczb z tablicy.
b) Znajdz liczbe réznych tablic speliajacych dane warunki, ktore zawieraja cztery parami
rozne liczby.

Szkic rozwigzania
a) Oznaczmy liczby w tablicy przez a, b, ¢, d jak pokazano na rysunku obok.

Warunek zadania mozna wéwczas zapisa¢ jako a |l e
ab+cd+ac+bd=2021, czyli (a+d)(b+c)=43-47.
Skoro a+d>2 oraz b+c>2, to powyzsza réwnos¢ oznacza, ze {a+d,b+c}={43,47} b|d

i w konsekwencji a+b+c+d=90.

b) Jezeli a+d=43 oraz b+c=47, to pare dodatnich liczb catkowitych (a,d) mozna wybraé na
42 sposoby, a pare (b, c¢) — na 46 sposobdéw, wiec uzyskujemy 42-46 tablic. Nalezy jeszcze odjaé
liczbe tablic, w ktérych wpisane liczby nie sg parami rézne. Rozwazmy dowolng taka tablice.
Skoro liczby 43 oraz 47 sa nieparzyste, to a # ¢ oraz b# d. Ponadto a+d# b+ ¢, co oznacza, ze
zachodzi doktadnie jedna sposréd rownosci a=b, a=c, d=0b, d=c. Dla kazdej z tych rownosci
mozna wskaza¢ doktadnie 42 tablice, w ktorych jest ona spelniona, co daje 4-42 tablice.

W drugim, analogicznym przypadku, gdy a+d =47 oraz b+ c =43, uzyskujemy ten sam
wynik. Ostatecznie stwierdzamy, ze tablic o szukanej wtasnosci jest doktadnie

2-(42-46—4-42) =3528.

2. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Oznaczmy przez D i E rzuty prostokatne odpowiednio
punktow B i C' na dwusieczng kata zewnetrznego BAC. Niech F' bedzie punktem przeciecia
prostych BE oraz C'D. Wykaz, ze proste AF i DFE sa prostopadte.

Szkic rozwigzania
Skoro YBAD = SCAE, to trojkaty prostokatne ABD i ACE
sg podobne i w konsekwencji

AD BD

AE  CE’
Ponadto proste BD i C'E sa réwnolegte, gdyz obie sa prostopadte
do prostej DE, wobec czego

BD FD

CE FC’

Laczac uzyskane réwnosci, dochodzimy do wniosku, ze prosta AF
jest réwnolegta do prostej C'E, a wiec prostopadta do prostej DFE,
co nalezato udowodnic.




3. Krzyzem nazwiemy figure ztozona z 6 kwadratéw jednostkowych przedstawiona ponize;j
(oraz dowolna figure powstala z niej przez obrot).

| [

Wyznacz najwieksza liczbe krzyzy, ktore mozna wyciaé¢ z kartki papieru o wymiarach 6 x 11
podzielonej na kwadraty jednostkowe (w taki sposob, aby kazdy krzyz skladal sie z szeSciu
takich kwadratéw).

Szkic rozwigzania

Pokryjmy brzegowe pola prostokata przy uzyciu 15 kostek domina, jak pokazano na rysunku
po lewej stronie. Zauwazmy, ze w kazdej takiej kostce moze znalezé sie co najwyzej jedno pole
nalezace do pewnego z wycinanych krzyzy. W konsekwencji tacznie krzyze moga zajmowac co
najwyzej 6-11—15=>51 pdl, co oznacza, ze krzyzy moze by¢ co najwyzej 8. Rysunek po prawej
stronie ilustruje sposdb wyciecia doktadnie osmiu krzyzy.

4. Wyznacz najmniejszg warto$é, ktérag przyjmuje wyrazenie
ot yt =2ty —ay’,
dla liczb dodatnich x i y speliajacych nieréwnos¢ z+y < 1.

Szkic rozwigzania
Zauwazmy, ze

2 2 1\ 1 1
vyt =2ty —ay? = (2 —y?) 2077 —ay(r+y) > (2 —y?) 42 (ﬂcy— ) —=>—c,
4 8 8
przy czym pierwsza nierownos¢ wynika bezposrednio z zatozenia r+y < 1, a druga — z faktu,
1

ze kwadraty liczb rzeczywistych sa nieujemne. Jezeli x =y = 35, to dane wyrazenie przyjmuje

wartoscé —%, jest to wiec szukana najmniejsza osiggana wartosc.

5. Dany jest siedmiokat foremny ABCDEFG. Proste AB i C'E przecinaja si¢ w punkcie P.
Wyznacz miare kata PDG.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez () punkt przeciecia odcinkéw DG i C'E.
Poniewaz dany siedmiokat jest foremny, wiec AB i C'G,
AC i1 DG, AG i C'E to pary prostych rownolegtych. Stad
wynika, ze czworokaty APCG i ACQG to réwnolegtoboki
i w konsekwencji CP=C@Q =AG=CD. To za$ oznacza, ze
trojkat DPQ jest prostokatny, skad <PDG =90°.
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