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Wstep

Internetowe Koétko OMJ bylo inicjatyws, majaca na celu utatwié
przygotowanie do Olimpiady Matematycznej Junioréw. W jej ra-
mach publikowalismy skrypty, ktore mialty przyblizy¢ pewne zagad-
nienia teoretyczne, a przede wszystkim nauczy¢ stosowac je w zada-
niach. ZorganizowaliSmy takze pie¢ konkurséw treningowych, kté-
re forma odpowiadaly zawodom 2 i 3 etapu olimpiady. Broszura
jest opracowana na podstawie materiatow publikowanych na stro-
nie Olimpiady na Facebooku.

Chcielibyémy bardzo serdecznie podziekowaé wszystkim, dzieki kto-
rym ta broszura mogta zosta¢ wydana. Dzickujemy dr. Waldemaro-
wi Pompe i dr. Arkadiuszowi Meclowi, przewodniczacym Komitetu
Gléwnego Olimpiady Matematycznej Juniorow, za mozliwo$¢ dzia-
tania pod szyldem Olimpiady oraz nieocenione rady. Dziekujemy
Panu Tomaszowi Szymczykowi za wsparcie przy procesie wydawa-
nia broszury i rady dotyczace sktadu tekstu.

Jagoda Bracha
Mateusz Gabzdyl
Pawetl Gadzinski
Stanistaw Hauke
Kosma Kasprzak
Two Pilecki-Silva
Michat Szwej
Tomasz Slusarczyk

Radostaw Zak



Jak korzystac¢ z broszury?

Przed Toba znajduje si¢ sporo materiatéw, z ktorych mozesz
dowiedzie¢ si¢ bardzo wielu rzeczy. Chcemy jednak udzieli¢ Ci
kilku rad, aby czas spedzony z ksigzka byt owocny.

Kazdy z rozdzialow zaczyna si¢ od wstepu i dwoch zadan przy-
ktadowych. Stuzg one temu, aby przyswoi¢ sobie nows dawke
teorii oraz nauczy¢ sie z niej korzystac¢. Nastepnie prezentu-
jemy zadania nawigzujace do teorii przedstawionej w danym
rozdziale. Zadania sg utozone wedtug ich trudnosci, przy czym
pierwsze z nich sg stosunkowo tatwe, a ostatnie moga by¢ spo-
rym wyzwaniem dla doswiadczonych olimpijczykow. Zazwy-
czaj kilka pierwszych probleméw wymaga jedynie zastosowa-
nia teorii ze wstepu, te zas o wyzszych numerach czesto ta-
czg w sobie kilka zagadnien. Zachecamy do pomyslenia nad
wszystkimi zadaniami, a w razie braku postepéw — do zoba-
czenia podpowiedzi lub przeczytania rozwigzania.

Najwazniejsza rzecza, ktorej mozesz sie nauczy¢ z lektury tej
ksigzki jest umiejetno$¢ myslenia matematycznego. Tej umie-
jetnosci nie mozna zdoby¢ czytajac rozwigzania czy wstepy
teoretyczne, cho¢ to tez jest wazne. Rozwija sie ja przez samo-
dzielne myslenie nad zadaniami, szczegdlnie nad tymi, ktére sg
dla nas trudne. Staraj si¢ probowaé réznych pomystow, anali-
zuj szczegdlne przypadki. Gdy rozwigzujesz zadanie z geome-
trii, pamietaj o czytelnym rysunku (najlepiej duzym). Prébuj
dodawa¢ do niego wlasne elementy, takie jak nowe punkty,
okregi, czy tez obiekty powstate przy symetrii lub obrocie.
By¢ moze przez dtuzszy czas nie bedziesz miatl pomyshu, jak
w ogdble zaczalé. Mozesz wtedy skorzystaé ze wskazowki, prze-
czyta¢ rozwigzanie lub odtozy¢ problem na pdzniej.

Zyczymy Ci mile spedzonego czasu i owocnej pracy!



Teoria 1 zadania



Trapezy réwnoramienne
i rownolegloboki

W konfiguracjach geometrycznych wazne jest rozpoznawanie szcze-
gélnych figur. Zaliczaja si¢ do nich trapezy rownoramienne i row-
nolegtoboki. Przypomnijmy ich najwazniejsze wtasnosci.

Réwnoleglobok

A B

Czworokat nazywamy réwnolegltobokiem, gdy obydwie pary jego
przeciwlegtych bokow sg rowne oraz rownolegle.

e Jedli dla czwérki punktow A, B,C, D odcinki AB i C'D sg rowne
i réwnolegle, to wtedy czworokat ABC'D jest réwnolegtobokiem.
To pociaga za soba wniosek, ze AD = BC oraz AD || BC.

e Niech M bedzie punktem przecigcia przekatnych AC' i BD czwo-
rokata wypuktego ABC'D. Wowczas czworokat ABC'D jest row-
nolegtobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy punkt M jest srodkiem
jego przekatnych, czyli gdy MA= MC i MB = MD.

Trapez réwnoramienny

Czworokat nazwiemy trapezem, jesli posiada pare bokéw rownole-
glych, nazywanych podstawami trapezu. Pozostate dwa boki nazy-
wamy ramionami trapezu. Mowimy, ze trapez jest réwnoramienny
w jednym z dwoch przypadkéw: albo jesli ma ramiona rownej diu-
gosci oraz nie jest réwnoleglobokiem, albo jesli jest prostokatem.



Niech AB oraz C'D beda podstawami trapezu réwnoramiennego
ABCD. Wéwezas (ponizsze fakty traktujemy jako ,znane”):

e katy wewnetrzne przy podstawach trapezu sa réwne, to znaczy

IBAD = 4ABC oraz <JADC =<BCD,

przekatne trapezu rownoramiennego sa réwnej dhugosci, czyli

AC = BD,

zachodza réwnosci katow

JBAC =<9ABD oraz <JCBD =<DAC

trapez ABC'D posiada 0§ symetrii, ktéra jest wspolng symetral-
na jego podstaw,

e na trapezie ABC'D mozna opisaé okrag.

Twierdzenie o linii Srodkowej

A B

Niech punkty M i N beda $rodkami odcinkow AC' i BC. Wéowczas
odcinki M N i AB sg réwnolegte oraz MN = %AB.
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Przyktad 1 (XIII OMJ, zawody I stopnia)

Wewnatrz réwnolegtoboku ABC' D lezy taki punkt P, ze PC' = BC.
Udowodnij, ze prosta BP jest prostopadta do prostej taczacej srodki
odcinkéw AP i CD.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez K, L, M srodki odpowiednio odcinkéw AP, CD,
BP. Woéwczas prosta C'M jest prostopadita do prostej BP jako
wysokos¢ trojkata rownoramiennego BC P opuszczona z wierzchot-
ka C. Aby rozwigza¢ zadanie, wystarczy wiec udowodnié, ze pro-
ste KL i C'M sg réwnolegte.

D

A

Skoro KM taczy $rodki dwoch bokéw AP i BP w trojkacie ABP,
to KM = %AB oraz proste KM i AB sa rownoleglte. Ponadto pro-
ste LC' 1 AB sg rownolegte oraz

1 1
LC = ECD = §AB.

Laczac powyzsze obserwacje, wnioskujemy, ze odcinki KM i LC
sa rownolegte oraz maja réwna diugosé. To oznacza, ze czworo-
kat KMCL jest réwnolegtobokiem. W szczegdlnosci proste KL
i C'M sa réwnolegle, co konczy rozwiagzanie zadania.

Uwaga

Powyzsze rozwiazanie pochodzi z oficjalnych materiatéw Komite-
tu Glownego OMJ dostepnych na stronie Olimpiady w zaktad-
ce https://omj.edu.pl/zadania, gdzie przedstawione sa rowniez
dwa inne sposoby uzasadnienia tezy oraz odsytacze do dwoch arty-
kutéow w Gazetce OMJ Kwadrat. Zachecamy do lektury!

11
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Przyktad 2 (XIV OMJ, zawody III stopnia)
Dany jest trapez ABC'D o podstawach ABi1CD, w ktorym AC' = BC.
Punkt M jest érodkiem ramienia AD. Wykaz, ze YACM = <SCBD.

Rozwigzanie

Wiadomo, ze punkt M jest érodkiem odcinka AD. Sprébujemy
skonstruowaé taki réwnolegtobok, aby M byl punktem wspélnym
jego przekatnych. Oznaczmy taki punkt F na prostej AB — przy
czym punkt A nalezy do odcinka EB — aby zachodzita rownosé
EA=CD. Woéwczas odcinki FA i C'D sg réwne i réwnolegte, a wiec
czworokat FAC'D jest réwnolegtobokiem. Stad przekatna C'E prze-
chodzi przez srodek odcinka AD, czyli przez punkt M.

D C

E A B

Ponadto ED = AC' = BC', skad wniosek, ze trapez EBCD jest
rownoramienny. Zauwazmy, ze z jednej z wlasnosci trapezu réwno-
ramiennego, podanej na poczatku, mamy

JCBD = 4DEC.

Skoro czworokat FACD jest rownolegtobokiem, to odcinki AC
i ED sa rownolegte, skad wiadomo, ze

IDEC = JSACM.
Laczac dwie powyzsze réwnosci, otrzymujemy teze.
Uwaga
Gdy w zadaniu pojawia si¢ $rodek odcinka, to dorysowanie takiego

rownolegtoboku, aby ten punkt byt przecieciem jego przekatnych,
bardzo czesto przybliza nas do rozwigzania.
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Zadania

1. Niech M bedzie punktem przeciecia przekatnych AC'i BD czwo-
rokata wypuktego ABC'D. Wykaz, ze czworokat ABCD jest row-
nolegtobokiem wtedy i tylko wtedy, gdy MA= MC i MB = MD.

2. Dany jest czworokat wypukly ABC'D wpisany w okrag. Udowod-
nij, ze jesli AD = BC, to ABC'D jest trapezem réwnoramiennym.
3. Dany jest trapez ABCD, w ktérym odcinki AB i C'D sa pod-
stawami. Wiadomo, ze

AD=BC =1, AB=4 oraz JABC =60°.
Wyznacz wszystkie mozliwe dtugosci odcinka C'D.

4. Dany jest trojkat ABC. Punkty K, L, M leza odpowiednio na
bokach AB, BC' i C'A. Wiadomo, ze nastepujace pary prostych
sa rownolegte: KL oraz AC, LM oraz AB, a takze KM i BC.
Udowodnij, ze punkt K jest srodkiem boku AB.

5. Dany jest trojkat ABC. Punkt M jest srodkiem boku BC.
Wykaz, ze AB+ AC' > 2AM.

6. Dany jest trapez ABCD, ktérego boki maja dhugosci: AB =4,
BC = DA = /2 oraz CD = 2. Wyznacz pole tego trapezu.

7. Dany jest czworokat ABCD. Niech punkty K, L, M i N beda
srodkami odpowiednio bokéw AB, BC, C'D i DA. Udowodnij, ze
prosta K M przechodzi przez srodek odcinka LN.

8. (XTI OMG, zawody II stopnia)

Dany jest réwnolegtobok ABCD. Na bokach AB i AD leza od-
powiednio takie punkty X i Y, rézne od A, ze AD = DX oraz
AB = BY. Udowodnij, ze CX =CY.

9. (XIV OMJ, zawody I stopnia)

Dany jest réwnolegtobok ABC'D. Na przekatnej BD wybrano ta-
ki punkt P, Ze spetniona jest réwnos¢ AP = BD. Punkt @) jest
érodkiem odcinka C'P. Wykaz, ze $BQD = 90°.

10. Dany jest szesciokat wypuklty ABCDEF, ktorego przeciwlegte
boki sa réwne i rownolegte. Wykaz, ze pole szesciokata ABCDFEF
jest dwukrotnie wieksze od pola trojkata ACE.
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Przeksztalcenia
algebraiczne

Przy rozwigzywaniu ponizszych zadan przydatna bedzie znajomosé
zaleznosci algebraicznych, zwanych wzorami skroconego mnozenia:

(a+0b)% = a® + 2ab+ b?,
(a—b)% =a®—2ab+b?,
(a+b)(a—0b) =a® b2

Nie sg to jednak wzory, ktére maja na celu jedynie przyspieszenie
wymnazania dwoch nawiasow. Wazniejsza jest umiejetnosé ,,zwija-
nia”, czyli przeksztatcania juz wymnozonych wyrazen w iloczyn.

Przyktad 1 (XIII OMJ, zawody I stopnia)
Dane sa liczby dodatnie a, b, ktore spetniajg rownosci

1 1
a+-=5 oraz b+-=7".
b a

Wyznacz wartos¢ wyrazenia ab+ ﬁ.

Rozwigzanie
Mozemy zauwazy¢, ze wyrazenie ab - % przypomina iloczyn dwéch
danych réwnosci.
D-7= (a+1) (b—i-l) :alH—a-l—i—b-l—Fi :ab—i-i—l—Z,
b a a b ab ab
a wiec

1
ab+ — =35—2=233.
ab

Odpowiedz. Szukana warto$¢ wynosi 33.

14



Przyktad 2 (XII OMJ, zawody III stopnia)
Liczby rzeczywiste a, b i ¢ sa rézne od zera i spetniajg uktad réwnan:

a?+a =0
V+b=c?
4 c=a’

Udowodnij, ze (a—b)(b—c)(c—a) = 1.

Rozwiagzanie

Zauwazmy, ze a2, b i ¢® wystepuja zaréwno po lewych, jak i pra-
wych stronach danych réwnosci. Zatem, gdy dodamy te trzy nie-
rownosci stronami, to niektére wyrazenia si¢ skréca. Mamy

(a>+a)+ (B +b)+ (P +c)=a> + 0+,
czyli po redukcji wyrazen po obydwu stronach uzyskujemy
a+b+c=0.

Otrzymalismy ciekawg rownos¢, jednak nie wystarcza ona do roz-
wigzania zadania. Musimy nieco przeksztatci¢ kazde z poczatko-
wych réwnan. Na mocy pierwszej zaleznosci dostajemy

a=b"—a’>=(b—a)(b+a)=(b—a)-(—c) =c(a—0),
przy czym przedostatnia réwnosé¢ wynika z tego, ze a+b+c=0.
Rozumujac analogicznie dla drugiego i trzeciego réwnania, mamy:
b=a(b—rc),
c=b(c—a).
Wymnazajac trzy otrzymane rownania, dostajemy
abc = abe(a—0b)(b—c)(c—a).

Dzielimy obie strony przez abc. Mozemy to zrobi¢, gdyz z zalozenia
liczby a, b i ¢ sa rozne od zera. W rezultacie otrzymujemy

I1=(a=b)(b—c)(c—a),

czego nalezato dowiesc.

15



Zadania

1. Dane sg liczby rzeczywiste x oraz y, ktére spetniaja rownosci
r+y=11 oraz zy=71.
Wyznacz wartoéé wyrazenia a2 + y2.

2. (XIII OMJ, zawody I stopnia)
Liczby a, b, ¢ spetniaja zaleznosci

3a+4b=4c i 4a—3b=3c.
Wykaz, ze a® +b% = 2.
3. Dane sg takie niezerowe liczby rzeczywiste a, b, ze a+b # 0 oraz
spelniona jest rownosé

111
a_5+a+b'
Udowodnij, ze
111
2R ab

4. Dane sg niezerowe liczby rzeczywiste a, b i ¢, dla ktorych zacho-
dza réwnosci

—a+b+ec _ a—b-+c _ a+b—c

a b c
Wyznacz wszystkie wartosci, jakie moze przyja¢ wyrazenie
(a+b)(b+c)(c+a)
abe '

5. (X OMG, zawody II stopnia)
Dane sa dodatnie liczby a,b, c,d speliajace warunki

at+c=b+d i ab=cd.
Wykaz, ze a=d i b=c.
6. Dane sa takie liczby rzeczywiste a,b,c,d, ze
2a—5b+2c—5d=4 i 3a-+4b+3c+4d=6.
Zmajdz wszystkie wartosci, jakie moze przyjmowaé¢ wyrazenie

ab—+ bc + cd + da.

16



7. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spehiajg réwnosé
a b c

=1.
b+c+c—i—a+a—|—b

Wykaz, ze
a? n b2 n 2 —0
b+c c+a a+b

8. Dane sg parami rozne niezerowe liczby rzeczywiste a, b, ¢ spel-

niajace zaleznosé¢
1 1 1
a+—-=b+-=c+-.
b c a
Udowodnij, ze |abc| = 1.
9. Udowodnij, ze zachodzi réwnos¢:

111 199

12237307 To9. 100~ 100

10. Dane sa liczby rzeczywiste a, b i ¢ spelniajace rownosci

a2+ +E+abce=5 i at+b+c=3.

Wykaz, Zze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest rowna 2.

17



Zasada szufladkowa
Dirichleta

,Co najmniej dwéch mieszkancow Warszawy ma doktadnie tyle sa-
mo wloséw na glowie.” Skad to wiadomo? Liczba ludzi zyjacych
w Warszawie przekracza milion, natomiast na gtowie kazdego czto-
wieka znajduje sie nie wiecej niz 500 tysiecy wtoséw. Pewnych
dwoch mieszkancéw musi mie¢ zatem doktadnie tyle samo wloséw.

Zasada szufladkowa Dirichleta
Jesli rozmiescimy n skarpetek w n — 1 szufladkach, to do pewnej
szufladki trafia przynajmniej dwie skarpetki.

Uogé6lniona zasada szufladkowa Dirichleta
Jesli rozmiescimy n skarpetek w k szufladkach, to do pewnej szu-
fladki trafi przynajmniej [%W skarpetek.

Uwaga
Symbol [z ] oznacza najmniejsza liczbe catkowita nie mniejsza od licz-
by z. Na przyktad [1] =1, [%W =2, [\/a =3 czy [m] =4.

Przyktad 1
Udowodnij, ze dla dowolnych trzech liczb naturalnych a, b i ¢ liczba
(a—b)(b—rc)(c—a) jest parzysta.

Rozwigzanie

Stworzmy dwie szufladki — w jednej znajda sie liczby parzyste,
a w drugiej liczby nieparzyste. Skarpetkami zostang liczby a, b1 c.
Skoro sa dwie szufladki, to pewne dwie liczby znajduja sie w tej
samej szufladce, czyli sa tej samej parzystosci. Réznica tych liczb
oczywiscie jest liczbag parzysta, zatem przynajmniej jedna z liczb

a—b, b—c, c—a
musi by¢ parzysta. Stad liczba (a—b)(b—c)(c—a) jako wielokrot-

nos¢ liczby parzystej tez jest parzysta.

18



Przyktad 2
W kwadracie o boku 4 umieszczono 17 punktow. Wykaz, ze pewne
dwa z tych punktéw sa odlegle o nie wiecej niz v/2.

Rozwigzanie

Podzielmy wyjsciowy kwadrat na 16 jednostkowych kwadratéw.
Poniewaz jest 17 punktow, a jednostkowych kwadratow tylko 16,
to w przynajmniej jednym jednostkowym kwadracie sa przynaj-
mniej dwa punkty. Poniewaz przekatna jednostkowego kwadratu
na mocy twierdzenia Pitagorasa ma dhugosé¢ v12 4 12 = /2, to od-
leglogé tych dwdch punktéw nie moze by¢ wicksza niz wlasgnie /2.

Zadania

1. Wykaz, ze mozna sposréd 13 oséb wybrac takie dwie, ktére maja
urodziny w tym samym miesiacu. Wykaz, ze mozna sposrdd 64 osob
wybraé takie trzy, ktore maja urodziny tego samego dnia miesigca.
2. W szufladzie znajduje sie po 10 skarpetek czerwonych, zielonych
i niebieskich. Ile przynajmniej skarpetek musimy (losowo) wyjaé
z szuflady, by mie¢ pewno$¢, ze pewne dwie sg tego samego koloru?
3. Wybrano dziewieé¢ réznych liczb ze zbioru {1,2,...,16}. Wykaz,
ze suma pewnych dwéch wybranych liczb réwna jest 17.

4. Kazdy uczen klasy otrzymat dwie niekoniecznie rézne oceny z za-
kresu {1,2,3,4,5,6}. Wiedzac, ze klasa ma 34 uczniéw udowodnij,
ze mozna wybraé czterech uczniéw o takiej samej sredniej ocen.

5. W prostokacie o wymiarach 3 X 4 umieszczono 7 punktéw.
Wykaz, ze pewne dwa z tych 7 punktéow sa odlegle o nie wiecej

niz /5.

19



6. Kazdy punkt ptaszczyzny pokolorowano na jeden z dwéch kolo-
row. Udowodnij, ze istnieje na tej ptaszczyznie odcinek o dtugosci 1,
majacy konce tego samego koloru.

7. (XIII OMJ, zawody III stopnia)
Niech n bedzie dodatnig liczba catkowita. Kazda z liczb

1,2,3,...,1000

pomalowano jednym z n koloréw. Okazalo sie, ze kazde dwie liczby,
z ktorych jedna jest dzielnikiem drugiej sa pomalowane réznymi
kolorami. Wyznacz najmniejsza liczbe n, dla ktérej taka sytuacja
jest mozliwa.

8. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje jej niezerowa
wielokrotno$é¢, ktorej zapis w systemie dziesietnym sktada sie jedy-
nie z cyfr 01 9.

9. Dane sg 82 liczby naturalne. Wykaz, ze mozna sposréd nich wy-
bra¢ 10 takich liczb, ktore spetniaja jeden z dwoch warunkdw:

 réznica kazdych dwoéch z tych liczb jest podzielna przez 10,
 réznica kazdych dwéch z tych liczb nie jest podzielna przez 10.

10. (V OMG, zawody III stopnia)
Dane sa dodatnie liczby rzeczywiste a1, ag, as, a4 i a5. Wykaz,
ze sposrod tych liczb mozna wybra¢ takie dwie liczby a;, a;, dla
ktorych

1 1 1

0< — < -.
1+a; 1+aj 4
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Przystawanie tréjkatow

Przystawanie figur jest jednym z najbardziej podstawowych tema-
tow w geometrii. Mimo swojej prostoty jest ono wyjatkowo uzytecz-
ne. Gdy warunkiem lub tezg jest réwnosé odcinkow, warto poszukaé
na rysunku tréjkatow przystajacych o bokach w tych odcinkach.
Czesto, w nieco trudniejszych zadaniach, kluczowe jest dorysowa-
nie obiektow w taki sposéb, zeby pojawity sie tréjkaty przystajace.

C c’

Trojkaty przystajace
Méwimy, ze trojkaty ABC i A’B'C" sg przystajace wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzg jednocze$nie nastepujace warunki:
AB=A'B', BC=B'C', CA=CA
oraz
JABC =4A'B'C’,
JBCA=<9BC'A,
JCAB =<4C'A'B’,
co oznaczamy NABC = NA'B'C’.

Aby uzasadnié, ze pewne dwa tréjkaty sa przystajace, nie trzeba
sprawdza¢ wszystkich szeSciu wymienionych wyzej rownosci.
Wystarczy stwierdzié, ze maja miejsce pewne konkretne trzy z nich.
Takie tréjki warunkow nazywamy cechami przystawania tréjkatow.
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Cechy przystawania trojkatow
Trojkaty ABC oraz A’B'C’' sy przystajace, jedli zachodzi dowolny
z wymienionych nizej zestawoéw trzech warunkow.

e Cecha bok-bok-bok
AB=A'B", BC=BC i CA=C"A

C c’
A B Al B

e Cecha bok-kat-bok
AB=A'B', 4YABC=<3A'B'C’ i BC=B'C'

C c’
A B A’ B

e Cecha kat—bok—kat
JOAB =<9C'A'B', AC=A'C" i $BCA=9B'C'A

C c’
A B A/ B/

Rozwiazujac zadania z geometrii warto jest zaznacza¢ tym samym

!/

!/

Uwaga

kolorem odcinki tej samej dtugosci lub katy tej samej miary. Moze
to pomoc zidentyfikowaé¢ ewentualne pary trojkatéw przystajacych.

22



Przyktad 1

Na bokach AB i BC prostokata ABC'D zbudowano, po jego we-
wnetrznej stronie, trojkaty réwnoboczne ABE i BC'F. Udowodnij,
ze tréjkat DEF jest rownoboczny.

Rozwigzanie

Na rysunku nie brakuje par réwnych odcinkéw i katow. Teze zada-
nia mozna sformutowaé jako DE = EF = F'D, wiec naturalne jest
szukanie trojkatow przystajacych. Rozwazmy tréjkaty: DAE, FBE
i FCD. Zauwazmy, ze skoro trojkat ABE jest rownoboczny oraz
czworokat ABC'D jest prostokatem, to zachodzg rownosci

CD=BE=AE=AB.

Pierwsze dwie rownosci dotycza bokéw wskazanych tréjkatow. Pro-
wadzac analogiczne rozumowanie dla trojkata BC'EF dostajemy

AD =BF =CF = BC.

Aby wykazaé postulowane przystawania tréjkatéw zauwazmy, ze
IDAE = 4DAB—4EAB = 90° — 60° = 30°,
JFBE = SABE + 4FBC — $ABC = 60° + 60° — 90° = 30°,
JFCD = <4BCD —<BCF = 90°—60° = 30°.

Skoro AF = BE = CD, to na mocy trzykrotnie uzytej cechy bok—

kat—-bok stwierdzamy, ze ADAE = AFBE=AFCD, i w konse-
kwencji DE = EFF = FD. Stad tréjkat DEF jest rownoboczny.
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Przyktad 2 (I OMG, zawody II stopnia)
Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, ze $ACB = 45°. Wysokosci
trojkata ABC przecinaja sie w punkcie H. Wykaz, ze CH = AB.

Rozwigzanie

Wprowadzimy do rozwiazania nowy punkt — spodek wysokosci BH
opuszczonej na bok AC tréjkata ABC', ktory to punkt oznaczamy
przez B'.

Zauwazamy, ze
JIB'CH =90°— 4$BAC = <B'BA.
Skoro 4B'CB = 45° i 4CB'B = 90°, to
JCBB' = 45°.

Stad tréjkat BB'C jest réwnoramienny, czyli B'C' = B'B.

Laczac zaleznosci
IB'CH=<9B'BA, B'C=B'B i JCB'H=<BB'A=90°,

wnioskujemy, na mocy cechy kat-bok-kat, ze tréjkaty CB'H i BB'A
sa przystajace. W konsekwencji dostajemy CH = AB.
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Zadania

1. Zatézmy, ze zachodza réwnosci:

AB=A'B'’, BC=B'C' i 4BCA=<B'C'A.
Czy wynika z tego, ze trojkaty ABC i A’ B'C’ sg przystajace?
Uwaga

Zauwaz, ze dane rownosci sg nieco inne niz te podane we wstepie
jako warunek na przystawanie trojkatéw. Mianowicie rowny kat nie
znajduje si¢ miedzy réwnymi odcinkami.

2. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym katy przy wierzchotkach A1 B
sg ostre. Punkty D, S i H okreslone sa odpowiednio jako: spodek
dwusiecznej, spodek srodkowej i spodek wysokosci opuszczonych
z wierzchotka C na podstawe AB. Udowodnij, ze jesli D = H lub
H=S5,1lub S = D, to trojkat ABC' jest rownoramienny.

3. Dany jest tréjkat ABC oraz takie punkty X, Y znajdujace sie
odpowiednio na bokach AC' i BC, ze zachodzi réwnos¢ AX = BY'.
Niech P bedzie punktem przeciecia symetralnych odcinkow AB
i XY. Wykaz, ze SCAP = SCBP.

4. Dany jest czworokat wypuklty ABCD, spetniajacy warunek
IDAB = 4ABC'. Symetralne odcinkéw AD i BC przecinaja sie
w punkcie M, lezacym na odcinku AB. Udowodnij, ze AC'= BD.

5. W tréjkacie ABC zachodzi réwnosé AC'= BC. Punkty X, Y leza
odpowiednio na bokach AC'i BC, przy czym AX = CY. Oznaczmy
przez P i () rzuty prostokatne punktéw X oraz Y na odcinek AB.
Udowodnij, ze PQ) = %AB.

6. (XI OMG, zawody I stopnia)
Wewnatrz kwadratu ABC'D wybrano taki punkt P, ze

AP = AB oraz <JCPD = 90°.
Wykaz, ze DP =2-CP.
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7. W ostrostup SABCD, ktérego podstawg jest czworokat wypu-
kty ABC D, mozna wpisaé sfere. Udowodnij, ze

JASB+<CSD =<BSC +4DSA.

8. Dany jest czworokat wypukly ABC D, ktory nie jest trapezem.
Symetralne odcinkéw AB i C'D przecinaja si¢ w punkcie K, za$
symetralne odcinkéw AD i BC' przecinaja sie w punkcie L, przy
czym punkty K i L leza wewnatrz czworokata ABC'D. Udowodnij,
ze jezeli YAKB = SCKD, to

JALD = <BLC.

9. (XIII OMJ, zawody III stopnia)

Punkt M jest érodkiem boku AB trojkata rownobocznego ABC.
Punkty D i E leza odpowiednio na odcinkach AC'i BC, przy czym
zachodzi warunek 4 DM E = 60°. Udowodnij, ze

1
AD+BE:DE+§AB.

10. (V CPSJ)

Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC < BC.
Na odcinkach AC' i BC wybrano odpowiednio takie punkty K i L,
ze AB = CK = CL. Symetralne odcinkéw AK i BL przecinaja
prosta AB odpowiednio w punktach P i ). Odcinki K P i LQ) prze-
cinaja sie w punkcie M. Wykaz, ze

AK+ KM =BL+LM.
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Podzielnosci

Podzielnosci sa punktem wyjscia zagadnien poruszanych w teorii
liczb. Jest to uniwersalne narzedzie przydatne w rozwigzywaniu ta-
kich problemoéw, jak choé¢by réwnania w liczbach catkowitych.
Definicja

Dane sg liczby catkowite n i d. Powiemy, ze liczba d dzieli n, jesli
istnieje taka liczba catkowita k, ze n = kd. Taka podzielnos¢ ozna-
czamy d ‘ n.

Jezeli d ‘ n, to méwimy, ze d dzieli n, d jest dzielnikiem n, n jest
wielokrotno$cig d lub n jest podzielna przez d.

Z tej definicji wynika, ze liczba 0 jest podzielna przez kazda liczbe
catkowitg. Przypomnijmy, ze 0 nie zaliczamy do liczb ztozonych.

Ponizej przedstawiamy podstawowe wlasnosci podzielnosci, ktore
zachodza dla dowolnych liczb catkowitych.

Wlasnosci
1. Jedli d|a, to d\a—kd.

2. Jesli d|a oraz d

b, to d‘a—i—b oraz d2’ab.

3. Jesli k|a oraz [|b, to kl’ab.

4. Jesli ak‘bk oraz k # 0, to wowczas a‘b.

5. Jesli a|b oraz b|c, to a’c.

6. Jesli p|ab dla pewnej liczby pierwszej p, to p‘a lub p‘b.

7. Jesli a|b oraz b#0, to |a| < b].
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Przyktad 1
Znajdz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, ze

n—|—2’3n—|—21.

Rozwigzanie
Na mocy wtasnosci 1, skoro n + 2 ‘ 3n 4+ 21, to prawdziwa jest réw-
niez podzielno$¢

n+2|(3n+21) = 3(n+2) = 3n+21—3n—6=15.

Pozostato nam znalez¢ takie liczby n, dla ktorych n 42 jest dziel-
nikiem liczby 15. Poniewaz n+ 2 > 2, to n+ 2 jest jedna z liczb
3,5,15 i w konsekwencji liczba n réwna jest 1,3 lub 13.

Przyktad 2 (XI OMG, zawody III stopnia)

Dane sa takie dodatnie liczby catkowite m i n, ze liczba m + n?
jest podzielna przez m + n. Wykaz, ze liczba m +n? jest podzielna
przez m+n.

Rozwigzanie

Warto przeksztatci¢ warunek i teze zadania w taki sposéb, aby
wyeliminowa¢ liczbe m z prawych stron podzielnosci. Korzystajac
z whasnosci 1, liczba m +n? jest podzielna przez m +n wtedy i tylko
wtedy, gdy

m+n’ (m+n?)—(m+4n) =n®—n,
a liczba m +n? jest podzielna przez m+n wtedy i tylko wtedy, gdy
m—I—n’ (m+n3) —(m+n) =n>—n.
Otrzymane wyrazenia mozemy roztozy¢ na czynniki:
n*—n=nn-1) i n*—n=nn*-1)=nn-1)(n+1).
Zatem (n?—n)-(n+1) =n3—n, skad ptynie wniosek, ze

TLQ—TL‘TL?)—TL.
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Poniewaz zachodza podzielnosci
m—l—n‘nz—n i n? —n‘n?’—n,

to na podstawie wtasnosci 4, mamy réwniez m+n ‘ n® —n. Lecz na
poczatku rozwigzania doszliSmy do wniosku, ze otrzymany warunek
jest réwnowazny temu, ze m —+n ‘ m+n3, czego nalezato dowiesé.

Zadania

1. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi po-
dzielnosé 6 ‘ n(n+1)(2n+1).
2. Znajdz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite a, b, ze liczba
a+b jest podzielna przez ab.

3. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n zachodzi po-

dzielnosé 4 ‘ n* —n2,

4. 7Znajdz wszystkie takie liczby catkowite n, ze n+1|n?+ 1.

5. Znajdz wszystkie liczby postaci abcab podzielne przez 11, gdzie
a, b, ¢ to cyfry i a # 0.

Uwaga

Przez T3z oznaczamy liczbe o cyfrach x, y i z w zapisie dziesietnym.

6. (VII OMG, zawody II stopnia)

Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych a,b, ktorych
iloczyn ab jest podzielny przez 175, a suma a + b jest réwna 175.
7. Dane sg dodatnie liczby catkowite a i b. Wiadomo, ze dla dowol-
nej dodatniej liczby catkowitej k zachodzi podzielno$¢ a+ k|b+ k.
Wykaz, ze a = b.

8. (XII OMJ, zawody I stopnia)

Dane sg takie dodatnie liczby catkowite a i b, Ze liczba a + b+ 1 jest
dzielnikiem pierwszym liczby 4ab— 1. Udowodnij, ze a = b.

9. Wykaz, ze nie istnieja takie dodatnie liczby catkowite m, n oraz k,
7e zachodzi réwnoéé (2m +n)(3m +2n) = 2~

10. Znajdz wszystkie takie pary dodatnich liczb catkowitych (a,b),
ze zachodzi podzielno$é¢ ab ’ a® +b.
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6 Grafy

Podstawowe pojecia

Graf opisuje zbior obiektéw, pomiedzy ktorymi sa pewnego typu
potaczenia. Nie interesuje nas doktadnie, gdzie jak potozone sa te
obiekty, jakie sa miedzy nimi odlegtosci albo czy taczace je odcinki
sie przecinaja. Interesuje nas to, ktore pary obiektéw sa potaczone
i jak opisa¢ uktad tych polaczen.

W teorii graféw owe ,,obiekty” nazywamy wierzcholkami, a ,,pota-
czenia” miedzy nimi — krawedziami. Wierzchotki, ktore taczy kra-
wedz nazywamy jej konicami. Przez stopien wierzcholka rozumiemy
liczbe krawedzi o koncu w danym wierzchotku. Sciezkqg nazywamy
ciag krawedzi, z ktérych kazde dwie kolejne majg wspélny koniec.

Grafy sa przydatne w zadaniach, w ktérych mowa jest o punktach
potaczonych odcinkami, wierzchotkach potaczonych krawedziami,
gosciach na przyjeciu, sposréd ktorych niektorzy sie znaja, czy tez
turnieju, gdzie zawodnicy rozgrywaja mecze.

Lemat o usciskach dtoni
Suma stopni wszystkich wierzchotkéw grafu jest rowna podwojonej
liczbie jego krawedzi.

Dowéd

Zauwazmy, ze usuwajac dowolng krawedz, zmniejszamy stopien kaz-
dego z jej wierzchotkéw o 1. Wobec tego usuniecie jednej krawedzi
zmniejsza sume wszystkich stopni o doktadnie 2. Usuwajac wiec
wszystkie krawedzie zmniejszymy sume stopni o dwukrotnosé licz-
by krawedzi. Pozostaje tylko zauwazy¢, ze wowczas stopien kazdego
wierzchotka bedzie rowny 0, a wiec ich suma tez bedzie rowna 0.
Stad poczatkowa suma stopni musiata by¢ dwukrotnoscia liczby
wszystkich krawedzi.
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W alternatywnej wersji to twierdzenie moéwi o przyjeciu, na kté-
rym niektorzy goscie uscisneli sobie dtonie. Wéwcezas mozemy po-
wiedzie¢, ze gdyby kazda osoba policzyla, ile oso6b podato jej reke,
to suma otrzymanych liczb bytaby podwojona liczba wszystkich
usciskow. W szczegélnosci ta liczba bytaby parzysta.

Uwaga
W zadaniach o znajomosciach, przyjazniach itp. zaktadamy, ze jesli
osoba A zna osobe B, to osoba B z osobg A réwniez.

Przyktad 1
Rozstrzygnij, czy istnieje graf o siedmiu wierzchotkach, w ktérym
kazdy wierzchotek ma stopien 5.

Rozwigzanie
Wykazemy, ze nie jest to mozliwe. Zalézmy nie wprost, ze istnieje
graf opisany w tresci zadania.

Niech K bedzie liczbg krawedzi w tym grafie. Poniewaz jest siedem
wierzchotkéw, a w kazdym schodzi si¢ doktadnie pie¢ krawedzi, to
na mocy lematu o uéciskach dtoni wnioskujemy, ze 5-7= 2K, co jest
niemozliwe, gdyz 35 jest liczba nieparzysta. Uzyskana sprzecznosé
dowodzi, ze graf spetniajacy warunki zadania nie istnieje.

Przyktad 2 (V OMG, zawody II stopnia)

Na przyjeciu spotkato sie sze$¢ oséb. Okazato sie, ze kazda z nich ma
wsréd pozostalych doktadnie trzech znajomych. Wykaz, ze pewne
cztery z tych os6b moga usigsé przy okraglym stole w taki sposob,
aby kazda z nich siedziata pomiedzy swoimi dwoma znajomymi.
Rozwigzanie

Niech A bedzie pewnym uczestnikiem przyje-
cia, a B,C,D jego trzema znajomymi. £ i F'
to pozostali goscie, ktérzy nie znaja A. Wobec
tego, jesli osoby E i F' sie znaja, to F' musi
znaé dwie osoby sposéréd B,C', D; natomiast

jesli E i F si¢ nie znaja, to F' zna wszystkie
osoby sposréd B,C, D.
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Bez straty ogélnosci mozemy wiec przyjac, ze
znajomymi F'sa B i C. Jezeli A, B, F,C usia-
da wokoét okraglego stotu w tej wlasnie kolej-
nosci, to kazda z nich bedzie siedziata miedzy

swoimi dwoma znajomymi.

Zadania

1. Wykaz, ze w kazdym grafie liczba wierzchotkéw o stopniach nie-
parzystych jest parzysta.

2. Na przyjeciu spotkato sie 19 oséb. Kazda z tych os6b ma wsréd
pozostatych co najmniej 10 znajomych. Udowodnij, ze mozna wska-
za¢ taka trojke oséb, wsrdd ktorych kazde dwie sie znaja.

3. Wykaz, ze kazdy wieloscian wypukly ma parzysta liczbe Scian
majacych nieparzysta liczbe bokdow.

4. W pewnej grupie 200 osob, niektérzy sie znaja, a niektorzy sie
nie znaja. Rozstrzygnij, czy jest mozliwe, aby kazda z tych osob
znata doktadnie 7 0s6b sposréd pozostatych.

5. Wykaz, ze wsréd szeSciu osob na przyjeciu istnieje tréjka, w kto-
rej wszyscy sie znaja lub trojka, w ktorej wszyscy sie nie znaja.

6. (IV OMG, zawody II stopnia)

W turnieju tenisa stotowego wzieto udzial 50 zawodnikéw. Kazdy
zawodnik rozegral jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem, nie
byto remisow. Czy mozliwe jest, aby kazdy z uczestnikow wygrat
te samg liczbe meczow? Odpowiedz uzasadnij.

7. W pewnym kraju znajduje sie 101 miast, przy czym na potnocy
znajduje si¢ 50, a na potudniu — 51 miast. Kazde z miast na potu-
dniu jest potaczone z kazdym miastem na pétnocy dwukierunkowsq,
droga. Wiadomo tez, ze zadne dwa miasta na potudniu, ani zad-
ne dwa miasta na poétnocy nie sg potaczone droga. Zakladamy, ze
drogi sg jedynym sposobem, aby przemiesci¢ si¢ miedzy miastami.
Rozstrzygnij, czy mozna tak odby¢ podréz drogami tego kraju, aby
kazda droga przejecha¢ doktadnie raz.
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8. (I OMG, zawody III stopnia)

W przestrzeni danych jest takich n punktéw (n > 4), ze zadne cztery
nie leza na jednej ptaszczyznie. Kazde dwa z tych punktéw potaczo-
no odcinkiem niebieskim lub czerwonym. Udowodnij, ze mozna tak
wybraé jeden z tych kolorow, aby kazde dwa punkty byty potaczone
odcinkiem lub tamana wybranego koloru.

9. Dany jest graf, w ktorym kazdy wierzchotek ma stopien co naj-
wyzej 20. Udowodnij, ze mozna podpisa¢ wierzchotki liczbami od 1
do 21, aby zadne dwa sasiednie wierzchotki nie byty podpisane tg
samg liczba.

10. Zbiér 2n+ 1 os6b, dla pewnej liczby catkowitej n > 1, spetnia
nastepujacy warunek: dla kazdej grupy n z tych osoéb, ktos sposroéd
pozostatych n+ 1 0s6b zna je wszystkie. Wykaz, ze istnieje osoba,
ktora zna wszystkie pozostate.
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Pola

Wtasnosci pél figur sa bardzo pomocne cho¢by wtedy, gdy dane sg
w zadaniu zaleznosci miedzy dtugos$ciami pewnych odcinkéw. Poni-
zej przedstawiamy kilka kluczowych faktéw zwiazanych z polami.

Uwaga
Pole figury F bedziemy oznaczaé poprzez [F].

Twierdzenie 1

W czworokacie wypukltym ABCD boki AB i CD sa réwnolegte
wtedy i tylko wtedy, gdy [ABC| = [ABD)].

D C

Dowdéd
Oznaczmy wysokosci tréjkatéw ABC' i AB D opuszczone na bok AB
odpowiednio jako h. i hgy. Wiemy, ze zachodza réwnosci

[ABC] = ;AB e,

[ABD] = JAB Iy

Stad réwnosé¢ [ABC| = [ABD] jest réwnowazna réwnosci h. = hy.
Z kolei rownos¢ h. = hg zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy odle-
glodci punktow C' i D od prostej AB sg réwne, co w polaczeniu
z zalozeniem, ze czworokat ABC'D jest wypukty, jest rownowazne
temu, ze proste AB i C'D sa réwnolegte.
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Twierdzenie 2
Jesli rézne punkty A, B, C' lezg w dowolnej kolejnosci na prostej k,
a punkt X lezy poza tg prosta, to prawdziwa jest nastepujaca za-
leznos¢:

[ACX] AC

[BCX]  BC’

Dowaéd

Zauwazmy, ze trojkaty AC X i BC'X maja wspo6lng wysokosé opusz-
czong z wierzchotka X. Oznaczmy jej dtugosé jako h. Wéowcezas za-
chodzi réwnosé

[ACX]

[BCX]

LAC-h AC
.BC-h BC’

NI Do) —

Przyklad 1
Dany jest czworokat wypukly ABC D, ktérego przekatne przecinaja
sie w punkcie £. Wiadomo, ze zachodza réwnosci:

[ABE| =3, [BCE]=2 i [CDE]=6,
Oblicz pole tréjkata DAE.

Rozwigzanie

Zauwazamy, ze trojkaty EDC i EBC maja wspolng wysoko$¢ opusz-
czona na prosta BD. Rozpatrzmy stosunek pdl tych tréjkatéw i sko-
rzystajmy z Twierdzenia 2. Otrzymujemy wowczas réwnoscé

ED_[EDO]_§_3
EB [EBC] 2 7

D
E
AWC
B
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Analogicznie wyznaczamy stosunek pél trojkatéw FDA i EBA:

ED [EDA] [EDA]
EB [EBA] 3

Laczac powyzsze dwa réwnania otrzymujemy, ze [E];A} = 3, zatem

ostatecznie [EDA] = 9.

OdpowiedZ. Pole tréjkata DAFE wynosi 9.

Przyktad 2 (XII OMJ, zawody II stopnia)

Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AC # BC'. Punkt K
jest spodkiem wysokosci tego tréjkata poprowadzonej z wierzchot-
ka C'. Punkt O jest érodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC.
Udowodnij, ze pola czworokatéw AKOC oraz BKOC' sg rowne.

Rozwigzanie

Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze AC < BC'. Oznaczmy przez M
srodek odcinka AB. Skoro O jest srodkiem okregu, ktorego odcinek
AB jest cieciwa, to prosta OM jest symetralna odcinka AB, czyli
jest do niego prostopadta. Wiemy tez, ze prosta C'K rowniez jest
prostopadia do prostej AB, gdyz jest wysokoscia tréjkata ABC
opuszczong na bok AB. Stad odcinki CK i OM sa réwnolegte. Na
mocy Twierdzenia 1 zachodzi wige réwnosé [CKO] = [CK M].

C

oVAo
A K M B

Czworokat AKOC' jest wypukty, wobec czego

[AKOC] = [AKC] + [CKO] = [AKC] + [CK M] =
= [ACM].
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Skoro punkt M jest srodkiem boku AB, to na mocy Twierdzenia 2
zachodzi rownosé

[ACM] = - [ABC).

1
2
W konsekwencji
1 1
[BKOC] = [ABC|—[AKOC] = [ABC] — i[ABC] = i[ABC]’
czyli [AKOC| = [BKOC], co byto do udowodnienia.

Zadania

1. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D. Proste AC
i BD przecinaja si¢ w punkcie E. Udowodnij, ze [ADE]| = [BCE].
2. Dany jest pieciokat wypukty ABCDE, w ktorym przekatna AD

jest rownolegta do boku BC', a przekatna C'E jest rownoleglta do bo-
ku AB. Wykaz, ze pola trojkatow ABE i BC'D sg réwne.

3. Dany jest czworokat wypuklty ABC D, w ktérym kat przy wierz-
chotku B jest prosty. Punkt E jest takim punktem odcinka BC, ze
odcinki AE i C'D sa réwnolegte. Wiedzac, ze AB =10 oraz BC' =5,
oblicz pole czworokata ABED.

4. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC oraz punkt P w jego wne-
trzu. Punkty D, E i F' sg rzutami prostokatnymi punktu P na
odcinki BC, CA i AB. Udowodnij, ze wartos¢ wyrazenia

PD+ PE+ PF
nie zalezy od wyboru punktu P.

5. (IX OMG, zawody II stopnia)
W trapezie ABC'D punkty M i N sg odpowiednio srodkami pod-
staw AB i C'D. Punkt P lezy na odcinku M N. Udowodnij, ze troj-
katy ADP i BC'P maja roéwne pola.
6. Dany jest trojkat ABC' oraz punkt X w jego wnetrzu. Punkt C’
jest przecieciem prostej AB z prosta C'X. Wykaz, ze zachodzi réw-
nosé

[ACX]  ACY

[BCX]  BC"
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7. Dany jest réwnolegtobok ABCD. Punkt E lezy na boku AB,
a punkt F'lezy na boku AD. Prosta E'F' przecina prosta C'B w punk-
cie P oraz przecina prosta C'D w punkcie ). Udowodnij, ze pole
tréjkata CEF' jest réwne polu tréjkata APQ).

8. (XII OMJ, zawody III stopnia)

Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC. Punkt E lezy na od-
cinku C'D. Wykaz, ze jezeli suma pol tréjkatow ACE i BDFE jest
rowna poltowie pola tréjkata ABC, to punkt D jest srodkiem bo-
ku AB lub punkt E jest $rodkiem odcinka C'D.

9. Dany jest tréjkat ABC, w ktorym kat przy wierzchotku B jest
prosty. Okrag o srodku w punkcie A i promieniu AB przecina odci-
nek AC' w punkcie D. Udowodnij, ze dtugos¢ tuku BD tego okregu
jest krétsza od dhugosci odcinka BC'.

10. Wykaz, ze jesli pewne cztery srodkowe pieciokata przecinaja sie
w jednym punkcie, to pigta srodkowa rowniez przechodzi przez ten
punkt.

Uwaga

Srodkows pieciokata nazywamy odcinek lgczacy wierzchotek pie-
ciokata ze srodkiem przeciwlegtego boku. Dla przyktadu, srodkowe
pieciokata ABC DE to odcinki AP, BQ, CR, DS, ET, gdzie punk-
ty P, Q, R, S, T sa odpowiednio $rodkami bokow CD, DE, EA,
AB, BC.
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Liczby catkowite
i1 wymierne

Operowanie na liczbach catkowitych i wymiernych jest nieco inng
sztuka niz dziatanie na liczbach rzeczywistych. Same przeksztatce-
nia algebraiczne moga nie wystarczy¢. Konieczna moze by¢ analiza
podzielnosci, pierwszosci czy wymiernosci pewnych liczb.

Definicje
Dodatnig liczbe catkowita p > 2, ktéra ma dwa dzielniki naturalne:
jedynke i siebie sama, nazywamy liczba pierwszq.

Wobec powyzszej definicji jedynymi przedstawieniami liczby pierw-
szej p w postaci iloczynu dwoch liczb catkowitych sa

p=Llp=p-1=(=1)-(-p) =(-p)-(=1).

Liczbe rzeczywista nazywamy wymierng, jesli mozna jg przedstawic

w postaci %, gdzie p,q sg liczbami catkowitymi oraz g # 0.

Twierdzenie

Dane s liczby wymierne a oraz b # 0. Woweczas liczby ab, ¢, a+b
oraz a —b sg wymierne.

Dowéd
Skoro liczby a i b sa wymierne, to istnieja takie liczby catkowite p,
q7 T’ 37 Ze

P r
a=-— oraz b=-.
q s

Wrynika stad, ze liczby a+ b oraz a-b sa wymierne. Oto ich przed-
stawienie w postaci utamkéw o catkowitym liczniku i mianowniku:
pr
qs

r_ ps+qr D
= , ab=

a+b:£+f— -
q S qs q

r
S

Zauwazmy, ze § =a- % oraz a+b=a+ (—b). Oczywiscie liczby —a

1 . , . 1. a .
oraz § sq wymierne, zatem rowniez liczby a —b oraz § sa wymierne.
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Przyktad 1 (XII OMJ, zawody I stopnia)
Liczby wymierne a,b, c spetniajg réwnanie

(a+b+c)la+b—c)=c2

Wykaz, ze a+b=c=0.

Rozwigzanie
Przedstawiamy lewsg strone zalozenia jako réznice kwadratow

(a+b+c)(a+b—c)= (a+b)* -2
Skoro jednak wyrazenie wyzej jest z zalozenia réwne 2, to mamy
(a+b)% =22
Zatézmy nie wprost, ze ¢ # 0. Dzielac stronami przez ¢2, otrzymu-
2
b
c

Obydwie strony rownosci wyzej sa dodatnie, wiec mozemy wycia-

jemy

gnaé z nich pierwiastki, uzyskujac

c

Zauwazmy, ze liczba a + b, jako suma liczb wymiernych, jest wy-
atb
C
jest wymierna. W konsekwencji lewa strona réwnodci jest wymierna.

mierna. Podobnie liczba , jako iloraz liczb wymiernych, rowniez

Za$ jej prawa strona, mianowicie liczba v/2, wymierna nie jest.

Otrzymalidémy sprzeczno$¢, co oznacza, ze ¢ = 0, a zatem wobec
(a+b)? = 2¢?, uzyskujemy a +b = 0.
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Przyktad 2
Zmajdz wszystkie dodatnie liczby catkowite a, b, dla ktorych

1 1 1

b 2017

Rozwigzanie
Wymnézmy wiec obie strony przez 2017ab. Wowczas otrzymujemy

2017a +2017b = ab.

Przeksztatcamy te réwnos$é rownowaznie, aby po jednej stronie otrzy-
mac¢ postac iloczynowa:

2017a+ 2017b = ab
2017% 4 2017a + 2017b = ab+ 20172
2017% = ab—2017a — 2017b + 20172
2017% = (a—2017)(b—2017).

Wykazemy, ze liczby a — 2017 oraz b— 2017 sa nieujemne. Gdyby
bowiem a < 2017, to % > ﬁ, wiec

1 _1+1> 1 +1> 1
2017 a b~ 2017 b~ 2017’

skad otrzymujemy sprzecznos¢. Podobnie uzasadniamy, ze b > 2017.
Liczba 2017 jest pierwsza, wicc jedynymi dzielnikami liczby 20172
sa 1, 2017 oraz 20172. Wobec tego jedynymi sposobami przedsta-
wienia liczby 20172 w postaci iloczynu dodatnich liczb catkowitych

sa:
1-2017%2 =2017-2017 = 20172 - 1.

Z powyzszego wynika, ze liczby a — 2017 oraz b— 2017 obie sg réwne
2017, lub jedna z nich jest réwna 1, za$ druga 20172, Oznacza to,
ze pary liczb (a,b) réwne

(4034,4034), (2017%42017,2018), (2018,2017%42017)

sg jedynymi rozwigzaniami wyjsciowego roOwnania.
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Uwaga 1

W powyzszym przykladzie kluczowe okazato si¢ odpowiednie prze-
ksztalcenie rownosci, aby doprowadzi¢ jedna ze stron do postaci
iloczynowej. Zasadnym wiec wydaje sie pytanie, czy jest jakas pro-
sta metoda, ktéra pozwala stwierdzi¢ w jaki sposéb nalezy prze-
ksztalca¢ rownosé, aby otrzymaé przyjazna forme. Niestety taka
metode trudno wskazaé¢. Kluczowe jest dosSwiadczenie i umiejet-
nos$¢ dostrzegania wzorow, ktérych zdobycie mozliwe jest jedynie
poprzez regularne rozwiazywanie zadan.

Uwaga 2

Niezwykle wazng czescia rozwigzania jest zauwazenie, ze 2017 jest
liczba pierwsza. Jesli na zawodach matematycznych chcemy spraw-
dzi¢, czy liczba n jest liczbg pierwsza, wystarczy przeanalizowad
czy nie jest podzielna przez liczbe pierwsza nie wigkszg niz /n.
Gdyby bowiem n byta liczba ztozona, to musiataby da¢ sie przed-
stawi¢ w postaci n = ab, dla pewnych liczb catkowitych a > b > 1.
Wéwezas zachodzi nieréwnosé n = ab > b2, czyli \/n = b oraz b jest
dzielnikiem liczby n.

Zadania

1. Dana jest taka liczba rzeczywista x # 0, ze liczba x+% jest
liczbg catkowita. Udowodnij, ze liczba 22 4+ ﬁ réwniez jest liczba
catkowita.
2. (I OMG, zawody III stopnia)
Ile jest czworek (a,b,c,d) dodatnich liczb catkowitych, ktére spet-
niaja rownanie

ab~+bc+ cd+ da = 55?
OdpowiedZ uzasadnij.
3. (VIII OMG, zawody III stopnia)

Liczby catkowite spetniaja warunek a+b4-c = be. Udowodnij, ze licz-
ba (a+b)(a+c) jest podzielna przez 4.

4. Znajdz wszystkie takie liczby pierwsze p, ze liczba p 4 400 jest
kwadratem liczby catkowitej.
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5. (XV OMJ, zawody II stopnia)

Dane sa liczby rzeczywiste a, b, c. Wiadomo, ze liczby a4+ b, b+ c,
¢+ a sa trzema kolejnymi liczbami catkowitymi, wypisanymi w pew-
nej kolejnosci, przy czym najmniejsza z nich jest nieparzysta. Wy-
kaz, ze liczby a, b, ¢ sg takze trzema kolejnymi liczbami catkowitymi,
wypisanymi w pewnej kolejnosci.

6. Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb catkowitych spetniajace réw-
nanie

xy = 2x + 3y + 5.
7. Dane sa takie dodatnie liczby rzeczywiste a i b, ze liczby a® + b?
oraz ab sa wymierne. Udowodnij, ze liczba (a? — b?)? réwniez jest
wymierna.

8. Wykaz, ze dla dowolnych liczb caltkowitych a oraz b liczbe 2a? + 2b
mozna przedstawié¢ jako sume dwoch kwadratow liczb catkowitych.

9. (XI OMG, zawody III stopnia)

Dane sa liczby catkowite a, b, ¢, dla ktorych liczba
a—+bv2
b+cv2

jest wymierna. Wykazaé, ze liczba ab+ bc+ ca jest podzielna przez
liczbe a +b—+c.

10. Rozstrzygnij czy istnieja takie liczby dodatnie z, y, ze liczby
xy oraz x +y sa caltkowite, ale zadna z liczb x, y nie jest catkowita.
11. Udowodnij, ze kazda liczb¢ wymierna mozna zapisa¢ w postaci
<+ %, gdzie a,b,c,d sa takimi niezerowymi liczbami catkowitymi,
ze a+b=c+d.

12. Znajdz wszystkie liczby catkowite a,b, dla ktorych zachodzi
rOwWnosé

a®?—a=0b*—5b+4.
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Plansze

Jesli potozymy domino 2 X 1 na szachownicy, to przykryje ono jedno
biate i jedno czarne pole. Taka, i podobne obserwacje, pozwalaja
udowodni¢, ze pewnego typu plansz nie mozna pokry¢ pewnego
rodzaju klockami. Kluczowym elementem rozumowania jest w tego
typu zadaniach wprowadzenie pomystowego kolorowania. Nierzadko
nie jest juz ono tak regularne, jak w zwyktej szachownicy. Niekiedy
role , koloréw” petnig odpowiednio dobrane liczby.

Przyktad 1

Z kwadratowej planszy 4 x 4 usunieto dwa przeciwlegte narozniki,
otrzymujac plansze z czternastoma polami. Czy tak zmodyfikowa-
na plansze mozna wypeti¢ siedmioma prostokatami o wymiarach
2x17

Uwaga Prostokaty mozna obraca¢ o 90°.

Rozwigzanie

Pokolorujmy dang plansze¢ tak, aby otrzymaé biato-czarna szachow-
nice (tak jak na rysunku). Woéwczas jest na niej 8 pdl biatych
i 6 pol czarnych.

Zauwazmy, ze kazdy prostokat 2 x 1 pokrywa doktadnie po jednym
polu kazdego koloru. Gdyby wiec wszystkie pola zostaty pokryte
prostokatami, znaczyto by to, ze pol biatych jest tyle samo co czar-
nych. Tak jednak nie jest, a wiec szukane pokrycie nie istnieje.
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Przyktad 2

Kwadratowa plansze o wymiarach n x n pokryto kwadratami o wy-
miarach 3 x 3 i 2 x 2. Udowodnij, ze te sama plansze mozna pokry¢
tylko kwadratami 3 x 3 lub tylko kwadratami 2 x 2.

Rozwigzanie

W rozwiazaniu nie bedziemy kolorowaé pdl, tylko wpiszemy w kazde
z nich pewng liczbe. Ponumerujmy kolumny tablicy liczbami od 1
do n. W pola lezace w kolumnach o numerach nieparzystych wpisz-
my —1, zas w pola lezace w kolumnach o numerach parzystych: 1.

—1]1|-1
—1]1|-1
—1{1|-1

Przeanalizujmy sume liczb, ktore sa przykryte przez dane w zadaniu
klocki. Liczby przykrywane przez dowolny kwadrat 2 x 2 maja sume
rowng 0. Natomiast suma liczb przykrywanych przez kwadrat 3 x 3
moze by¢ rowna jedynie —3 lub 3. Warto poszukaé cech wspdlnych
tych liczb. Zauwazmy, ze kazda z nich jest podzielna przez 3.

Skoro dane kwadraty pokrywaja cata tablice, to suma liczb wpisa-
nych w pola catej tablicy rowniez jest podzielna przez 3.

Jezeli n jest liczbg parzystg, mozemy wypetnié¢ tablice uzywajac
jedynie kwadratow 2 x 2.

Pozostaje tylko rozpatrzy¢ przypadek, gdy n jest liczba nieparzysta.
Wéwczas suma liczb wpisanych w kolumne o numerze nieparzystym
i kolumne o numerze parzystym po jej prawej stronie wynosi 0. Stad
suma liczb z pierwszych n —1 kolumn wynosi 0. Pozostata nam
jedynie ostatnia kolumna o numerze n, dla ktérej suma wpisanych
w nig liczb wynosi oczywiscie —n. Skoro suma liczb na catej planszy
wynosi —n, a wykazaliSmy, ze ta suma musi by¢ podzielna przez 3,
to zachodzi podzielnosé 3‘71. Oznacza to, ze tablice n X n mozna
wypetic¢ tylko kwadratami 3 x 3.
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Zadania

1. Mamy do dyspozycji 11 klockow, a doktadniej: jeden klocek skta-
dajacy sie z jednego kwadratu srodkowego oraz czterech kwadratéw
sasiednich postaci

oraz dziesig¢ klockéw domina rozmiaru 2 x 1 (mozna je obracac).

Rozstrzygnij, czy danymi jedenastoma klockami mozna przykryé
plansze o wymiarach 5 x 5.

2. Dana jest plansza o wymiarach 5 x 5 i skoczek (kon szachowy)
w jej naroznym polu. Po pewnej liczbie ruchow okazalo sie, ze sko-
czek wrocit na pole, z ktérego wystartowat. Czy mozliwym jest, by
skoczek byt na kazdym polu doktadnie raz (poza polem startowym,
na ktérym nie byt ani razu poza pierwszym i ostatnim ruchem)?

3. T-klockiem nazwiemy figure powstala po przytaczeniu kwadra-
téw 1 x 1 do trzech bokéw kwadratu 1 x 1.

Czy z 25 T-klockow mozna utozyé¢ kwadrat o wymiarach 10 x 107
4. lle najwiecej kréli mozna umiesci¢ na szachownicy 8 x 8 tak, by
zadne dwa sie nie bity? Dwa kroéle bijg sie, jezeli stoja na polach
o wspolnym boku lub wspdlnym wierzchotku.

5. Czy kwadratowa plansze o boku 100 mozna wypetnié¢ 25 Z-klockams,
takimi jak na rysunku nizej?
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6. Dany jest trojkat réwnoboczny o boku dtugosci 6, podzielony na
36 jednostkowych tréjkatow réwnobocznych. Czy mozna ten trojkat
rozciaé na klocki o nastepujacym ksztatcie?

NN

Réwnolegtobok na rysunku sktada sie z 4 tréjkatéw réwnobocznych
o boku dtugosci 1.

7.7 kwadratowej planszy o boku dhlugosci 7 usunieto wszystkie
cztery narozniki. Czy mozliwe jest pokrycie otrzymanej planszy
prostokatami o wymiarach 3 x 17 Prostokaty mozna obracac¢ o 90°.

8. Z kwadratowej planszy o boku dtugosci 99 usunieto jeden naroz-
nik. Czy mozliwe jest pokrycie otrzymanej planszy prostokatami
o wymiarach 5 x 17 Prostokaty mozna obracac¢ o 90°.

9. (Ob6z Naukowy OMG na poziomie OM w 2016 roku)

Czy kwadrat o boku dtugosci 1000 mozna tak podzieli¢ na prosto-
katy, z ktérych kazdy ma wymiary 2 x 7 lub 3 x 5, tak aby dtuzsze
boki wszystkich prostokatow tego podziatu byty réwnolegte?

10. Kwadratowa plansze o boku 7 pokryto szesnastoma klockami
o wymiarach 3 x 1 i jednym klockiem 1 x 1. Udowodnij, ze klocek
1 x 1 lezy na $rodku planszy lub przy jej krawedzi.
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]_ () Twierdzenie Talesa

W geometrii czegsto spotykamy zadania, w ktorych wymagane jest
uzasadnienie rownolegltosci danych prostych, lub badanie stosunku,
w jakim dany punkt dzieli odcinek. W takich sytuacjach przydatne
moze by¢ twierdzenie Talesa. Czesto wykorzystujemy je w potacze-
niu z wlasnosciami trojkatéw podobnych.

Twierdzenie (Tales)

Dane sg punkty A, B,C, D; punkt O jest przecieciem prostych AB
i CD. Punkty O,A,BiO,C,D leza na odpowiednich prostych tak,
jak na rysunkach nizej. Wéwczas proste AC' i BD sg réwnolegte
wtedy i tylko wtedy, gdy

04_oc
OB  OD’
Uwaga
Z réwnolegtosci prostych AC' i BD wynika proporcja 8—% = é—c.
Natomiast odwrotna implikacja nie jest prawdziwa.
D
D
C /
A
0
0]
A
B C B
Rysunek 1 Rysunek 2
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Przyktad 1

Wykaz, ze twierdzenie Talesa jest takze prawdziwe, gdy réwnosé
OA _ OC

05 = op Zastapimy rownoscig
AB CD
OB OD’
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze wystarczy wykazac¢, ze pierwsza rownos¢ zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi druga.

W konfiguracji z rysunku 1 mamy
OA OB-0A AB
OB OB OB
_0¢ _0oD-0C _CD
oD 0D  OD

Lewe strony powyzszych rownosci sag rowne wtedy i tylko wtedy,

1

1

gdy prawe sg rowne, co dowodzi tezy w rozwazanym przypadku.

W konfiguracji z rysunku 2 mamy z kolei

OA OB+OA AB
OB OB OB
oc OD+o0C CD
OD  OD  OD

Podobnie jak w poprzednim przypadku, lewe strony powyzszych

1+

1+

rownosci sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy prawe strony sa réwne,
co konczy rozwigzanie zadania.

Przyktad 2 (Twierdzenie o dwusiecznej)
W trojkacie ABC' dwusieczna kata przy wierzchotku C' przecina
bok AB w punkcie D. Wykaz, ze

AC _ AD
CB DB’
Rozwiagzanie

By mozna byto zastosowaé twierdzenie Talesa, do rozwazanej kon-
figuracji wprowadzi¢ nalezy pewne proste réwnolegte.
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Prowadzimy prosta rownolegta do boku AC' przechodzaca przez
punkt D i oznaczmy jej punkt przeciecia z odcinkiem BC' przez X.
Wtedy z twierdzenia Talesa, zastosowanego dla prostych réownole-
gltych AC'i DX oraz punktu B, mamy

AC _ DX . AD _CX
CB_XB ' DB XB

C

A D B

W takim razie pozostato nam udowodnic¢ rownos¢ DX = C X . Skoro
CD jest dwusieczng kata AC' B i proste AC oraz DX sg réwnolegle,
to

IXCD =9DCA=494CDX,

czyli tréjkat CX D jest rownoramienny. Stad dostajemy rownosé
DX = CX, co konczy dowdd.

Zadania

1. Punkty X oraz Y leza odpowiednio na bokach AC'i BC' trojkata
ABC, przy czym

AX =CX+CY 1 BY =2CY.

Wykaz, ze jesli proste XY oraz AB sa rownolegte, to trojkat ABC
jest réwnoramienny.

2. Dany jest trapez ABC'D, o podstawach AB oraz C'D. Przekatne
AC i BD przecinaja si¢ w punkcie F. Prosta rownolegta do pod-
staw trapezu, przechodzgca przez punkt FE, przecina odcinki AD
i BC odpowiednio w punktach X i Y. Udowodnij, ze punkt E jest
srodkiem odcinka XY
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3. Punkty D, F leza na boku AC tréjkata ABC i spelniaja
1
CD=DF=FA= gAC.

Punkty E, G leza na boku BC' i spetniaja analogiczne zalezno$ci
1
CE=FG=GB= §BC’.

Wykaz, ze DE+ FG = AB.

4. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Punkty M, N
sa odpowiednio srodkami ramion AD i BC. Wykaz, ze

AB+CD

—

5. Dany jest punkt X oraz prostokat ABCD. Punkty P, @, R, S
lezg odpowiednio na odcinkach XA, XB, XC i XD. Wiadomo,
ze zachodzg rownosci:

AX BX (CX DX

PX QX RX SX’

MN =

Udowodnij, ze czworokat PQ RS jest prostokatem.

6. Dany jest trapez ABC' D, ktéry nie jest réwnolegtobokiem, o pod-
stawach AB i C'D. Punkty X, Y leza odpowiednio na bokach BC
i AD, przy czym proste AX i C'Y sa do siebie rownolegte. Wykaz,
ze proste BY i DX rowniez sg do siebie réwnolegte.

7. (XIIT OMJ, zawody III stopnia)

Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i C'D, w ktérym za-
chodzi réwnosé AB+ CD = AD. Przekatne AC' i BD przecinaja
si¢ w punkcie E. Prosta przechodzaca przez punkt E i rownolegta
do podstaw trapezu przecina ramie AD w punkcie F. Udowodnij,
ze SBFC = 90°.

8. Potokrag o Srednicy AB lezy poza trojkatem rownobocznym ABC.
Punkty D, E dziela pétokrag na trzy réwne czesci. Wykaz, ze proste
CD,CFE dziela odcinek AB na trzy rowne czesci.

9. Dany jest wypukty czworokat ABCD. Pola tréjkatéw ABC 1 ABD

wynoszg odpowiednio 2 i 6. Oznaczmy jako M srodek odcinka CD.
Oblicz pole tréjkata ABM.
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10. Dany jest pieciokat ABC'DFE i punkty X, Y, Z, T i W, lezace
odpowiednio na bokach AB, BC, CD, DE i EFA. Wiadomo, ze od-
cinki XY ) YZ ZT,TW , WX sa rownolegte odpowiednio do prze-
katnych AC,BD,CE,DA, EB. Udowodnij, ze punkt X jest srod-
kiem boku AB.
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Dzialania na
pierwiastkach

Wyrazenia algebraiczne zawierajace pierwiastki sa zazwyczaj nieta-
twe do przeksztalcenia. Trzeba wykazac sie dobrg znajomoscia wzo-
row skréconego mnozenia i umiejetnoscia dostrzegania ich zastoso-
wan w nietypowych sytuacjach. Zwykle podniesienie do kwadratu
moze niekiedy spowodowaé jedynie skomplikowanie réwnania.

Podnoszac do kwadratu sume lub réznice pierwiastkow mozemy
skorzysta¢ ze wzorow skréconego mnozenia:

(VE+vi) =a+2ymj+y,
(ﬁ—ﬂ)zzx—2\/@+y.

Sumy dwoch pierwiastkéw w mianowniku mozemy sie pozby¢ ko-
rzystajac z nastepujacego przeksztatcenia:

1 Vi-Vi -

VIR (Ve (Vieve) e

W powyzszym przeksztatceniu korzystamy ze wzoru skréconego
mnozenia (a —b)(a+b) = a® — V2.

Przyktad 1 (I OMG, zawody I stopnia)
Wykaz, ze zachodzi réwnosé

V3— VB4 V5—v2a+\T-VAS = 1.

Rozwiagzanie

W wyjsciowym réwnaniu mamy trzy wyrazenia pod pierwiastka-
mi. Wydawac¢ by sie mogto, ze podniesienie stron tej réwnosci do
kwadratu pomoze w rozwiazaniu, jednak nie damy rady w ten spo-
sOb zmniejszy¢ liczby wyrazen pierwiastkowych. Konieczne bedzie
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dostrzezenie dos¢ dobrze ukrytych wzoréow skroconego mmnozenia.
Zauwazamy, ze zachodza réwnosci:

(\/5—1)2:2—2\/%1:3—@,
(V3-v2)’ =3-2v6+2=5- V21,
(2—\/§)Q=4—4\/§+3=7—\/E.

Oczywistym jest, ze obie liczby v2—1 i v/3 —v/2 sa dodatnie.
Zas w trzecim przypadku mamy 2 —+/3 = v/4—+/3 > 0. Stad

V3—VB+ /5 Vol /T— ViR =
(V=) (VB-vR) (2= V) =
=(V2-1)+(V3-Vv2)+ (2-v3) =1.

Uwaga
Fakt, ze liczby V2 —1, V3 —+v/2 i 2—+/3 sa dodatnie jest istotny,
poniewaz réwno$é¢ vV a2 = x zachodzi jedynie dla liczb nieujemnych.

Przyktad 2
Dane s takie liczby naturalne a i b, ze liczba v/a + Vb jest wymier-
na. Wykaz, ze obie liczby v/a, v/b sa wymierne.

Rozwigzanie

Na poczatku przypomnijmy sobie czym jest liczba wymierna. Jest
to liczba, ktorg mozna przedstawi¢ w postaci %, gdzie p i q sa liczba-
mi catkowitymi oraz ¢ # 0. Wiemy, ze iloczyn, iloraz, suma i réznica
liczb wymiernych réwniez jest liczba wymierng. Zauwazmy, ze licz-

ba ;
a/ f—
Va-vb)=———+

( ) Va+vb
jest wymierna, gdyz liczby /a + Vb i a—b sa wymierne oraz ilo-
raz liczb wymiernych jest liczbg wymierna. Skoro liczby /a + Vb
iva— Vb sa wymierne to ich suma tez, czyli liczba 2y/a réwniez jest
wymierna. Stad wynika, ze liczba y/a jest wymierna. Czyli liczba
Vb= (Va++b) —/a tez jest wymierna, co konczy dowéd.
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Zadania

1. Wykaz, ze zachodzi réwnosc
1 1

_|_
2-v3 243

2. (IX OMG, zawody II stopnia)
Czy istnieje taka trdjka liczb nieparzystych (a,b,c), ze zachodzi

=4.

roOwnosé

Va—c+vVb—c=vVa+b?
Odpowiedz uzasadnij.
3. (VII OMG, zawody I stopnia)
Czy istnieja takie liczby rzeczywiste x, y, dla ktorych
\/a:2+1+\/y2+1 =xz+y?

Odpowiedz uzasadnij.

4. Udowodnij, ze zachodzi nieréwnos¢
1 1 1 1

+ + +i == <.
VI+v2 V243 B+ V4 V984 /99
5. Udowodnij, ze liczba

Vi4+4v3+17-4v3

jest catkowita. Podaj jej warto$c.

6. Dany jest trojkat o bokach dtugosci a, b, c. Udowodnij, ze z od-
cinkéw o dtugoéciach v/a, v/b i y/c mozna zbudowaé tréjkat.

7. Znajdz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych m i n takich,
ze zachodzi réwnoéé mn = vVm?2 +n? +m+n.

8. (VII OMG, zawody III stopnia)
Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Wykaz, ze w zapisie dzie-
sietnym liczby

100™ +2

na n-tym miejscu po przecinku jest cyfra 0.
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9. Dane sa liczby rzeczywiste x, y, dla ktérych zachodzi rownosé

(x—{— 1+m2> <y+ 1—i—y2) =1.

Udowodnij, ze x4y = 0.

10. Wykaz, ze zachodzi nastepujaca nierownosé

1 1 1 1
—+t+—=+ =4+ —>40.
V1ioV2 V3 /2019
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]_ 2 NWD i NWW

W rozwigzywaniu zadan dotyczacych podzielnosci przydaje sie zna-
jomo$¢ podstawowych wlasnosci najwiekszego wspélnego dzielnika
i najmniejszej wspolnej wielokrotnosci, a takze zwigzane z nimi po-
jecie wzglednej pierwszosci liczb catkowitych.

Definicje

Rozwazmy liczby catkowite a i b, ktore nie sa obydwie réwne 0.
Najwiekszg liczbe catkowita dzielaca a i b nazywamy ich najwiek-
szym wspdlnym dzielnikiem i oznaczamy NWD(a,b).

Jesli liczby a i b nie maja zadnych wspélnych dzielnikéw wiekszych
od 1, to NWD(a,b) = 1. W takim przypadku bedziemy méwié, ze
liczby a i b sa wzglednie pierwsze.

Najmniejsza liczbe catkowity dodatnia, ktéra jest podzielna przez a
i b nazywamy ich najmniejszq wspolng wielokrotnoscig i oznaczamy

przez NWW(a,b).

Twierdzenie
Niech a, b i k beda liczbami catkowitymi, przy czym a, b nie sg
obydwie réwne zero. Wéwezas NWD(a,b) = NWD(a,b— ka).

Dowoéd

Zauwazmy, ze jezeli liczby a, b sa podzielne przez pewng liczbe d, to
liczba b — ka réwniez jest podzielna przez d. Prawda jest rowniez,
ze jesli a oraz b— ka sa podzielne przez pewng liczbe d, to réwniez
liczba b= (b—ka) + ka jest podzielna przez d.

Dowolny wspélny dzielnik liczb a, b jest zatem rowniez wspolnym
dzielnikiem liczb a, b — ka. Zatem NWD(a,b) < NWD(a,b— ka).
Analogicznie, dowolny wspélny dzielnik liczb a, b — ka jest wspodl-
nym dzielnikiem liczb a,b, skad NWD(a,b—ka) < NWD(a,b).

o7



Fakt 1.
Dla dowolnych liczb catkowitych a, b i k zachodzi

NWD (ka, kb) = k- NWD(a,b).

Fakt 2.
Jesli NWD(a, k) = 1, to wéwezas zachodzi réwnosé

NWD(a,kb) = NWD(a,b).

Rozwiazujac rownanie w liczbach catkowitych a i b warto jest nie-
kiedy zapisa¢ d = NWD(a,b). Woéwczas a = dz i b = dy, dla pew-
nych wzglednie pierwszych liczb catkowitych = i y. Zastosowanie tej
metody obrazuje Przyktad 2.

Przed przystapieniem do rozwigzywania zadan warto sobie przypo-
mnie¢ podstawowe wtasnosci podzielnoéci opisane w Rozdziale 5.

Przyktad 1

Udowodnij, ze utamek 2in-+1

14n+3

jest nieskracalny, dla kazdej dodatniej
liczby catkowitej n.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze utamek jest nieskracalny wtedy i tylko wtedy, gdy
jego licznik jest wzglednie pierwszy z mianownikiem. Dobrym spo-
sobem na wykazanie wzglednej pierwszosci dwdch liczb jest kilku-
krotne zastosowanie udowodnionego wyzej twierdzenia.

NWD(21n+4,14n+3) =NWD(21n+4 — 14n — 3,14n 4 3)
=NWD(7n +1,14n + 3)
=NWD(7Tn+1,14n+3—2(7Tn+1))
=NWD(7n+1,1) = 1.

Zatem dla kazdej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé

NWD (21n+4,14n+3) = 1,

21n+4
14n+3

skad wniosek, ze utamek jest zawsze nieskracalny.
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Przyktad 2
Znajdz wszystkie liczby catkowite dodatnie a i b takie, ze

ab‘ (a+0b)%

Rozwigzanie
Niech d = NWD(a,b). Wéwczas dla pewnych wzglednie pierwszych
liczb catkowitych x i y zachodzi a = dx i b = dy. Z tymi oznacze-
niami podzielnos$é z tresci zadania przyjmuje postac

dx - dy‘ (dx+ dy)2 . wiec :L‘y‘ (z+1y)2
Skorzystajmy teraz z Twierdzenia, by obliczy¢ NWD(x +1v,1).

NWD(z +y,y) = NWD((z +y) —y,y) = NWD(z,y) = 1.

7 powyzszych rownosci na podstawie Faktu 2 wynika, ze

NWD(z +y,zy) = NWD(z 4y, z).

Podobnie mozemy wykazaé, ze zachodzi NWD (z +y,z) = 1, zatem
NWD(z +y,zy) = 1. Znéw korzystajac z Faktu 2, uzyskujemy

NWD((z+y)% 2y) = NWD(z+y,2y) =1,

a poniewaz xy‘ (:U—i—y)2, to zaj$¢ musi xy = 1, wiec z =y =1,
zatem a = b = d. Latwo sprawdzi¢, ze wszystkie takie pary spetniaja
wyjsciowg podzielnosé.

Uwaga

Przy okazji udowodnilismy, ze dla wzglednie pierwszych liczb z iy
zachodzi NWD(x +y,2y) = NWD((z +y)?,zy) = 1.

Zadania

1. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Wykaz, ze liczby 2n + 1
oraz 3n + 1 sa wzglednie pierwsze.

2. Udowodnij, ze dla dowolnych réznych dodatnich liczb catkowi-
tych a i b zachodzi

NWD(a,b) < 20
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3. Wykaz, ze dla dowolnych liczb catkowitych a, b zachodzi
NWW(a,b) + NWD(a,b) > a+b.

4. Wyznacz najwigksza dodatnia liczbe catkowita n taka, ze licz-

ba n? 4 100 jest podzielna przez n + 10.

5. Znajdz wszystkie dodatnie liczby catkowite n takie, ze istnieja
rozne dodatnie liczby catkowite a, b, dla ktérych

a”—b”’an+b".
6. (XII OMJ, zawody II stopnia)
Dane sa dodatnie liczby catkowite a, b, d. Wiadomo, ze liczba a4 b

jest podzielna przez d, a liczba a-b jest podzielna przez d?. Udo-
wodnij, ze kazda z liczb a i b jest podzielna przez d.
7. Dane sa dodatnie liczby catkowite a, b, takie ze liczba
a+1 b+1
" +
b a
jest catkowita. Udowodnij, ze NWD(a,b) < va+b.

8. (VII OMG, zawody III stopnia)
Dane sa takie dodatnie liczby catkowite a, b, ze iloczyn ab jest

podzielny przez sume a + b. Niech d bedzie najwickszym wspdélnym
dzielnikiem liczb a i b. Wykaz, ze d > v/ a+b.

9. Dana jest dodatnia liczba catkowita m. Znajdz najwiekszg moz-
liwa warto$¢ wyrazenia NWD(n? 4+ m, (n+1)? +m), gdzie n jest
dodatnia liczba catkowity.

10. Znajdz wszystkie dodatnie liczby catkowite m, ze dla kazdej
dodatniej liczby catkowitej n zachodzi

NWD(mn+1,2n+1) = 1.
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]_ 3 Podwdjne zliczanie

Jesli zliczamy elementy pewnego zbioru lub wyznaczamy sume pew-
nych liczb na dwa sposoby, to wyniki otrzymane w ten sposéb musza,
by¢ réwne. Ta prosta obserwacja jest wykorzystywana w zadaniach
z réznych dzialéw matematyki, zwlaszcza kombinatoryki.

Na olimpiadach metoda ta wystepuje na przyktad w kontekscie ta-
blic wypetnionych liczbami: gdy dodamy liczby w wierszach, a na-
stepnie dodamy otrzymane sumy, to wynik bedzie taki sam jak
wtedy, gdy zaczniemy od dodawania liczb w kolumnach.

Podobnie przy dzieleniu zbioru liczb na roztaczne podzbiory: gdy
dodamy liczby w kazdej z grup, a nastepnie dodamy otrzymane
sumy, to wynik bedzie rowny sumie liczb ze zbioru.

W rozwigzywaniu ponizszych zadan przyda sie znajomos¢ poniz-
Szego WZOru.

Twierdzenie
Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi

1

Dowdéd
Oznaczmy sume dang w zadaniu jako S. Wéwcezas mamy

S= 1 4+ 2 +.+0-1)+ n,

+S= n +Mm-1)+..+ 2 + 1,

2S=n+1)+n+)+..+(n+1)+(n+1),
25 =n(n+1),

z czego wprost wynika postulowana tozsamosc.

61



Przyktad 1

Wykaz, ze liczb 1, 2, ..., 45 nie mozna podzieli¢ na pictnascie grup
po trzy liczby w taki sposob, zeby w kazdej grupie jedna z liczb
byta suma dwdch pozostatych.

Rozwigzanie

Przypusémy nie wprost, ze taki podziat istnieje. Niech a <b< ¢
beda liczbami z pewnej grupy. Wtedy ¢ = a+0b, zatem a+b-+c = 2c,
czyli suma liczb w obrebie tej grupy jest parzysta. Analogicznie
mozemy uzasadnic, ze suma liczb w obrebie kazdej innej grupy jest
parzysta.

Dodajac wszystkie te sumy otrzymujemy z jednej strony sume liczb
parzystych, czyli liczbe parzysta, a z drugiej strony sume wszystkich
liczb ze zbioru {1,2,...,45}. Jest ona jednak réwna

45-46
1+2—|—...+45:T:1035,

co jest liczbg nieparzysta. Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze szu-
kany podzial nie istnieje.

Przyktad 2

Kazdy uzytkownik pewnego portalu spoteczno$ciowego ma na nim
doktadnie a znajomych, zas kazdych dwoch uzytkownikéw ma na
nim doktadnie b wspolnych znajomych. Wyznacz liczbe uzytkowni-
kéw tego portalu.

Rozwigzanie

Niech n bedzie liczba uzytkownikéw tego portalu. Tréjke uporzad-
kowana (A, B,C) nazwiemy dobrg, jeSli A i B znaja C. Niech T
oznacza liczbe dobrych tréjek uporzadkowanych ztozonych z uzyt-
kownikéw tego portalu. Obliczymy teraz liczbe T' na dwa sposoby.

Z jednej strony konstruujac dobrg tréjke mozemy najpierw wybrac
osobe A na n sposobéw, potem dobra¢ osobe B na n—1 sposo-
béw, a na koncu osobe C' tak, by byta ona znajomym A i B —
z zalozen zadania na b sposobdéw. Zatem tacznie dobrych trojek
jest n-(n—1)-b.

62



7. drugiej strony konstrukcje dobrej tréjki mozemy zaczaé¢ od wy-
boru osoby C'; na n sposobéw, a nastepnie sposrod jego znajomych
dobraé osobe A — z zatozen zadania na a sposobéw; osobe B — znéw
z zalozen zadania — na a — 1 sposobéw. Co lacznie daje n-a-(a—1)
dobrych tréjek.

Poniewaz obie te liczby okreslaja liczbe dobrych tréjek, to obie sa
rowne T'; zatem musza one by¢ sobie réwne, wiec

nn—1)b=T=na(a—1),
(n—1)b=a(a—1),
ala—1)

= —> 41
n 5 +1,

co nalezalo obliczy¢.

OdpowiedZ. Ten portal ma @ + 1 uzytkownikow.

Zadania

1. Czy liczby 1, 2, ..., 20 mozna podzieli¢ na cztery parami roz-
taczne grupy tak, by sumy liczb w kazdej z grup byty takie same?
2. Dana jest szkota, do ktérej chodzi 300 uczniéw. Kazdy z nich
nalezy do co najmniej dziesieciu kotek zainteresowan. Kazde kotko
liczy co najwyzej 10 cztonkow. Wykaz, ze jest co najmniej 300 kotek
zainteresowar.

3. Kazda $ciana pewnego wieloScianu ma liczbe bokéw podzielng
przez 4. Wykaz, ze wieloScian ten ma parzysta liczbe krawedzi.

4. Krawedzie dwudziestoscianu foremnego ponumerowano liczba-
mi 1,2,...,30. W kazdy wierzchotek wpisano sume liczb z krawedzi
z niego wychodzacych. Czy jest mozliwe, zeby wszystkie liczby wpi-
sane w wierzchotki byty podzielne przez 47

5. (XII OMJ, zawody I stopnia)

W kazde pole tablicy 11 x 11 nalezy wpisa¢ jedna z liczb —1, 0, 1
w taki sposob, aby suma liczb w kazdej kolumnie byta nieujemna,
a suma liczb w kazdym wierszu byta niedodatnia. Jaka najmniejsza
liczbe zer mozna w ten sposdb wpisa¢ w pola tablicy?
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6. Wykaz, ze krawedzi szeScianu nie mozna ponumerowad liczbami
1, 2, ..., 12 uzywajac kazdej doktadnie raz, tak aby suma liczb
napisanych na krawedziach wychodzacych z dowolnego wierzchotka
byta taka sama.

7. (XII OMJ, zawody II stopnia)

W kazde pole tablicy 4x4 nalezy wpisa¢ pewna liczbe catkowity
w taki sposob, aby sumy liczb w kazdej kolumnie i w kazdym wier-
szu byty potegami liczby 2 o wyktadniku catkowitym nieujemnym.
Czy mozna to zrobi¢ w taki sposéb, aby kazde dwie z tych osmiu
sum byty rézne? Odpowiedz uzasadnij.

8. (X OMG, zawody II stopnia)

W kazde pole tablicy o wymiarach 9 x 9 wpisano pewna dodat-
nig liczbe catkowita. Nastepnie obliczono sumy liczb znajdujacych
sie w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie. Czy moze sie zdarzy¢,
ze 18 obliczonych sum to kolejne liczby naturalne w pewnym po-
rzadku?

9. (Obdz Naukowy OMG w 2016 roku)

Czy zbiér liczb {1,2,3,...,3n —2,3n — 1,3n + 1} mozna podzieli¢
na n podzbioréw trojelementowych tak, aby liczby w kazdym z pod-
zbioréw byty kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego?

Uwaga
Ciag arytmetyczny to ciag, w ktérym réznica kazdych dwoch ko-
lejnych wyrazéw jest stala.

10. Ja$ ponumerowat wierzchotki szescianu liczbami od 1 do 8 tak,
ze kazdej liczby uzyt doktadnie raz. Nastepnie na kazdej krawedzi
napisal liczbe, ktéra jest rowna sumie liczb z wierzchotkéow danej
krawedzi. Wykaz, ze na pewnych dwoch krawedziach napisano taka
samg liczbe.
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]_ 4 Nierownos¢ tréjkata

Nieréwnosé trojkata to jedno z najprostszych narzedzi shuzacych
powiazaniu zagadnien geometrycznych z zaleznosciami algebraicz-
nymi, zwlaszcza dotyczacymi szacowania odleglosci.

Fakt 1 (Nieréwnos¢ trojkata)

C

/\

A B

Dla kazdych trzech punktéw A, B,C na plaszczyznie (lub w prze-
strzeni) zachodzi nieréwnosé

AC+CB> AB,

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy punkt C
nalezy do odcinka AB.

Powyzszy fakt mozna uogélni¢, by byt prawdziwy dla wiecej niz
trzech punktéw.

Fakt 2 (Uogdlniona nieréwnos$é trojkata)

AQ _ :%i_ An—l

AN

Al An

Dane sa punkty Ay, As,..., A,, gdzie n > 2. Wowcezas zachodzi nie-
rownosé

A1Ag+ A Az + -+ Ap1 Ap = A1 A,
przy czym réwnosé zachodzi, gdy punkty As, As, ..., An—1 leza w po-
danej kolejnosci na odcinku A1 A,.
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Przyktad 1

Dany jest tréjkat ABC, w ktorym miara kata wewnetrznego przy
wierzchotku A wynosi 45°, a kat przy wierzchotku C' jest rozwarty.
Wykazac, ze zachodzi nieréwnosé

BC+(V2—1)-CA< AB.

Rozwigzanie

Skoro kat przy wierzchotku C' jest rozwarty, to na odcinku AB
istnieje taki punkt D, ze SACD = 90°. Skoro SCAD = 45°, to
trojkat AC'D jest prostokatny i rownoramienny. Stad

AD =+/2-AC =+v2-CD.

C

45°
A D B

Teraz wykorzystamy nieréwnosé trojkata BC' D, otrzymujac
CD+ DB > BC.
Korzystajac z wykazanych wcze$niej rownosci mamy
CD+DB=AC+AB—-AD > BC,

AB > BC+ (AD—AC)=BC+(vV2-1)-AC.

Ostatnia réwnosc¢ jest ta, ktora byta do wykazania.

Uwaga

W powyzszym zadaniu wskazaliSmy tréjkat, dla ktérego odpowied-
nio zapisana nieréwnos¢ dotyczaca dtugosci bokow pozwolita uzy-
ska¢ teze. Szukanie odpowiednich tréjkatéw, gdy do udowodnienia
jest pewna nierownos¢ geometryczna, bardzo czesto prowadzi do
rozwigzania.
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Przyktad 2
Dana jest prosta [ oraz punkty £ i Fb. Znajdz taki punkt P lezacy
na prostej [, ze wartos¢ wyrazenia

P+ F»P

jest mozliwie najmniejsza. OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Niech F| bedzie symetryczny do punktu Fj wzgledem prostej .
Niech punkt P powstaje w wyniku przeciecia prostej F|Fy z pro-
sta [. Wykazemy, ze tak skonstruowany punkt P speinia warunki
zadania.

Iy

F

Wezmy dowolny punkt P’ na prostej [. Z zalozen wynika, ze P lezy
na odcinku F]Fy. Skoro prosta [ jest symetralng odcinka Fj Fy, to
prawdziwe sg réwnosci:

FP=F|P oraz F.P =F|P.

Wowezas zapisujac nieréwnosé trojkata dla trojkata Fi P'Fy otrzy-
mujemy

P+ P =FP +FRP >
= F]/_FQ = F{P—i—FgP =P+ P,

przy czym réwno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy P’ = P. Stad
punkt P jest szukanym punktem na prostej [.
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Zadania

1. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Udowodnij, ze
AC+BD > AB+CD.

2. Znajdz punkt, ktorego suma odleglosci od wierzchotkéw danego
czworokata wypukltego ABCD jest najmniejsza.

3. Dany jest trojkat, ktorego dtugosci bokow sa kolejnymi catko-
witymi potegami pewnej liczby catkowitej dodatniej a. Udowodnij,
ze trojkat ten jest réwnoboczny.

4. Dana jest prosta [ oraz takie punkty Fj i F> lezace po prze-
ciwnych stronach prostej [, ze ich odlegtosci od prostej [ sg rozne.
Zmajdz taki punkt P lezacy na prostej [, ze warto$¢ wyrazenia

‘F 1P —F5P |
jest mozliwie najwieksza.

5. Dany jest czworokat ABC' D oraz punkty M i N bedace Srodkami
odpowiednio bokéw AB i C'D. Wykaz, ze

BC+DA>2-MN,

oraz réwnosé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy boki BC i DA
sa rownolegte.

6. (IV OMG, zawody III stopnia)

Dany jest okrag o srodku S oraz punkt D lezacy na tym okregu.
Cieciwa AB przecina odcinek SD w punkcie C, réznym od punk-
tu S. Wykaz, ze AB > 2C'D.

7. (VII OMG, zawody I stopnia)

W pieciokacie wypuktym ABCDEFE katy przy wierzchotkach B i D
sa proste. Wykaz, ze obwdd trojkata ACFE jest nie mniejszy
od 2-BD.

8. Znajdz najkrétsza mozliwa Sciezke pomiedzy przeciwlegltymi wierz-
chotkami szesScianu zawarta w jego brzegu (sumie wszystkich $cian).

68



9. (IT OMG, zawody I stopnia)
W trojkacie ABC' punkt M jest érodkiem odcinka BC' oraz
JBAC = 120°. Udowodnij, ze

AM > ?BC.

10. (VI OMG, zawody III stopnia)
Wewnatrz kota o promieniu 1 znajduja sie punkty Ay, As, ..., A1go-
Udowodnij, ze na brzegu tego kota istnieje taki punkt P, dla ktérego

PA; 4+ PAy+ -+ PAjgp > 100.
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]_ 5 Nierownosci

Kwadrat liczby rzeczywistej zawsze jest liczba nieujemnag. Korzysta-
jac z tej obserwacji jesteSmy w stanie udowodni¢ wiele nieréwnosci
— niekiedy nietatwych.

Twierdzenie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi nieréwnosé

a? + b2 > 2ab.

Dowéd
Przeksztatémy wyjsciowa nierdwnosé rownowaznie, korzystajac ze wzo-
ru skroconego mnozenia

a’ + b2 > 2ab,

a® —2ab+b? >0,
(a—b)2>0

Zauwazmy, ze kwadrat liczby rzeczywistej jest zawsze nieujemny,
czyli ostatnia nieréwnos¢ istotnie jest prawdziwa. Skoro wszystkie
przeksztatcenia byly réwnowazne, to prawdziwa jest réwniez wyj-
Sciowa nieréwnoscé.

Uwaga. Réwnowazna nierownos$é znana jest pod nieco inng forma
jako podstawowa wersja nierownosci miedzy Srednig arytmetyczng
a geometryczng. Moéwi ona o tym, ze dla dowolnych liczb nieujem-
nych x, y zachodzi nieréwnos¢:

T+
5 Y = \/Ty.

Dowdd polega na podstawieniu /z pod a i \/y pod b w Twierdzeniu

uzasadnionym wyzej.
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Przyktad 1
Udowodnij, ze
>+ +1>ab+a+b

dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b.

Rozwigzanie

W tym zadaniu, podobnie jak w dowodzie Twierdzenia wyzej, sko-
rzystamy z tego, ze kwadrat liczby rzeczywistej jest nieujemny. Za-
uwazmy, ze ponizsze nierownosci sg sobie réwnowazne:

a2 +b2+1> >ab+a+0b,
2a% 4+ 2% + 2 > 2ab+ 2a + 2,

\

2a° 4+ 2b* 4+ 2 — 2ab —2a—2b > 0,
(a®> =2ab+b%) + (a* —2a+ 1)+ (b* —2b+1) >0,
(a=b)2*+(a—1)2+(b-1)?>0

Skoro kwadrat liczby rzeczywistej zawsze jest nieujemny, to lewa
strona otrzymanej nieréwnosci réwniez jest nieujemna. Wszystkie
przeksztatcenia byty rownowazne, co dowodzi prawdziwosci tezy.

Nie wszystkie dowody nieréwnosci korzystaja z tego, ze kwadrat
liczby rzeczywistej jest nieujemny. Jedno z takich zadan ilustruje
nastepujacy przyktad.

Przyktad 2 (XI OMG, zawody III stopnia)
Dodatnie liczby a, b i ¢ sa nie wieksze od 2. Wykaz, ze

a+b+c+2 > abe.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze skoro 2 > a,b,c, to 8 =2-2-2 > abc oraz

da=a-2-2>abc, 4b=2-b-2>abc, 4c=2-2-c> abc.

Dodajac powyzsze nierownosci otrzymujemy, ze
4a+4b+ 4c+ 8 > 4abe.

Dzielac powyzsza nieréwnosé stronami przez 4 otrzymujemy teze.
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Uwaga

W powyzszym zadaniu skorzystaliSmy z tego, ze liczby a, b i ¢ sa
nie wieksze niz 2. Latwo zauwazy¢, ze gdyby tego zalozenia za-
brakto, analogicznie sformulowana nieréwnos¢ nie musiataby zajsc.
Chociazby dla a = b = ¢ = 3 mamy

11=a+b+c+2 < abc=27.

W trakcie myslenia nad zadaniem warto zwraca¢ uwage na to,
ze wykorzystania zatozen zadania zazwyczaj nie mozna pomingé.
Dobre ich uzycie jest niezbedne do otrzymania poprawnego rozwia-
zania. Gdy wydaje nam sie, ze poprawnie rozwiazaliSmy zadanie,
ale nie korzystamy z kluczowych zalozen, to jest bardzo duza szan-
sa, ze nasze rozumowanie nie jest poprawne. Warto wtedy jeszcze
raz przeanalizowa¢ swoj tok rozumowania w poszukiwaniu btedu.

Zadania

1. Udowodnij, ze

1
T+ —
x

> 2
dla dowolnej niezerowej liczby rzeczywistej x.

2. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb a i b zachodzi
1 1 4

7> X
a+b/a+b

3. Dane s liczby rzeczywiste a,b,c > /3. Wykaz, ze
abc > a+b+c.

4. Dane sa liczby rzeczywiste a, b i c. Wykaz, ze zachodzi nieréwnosé

2(a—c)’ +2(b—c)*> (a—b)>.

5. Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b i ¢
zachodzi nierownos¢é

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe.
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6. (II OMG, zawody I stopnia)

Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n o nastepujacej wta-
snosci: dla kazdej pary dodatnich liczb rzeczywistych x, y zachodzi
nier6wnosé

zy" <zt 4yt

7. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b
i ¢ zachodzi nier6wnos¢

@+ V4 At

> b+ec.
a-+b b+c cta atote

8. (VI OMG, zawody II stopnia)
Wykaz, ze dla dowolnych liczb z, y nalezacych do przedziatu (0,1)
spetniona jest nieréwnosé

2(1-y)* +y(l—2)* < (1-ay)*

9. Dane sg dodatnie liczby a < b < ¢ < d, dla ktérych zachodzi réw-
no$¢ a+b+c+d = 1. Udowodnij, ze

a®?+3b% +5c2 +7d* > 1.

10. Dane sa dodatnie liczby a, b i ¢, dla ktérych prawdziwa jest
zaleznos¢ abc = ab+ bc + ca. Wykaz, ze zachodzi nieréwnosé

abe >2(a+b+c).

11. Dla pewnych liczb dodatnich a, b zachodzi nieréwnosc¢
ab > a+b. Udowodnij, ze

a+b>4.

12. Dane sg liczby naturalne n i m. Wykaz, ze zachodzi nieréwnos¢

n"+m™ = 2mnY .
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I 6 Zasada minimum
i maksimum

W kazdym skonczonym podzbiorze zbioru liczb rzeczywistych ist-
nieje zaréwno liczba najwieksza, jak i najmniejsza. W niepustym
podzbiorze zbioru dodatnich liczb catkowitych istnieje liczba naj-
mniejsza. Te proste obserwacje maja wiele uzytecznych zastosowan.

Przyktad 1
Udowodnij, ze nie istnieje n takich liczb rzeczywistych x1, xa, ...,
Ty, 7€ spelnione jest n nastepujacych rownan:

T] = a:% +1

ro =3 +1

Ty, =+ 1
Dowdéd
Przypusémy nie wprost, ze liczby x1,x2,...,2, spelniajace dany
uktad istnieja. Niech z; bedzie najmniejsza sposrdd liczb x1, 2o, ..., xy,.

Jesli istnieje kilka rownych liczb o minimalnej wartosci, wezmy jed-
na z nich.

Zauwazmy, ze zachodzi nieréwnos¢é

5 \? 3
$i+1+1—$i+1 = xi+1—§ ‘f‘z >0,
gdzie w razie potrzeby przyjmujemy x,11 = 1. Zatem
T = :E?H +1> x4,
czyli
Ti > Tiy1-
Przeczy to minimalnosci x;, co konczy dowodd tego, ze dany uktad

nie ma rozwigzan.
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Przyktad 2

Na ptaszczyznie danych jest n biatych i n czarnych punktéw, przy
czym zadne trzy z tych punktéw nie leza na jednej prostej. Wykaz,
ze mozna narysowaé n odcinkéw w taki sposéb, by kazdy z nich
mial jeden koniec bialty i jeden koniec czarny, oraz by zadne dwa
odcinki nie miaty punku wspélnego.

Dowaéd

Polaczmy punkty odcinkami tak, aby kazdy odcinek miat konce
roznych kolorow oraz by suma diugosci wszystkich odcinkéw byta
najmniejsza z mozliwych. Wykazemy, ze taka konfiguracja spetnia
warunki zadania.

C B

Przypuéémy, ze odcinki AB i C'D maja wspolny punkt E. Wéowcezas
na mocy nieréwnosci trojkata mamy

AB+CD = (AE+BE)+ (EC+ED) =
=(AE+ED)+ (BE+EC)> AD+ BC.
Stad zmiana odcinkéw AB i C'D na AD i BC zmniejszytaby sume
dhugosci wszystkich odcinkéw, a to przeczy zatozeniu o jej mini-

malnoéci. Powyzsza sprzeczno$é dowodzi, ze zadne dwa odcinki nie
majg punktu wspolnego.

Zadania
1. W kazdy wierzchotek 1000—kata foremnego wpisano pewng do-
datnig liczbe rzeczywista. Czy mozliwe jest, by kazda wpisania licz-
ba byta rowna wartosci bezwzglednej réznicy liczb wpisanych w sa-
siednie wierzchotki?
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2. Rozstrzygnij, czy istnieje wielo$cian, ktorego wszystkie $ciany
sg trojkatami, o tej wlasnosci, ze kazda jego krawedz jest naprze-
ciwko kata rozwartego pewnej Sciany.

3. Dana jest tabela m x n. Powiemy, ze pewne dwa pola ze sobg
sasiaduja, jesli maja wspolny bok. W pola tej tabeli wpisano liczby
rzeczywiste, tak ze kazda z nich jest $rednig arytmetyczng sasiadu-
jacych z nig liczb. Wykaz, ze wszystkie liczby w tabeli sg réwne.

4. W turnieju pojedynkéw rycerskich kazdy z n rycerzy pojedynko-
wat si¢ z kazdym innym, nie byto remiséw. Po zakorniczeniu turnieju
okazalo sie, ze nie istnieje takich trzech rycerzy A, B, C, ze A wy-
gral z B, Bz CiC z A. Wykaz, ze istnieje rycerz, ktory wygrat
ze wszystkimi innymi.

5. (IX OMG, zawody II stopnia)

Na plaszczyznie zaznaczono n punktéw (n > 3), z ktorych zadne
trzy nie lezg na jednej prostej. Kazdy z tych punktéw pomalowano
na jeden z trzech koloréow, przy czym kazdego koloru uzyto przy-
najmniej raz. Udowodnij, ze istnieje taki tréjkat o wierzchotkach
w zaznaczonych punktach, ktorego kazde dwa wierzchotki maja roz-
ne kolory i do wnetrza ktérego nie nalezy zaden zaznaczony punkt.

6. (V OMG, zawody III stopnia)

Na tablicy napisano skonczenie wiele (i wigcej niz jedna) réznych
liczb rzeczywistych. Okazalo sie, ze dla kazdych dwéch napisanych
liczb zostala napisana takze ich suma. Jakie liczby napisano na ta-
blicy? Podaj wszystkie mozliwosci. Odpowiedz uzasadnij.

7. Na bankiecie, po turnieju pojedynkéw rycerskich, na ktorym kaz-
dy z n > 3 rycerzy pojedynkowal sie z kazdym innym i nie byto
remiséw, pewna grupa rycerzy (przynajmniej trzech) usiadta przy
okraglym stole. Okazato sie, ze kazdy z nich przegral z rycerzem
siedzacym po swojej prawej stronie, za$ wygral z rycerzem siedza-
cym po swojej lewej stronie. Wykaz, ze istnieje takich trzech rycerzy
A B, C,ze Awygratz B, Bz CiC z A.

8. Udowodnij, ze réwnanie a3 + 21 + 423 = 82y nie ma rozwigzan
w liczbach catkowitych dodatnich.
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9. Danych jest n czerwonych punktow na plaszczyznie, przy czym
zadne trzy nie leza na jednej prostej. Pole kazdego tréjkata o czer-
wonych wierzchotkach jest nie wieksze niz 1. Wykaz, ze istnieje
trojkat, o polu nie wiekszym niz 4, ktory zawiera wszystkie n czer-
wonych punktow.

10. Niech n bedzie liczbg naturalng. Na kazdej z 2n+ 1 planet znaj-
duje sie astronom i obserwuje najblizsza sobie planete. Odlegtosci
miedzy planetami sa parami rézne. Wykaz, ze istnieje planeta, kto-
rej nie obserwuje zaden astronom.
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Liczby pierwsze
i ztozone

O liczbach pierwszych byta mowa w rozdziale poswieconym liczbom
catkowitym i wymiernym. Tym razem postaramy sie spojrzec¢ na to
zagadnienie z nieco innej perspektywy.

Definicja
Liczbg pierwszqg nazywamy taka liczbe catkowity p wieksza od 1,
ktorej jedynymi dodatnimi dzielnikami sg 1 i p.

Przyktadami liczb pierwszych sa 2, 3 lub 11.

Liczbe catkowityg dodatnia n nazywamy zfozZong, wtedy i tylko wte-
dy, gdy mozna ja przedstawi¢ w postaci iloczynu n = ab, dla pew-
nych liczb catkowitych a,b > 1.

Liczbami ztozonymi sa chociazby 4, 6 czy 9.

Nalezy tutaj wspomnied, ze 1 nie jest ani liczba pierwsza, ani liczbg
ztozona. Mozna takze zauwazy¢, ze kazda liczba catkowita wicksza
od 1 jest albo liczba pierwsza, albo liczbg ztozong.

Fakt

Niech (p1,p2,p3,...) =(2,3,5,...) beda wszystkimi liczbami pierw-
szymi w kolejnosci rosnacej. Wowcezas kazda liczbe naturalng n
mozna zapisa¢, na doktadnie jeden sposdb, w postaci

n=ppy*pss - ...
gdzie ap, a9, a3, ... sg nieujemnymi liczbami catkowitymi. Ten zapis
nazywamy rozktadem liczby n na czynniki pierwsze.

Uwaga

W rozkltadzie powyzej pomijamy zapisywanie czynnikow postaci p?
rownych 1. W ten sposob rozktad ten ma zawsze skonczenie wiele
czynnikow.
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Przyktad 1
Udowodnij, ze liczb pierwszych jest niekoriczenie wiele.

Dowéd

Przypusémy nie wprost, ze liczb pierwszych jest skonczenie wiele.
Oznaczmy te liczby jako pi, po, ..., pp. Wiemy, ze 2 jest liczbg
pierwsza, wigc n > 1. Rozpatrzmy liczbe

K=pi-p2-...-pn+1

Zauwazmy, ze jest ona wicksza od 1.

Liczba p1-p2-... pp jest podzielna przez p; dla i € {1,...,n}. Stad
K nie jest podzielna przez zadna z liczb pierwszych. Jednakze, jak
wynika z Faktu, kazda liczba catkowita wieksza od 1 jest podzielna
przez jakas liczbe pierwsza. Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowdd.

Przyktad 2
Wykaz, ze liczba v/2 jest niewymierna.

Rozwigzanie
Zatézmy nie wprost, ze istniejg takie liczby catkowite dodatnie p,q,
ze zachodzi réwnosé

Vi="t.
q

Przeksztatcajac powyzsza réwnosé réwnowaznie, otrzymujemy

Niech

p=2% i q=2%,
gdzie a,b sg liczbami nieparzystymi. Innymi stowy, a i 5 bedg wy-
ktadnikami przy dwojce w rozktadzie odpowiednio p i ¢ na czynniki

pierwsze. Zauwazmy, ze dana roéwnos¢ jest réwnowazna roéwnosci

22aa2 — 22ﬁ+1b2.

Skoro a i b sa nieparzyste, to wyktadnik przy dwdjce w rozktadzie
na czynniki pierwsze wynosi odpowiednio 2« i 23+ 1 dla odpo-
wiednio lewej i prawej strony. Wiemy, ze jesli pewne dwie liczby sa
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rowne, to wyktadniki przy tych samych liczbach pierwszych sg sobie
rowne, czyli
20 =2B+1.

Jednak lewa strona powyzszej rownosci jest parzysta, a prawa nie.
Otrzymana sprzeczno$é dowodzi, ze v/2 jest liczba niewymierns.

Zadania

1. Wykaz, ze wszystkie liczby pierwsze wieksze od 3 mozna przed-
stawi¢ w postaci 6k + 1 lub 6k + 5, dla pewnego catkowitego k.

2. (X OMG, zawody III stopnia)
Udowodnij, ze kazda liczbe catkowita wicksza od 5 mozna przed-
stawi¢ w postaci sumy liczby pierwszej i ztozonej.

3. Niech p i q bedg dwiema kolejnymi nieparzystymi liczbami pierw-
szymi. Wykaz, ze istnieja niekoniecznie rézne liczby pierwsze a,b,c
takie, ze abc‘p+ q.

4. Znajdz wszystkie liczby catkowite n > 2, dla ktérych zachodzi
podzielnos$é n‘ (n—1)L

Uwaga

Definiujemy k! =1-2-...-k dla dowolnej liczby catkowitej k > 1.

5. Czy suma odwrotnosci k£ parami réznych liczb pierwszych moze
by¢ liczbg catkowita?

6. Wyznacz, ile zer ma na koncu liczba 50! zapisana w systemie
dziesietnym.
7. Wykaz, ze nie istnieje taka trojka parami roznych liczb pierw-

(p+q)(g+r)(r+p)
par

8. Wykaz, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n istnieje

szych (p,q,r), ze liczba jest calkowita.

n kolejnych liczb ztozonych.
9. Rozwiaz réwnanie p? +q? = r" w liczbach pierwszych p,q,r.

10. Dana jest liczba pierwsza p oraz liczba catkowita a, ktéra nie
jest podzielna przez p. Wykaz, ze istnieje taka liczba catkowita n,
ze an — 1 jest podzielna przez p.
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]_ 8 Katy i okregi

Rownosci katow sg Scisle zwigzane z okregami. Zauwazanie, ze na pew-
nych figurach mozna opisa¢ okrag czesto pozwala na poczynienie
warto$ciowych wnioskéw.

Fakt 1
Czworokat ABC' D mozna wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi rownosé

JADC +JCBA = 180°.

D ¢ D ¢
A A
B B

Fakt 1 Fakt 2

Fakt 2

Czworokat ABC' D mozna wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi réwnos¢ $ADB = SACB. Powiemy wéwczas, ze te katy
sa kgtami wpisanymi opartymi na tuku AB tego okregu.

Fakt 3

Dwa katy wpisane w ten sam okrag majg rowne miary wtedy i tylko
wtedy, gdy tuki, a tym samym cigciwy, na ktorych sa oparte, maja
rowne dlugosci.

W szczegdlnosci wynika stad, ze dwusieczna kata wpisanego w okrag
potowi tuk, na ktérym jest on oparty.
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Twierdzenie 1
Niech A, B, C beda dowolnymi punktami na okregu o $rodku
w punkcie O. Wéwezas zachodzi réwnoéé SAOB =23 ACB.

C C

Uwaga

Kat SAOB nazywamy kgtem srodkowym opartym na tuku AB.
Powyzsze twierdzenie mowi wiec, ze kat srodkowy ma dwa razy
wiekszg miare niz kat wpisany oparty na tym samym tuku.

Dowdéd

Zauwazmy, ze skoro O jest srodkiem okregu opisanego na trojka-
cie ABC, to zachodza réwnosci OA = OB = OC, gdyz wszystkie
powyzsze odcinki sg promieniami tego okregu.

Mamy wiec, ze trojkaty AOB, BOC, COA sa réwnoramienne.
Przyjmijmy wiec oznaczenia

JACO = 4CAO = «,
IBCO =<4CBO = p3,
JABO = 4BAO = .

Suma katow wewnetrznych w trojkacie ABC wynosi 180°, skad
(a+8)+ (B+7)+ (v+a) = 180°,

skad v =90° — a — 8. Mozemy teraz obliczy¢, ze
JAOB = 180° — 2y = 180° — 2(90° — o — ) = 2+ 283.

Zauwazmy, ze $ACB = a + 3, skad wynika postulowana wlasnosé.
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Twierdzenie 2 (o kacie miedzy styczna a cieciwa)

Dany jest trojkat ABC. Punkt K lezy po przeciwnej stronie pro-
stej AB niz punkt C' oraz prosta AK jest styczna do okregu opisa-
nego na tréjkacie ABC. Wtedy zachodzi réwnosé

JKAB=JACB.

Dowéd
Oznaczmy $rodek okregu opisanego na tréjkacie ABC przez O. Na
mocy poprzedniego twierdzenia wiemy, ze zachodzi réownosé

JAOB =29 ACB.

Trojkat AOB jest réwnoramienny, gdyz dwa jego boki sg promie-
niami okregu opisanego na tréjkacie ABC. Stad $ABO = $BAO.
Mamy wigc

JABO+<BAO+ <AOB = 180°,
29BAO = 180° — SAOB = 180° — 29 ACB,
JBAO =90°— JACB.

Poniewaz prosta styczna jest zawsze prostopadta do promienia po-
prowadzonego z punktu stycznosci, to zachodzi réwnosé

JKAO = 90°.
Stad w ponizszym rachunku otrzymujemy teze zadania:

JKAB=94KAO—<4BAO = 90°— (90° — SACB) = 4ACB.
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Przyktad 1 (XIII OMJ, zawody II stopnia)
Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i C'D. Punkty P i @
leza odpowiednio na przekatnych AC' i BD, przy czym

JAPD = 4BQC.
Wykaz, ze SAQD = <BPC.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze

JCPD =180°— SAPD = 180° -~ <BQC = $CQD

oraz punkty P i @ leza po tej samej stronie prostej C'D. Stad wy-
nika, ze punkty C, D, P, @) leza na jednym okregu. Jezeli punkt
przeciecia przekatnych trapezu ABC D lezy wewnatrz tego okregu,
to mozemy napisa¢ kolejno réwnosci

JABQ = 4QDC = 4QPC = 180° — S APQ.

Stad wynika, ze na czworokacie ABQP mozna opisaé okrag. Je-
zeli natomiast punkt przeciecia przekatnych trapezu ABCD lezy
na zewnatrz okregu przechodzacego przez punkty C, D, P, @), to
punkty B i P leza po tej samej stronie prostej AQ) i mamy

JABQ = 4QDC = 180°— 4QPC = SAPQ,

Woéwezas na czworokacie ABP(@) mozna opisaé¢ okrag. W obu przy-
padkach otrzymujemy réwnosé SAQB = SAPB, z ktérej mamy

JAQD = 180° — SAQB = 180°— YAPB = 4BPC.
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Jednym ze sposobéw dowodzenia, ze pewne trzy proste sg wspotpe-
kowe (tzn. przechodzace przez wspélny punkt), jest skonstruowanie
pewnego punktu i wykazanie, ze wszystkie dane proste przechodza
przez niego. Te metode ilustruje ponizszy przyktad.

Przyktad 2
Dane sg kwadraty ABDFE i BCFG tak jak na rysunku. Wykaz, ze
proste AG, CD i EF przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Oznaczmy rozny od B punkt przeciecia okregdéw opisanych na obu
danych kwadratach jako P. Wykazemy, ze proste AG, CD i EF
przechodza przez ten punkt, z czego wprost wyniknie teza.

Najpierw wykazemy, ze punkty A, G i P sa wspoétliniowe. Skoro
punkt P nalezy do okregéw opisanych na obu kwadratach, to

JAPB=9ADB=45° i <BPG=<IBCG = 45°.

Stad punkty A i G sa widziane pod tym samym katem z odcin-
ka PB, co dowodzi postulowanej wspotiniowodci.

Wykazemy teraz, ze punkty C, P i D leza na jednej prostej. Skoro
punkt P lezy na okregach opisanych na obu kwadratach, to

JAPD =<ABD =90° i JAPC =<GPC =JGFC = 90°.

Stad
JCPD = 4APC +<APD = 180°,

czyli punkty C', P i D leza na jednej prostej.
Dowdd tego, ze punkty F, P i F' sg wspotliniowe jest analogiczny.
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Zadania

1. Punkty P, Q i R naleza odpowiednio do bokéw BC, CAi AB
trojkata ABC'. Okregi opisane na tréjkatach BPR i C'PQ przecina-
ja sie w punktach P i.S, przy czym punkt S lezy wewnatrz trojkata
ABC'. Wykaz, ze na czworokacie ARS(Q mozna opisaé okrag.

2. Pigciokat ABC'DE wpisany jest w okrag. Wykaz, ze dwusieczne
katéw SACB, SADB i $AEB przecinaja siec w jednym punkcie.
3. Szesciokat ABC' DEF wpisany jest w okrag, a jego przekatne AC
i BD przecinaja sie w punkcie P. Wykaz, ze zachodzi réwnosc
JAFB+<9CED = JAPB.

4. Punkt S jest $rodkiem okregu opisanego na trapezie ABCD

o podstawach AB i CD. Przekatne tego trapezu przecinaja sie
w punkcie E. Wykaz, ze SCEB = 4CSB.

5. Na bokach BC'i AC' trojkata ostrokatnego ABC' zbudowano po
zewnetrznej stronie kwadraty BOCFE i ACGH. Udowodnij, ze pro-
ste AF', BG i FH przecinaja si¢ w jednym punkcie.

6. (IX OMG, zawody II stopnia)

W trojkacie ABC punkt D jest Srodkiem boku AB, a punkt FE jest

srodkiem odcinka C'D. Wykaz, ze jezeli prawdziwa jest rownosé
JCAE = 4BCD, to AC =CD.

7. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Niech H bedzie punktem
przeciecia jego wysokosci. Niech H' bedzie punktem symetrycznym
do punktu H wzgledem prostej AB, za$ H"” — punktem symetrycz-
nym do punktu H wzgledem srodka odcinka AB. Wykaz, ze na
pieciokgcie AH'H"” BC' mozna opisaé¢ okrag.

8. Na tréjkacie réwnoramiennym ABC, w ktorym AC' = BC' opisa-
no okrag. Poprowadzono prostg styczna k do tego okregu w punk-
cie A. Niech punkt D lezy na odcinku AB. Punkt E niech lezy

na prostej k tak, by AE = BD oraz, aby punkt ten lezat po tej samej
stronie prostej AB, co punkt C. Udowodnij, ze SEDA = <DCB.
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9. Dany jest trojkat ABC' oraz punkty D i E lezace odpowiednio
na bokach BC'i AC'. Niech F' bedzie punktem przeciecia prostych
AD i BE. Znajdz miare kata SACB, wiedzac ze ED = %AB oraz,
ze na czworokatach CDFE i ABDFE mozna opisaé¢ okregi.

10. Dany jest trojkat ostrokatny ABC'. Punkt G lezy wewnatrz te-
go trojkata, tak, ze proste C'G i AB sa do siebie prostopadte. Prosta
BG przecina okrag opisany na tréjkacie ABC' w punkcie D, réznym
od punktu B. Niech P bedzie dowolnym punktem na tym tuku BC
okregu opisanego na tréjkacie ABC, ktory nie zawiera punktu A.
Okrag opisany na trojkacie DG P przecina prosta CG w punkcie F,
roznym od punktu G. Prosta E'P przecina okrag opisany na tréj-
kacie ABC' ponownie w punkcie W. Wykaz, ze odcinek AW jest
srednicg tego okregu.
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]_ 9 Uktady réwnan

Rozwiaza¢ uklad réwnan to znaczy znalezé wszystkie pary (tudziez
trojki, czworki, ...) liczb, ktére spetniaja kazda z danych réwnosci.
Aby rozwigza¢ uktady rownan pojawiajace sie w szkole, wystarczy
najczesciej zastosowaé¢ metode podstawien lub przeciwnych wspot-
czynnikow. W zadaniach nieco trudniejszych, czesto konieczne be-
dzie uzycie bardziej pomystowych metod, ktore nierzadko powiaza-
ne beda z technikami opisanymi w poprzednich rozdziatach.

Przyktad 1 (VI OMG, zawody I stopnia)
Rozwiaz nastepujacy uktad réwnan w liczbach rzeczywistych

2?4+ r(y—4) =2
y?+y(r—4) = 2.
Rozwiagzanie

Odejmijmy réwnania stronami — pozwoli to pozby¢ sie wyrazéw zy
oraz —2, a takze wykorzysta¢ wzor na réznice kwadratow. Mamy

22—y —dx+4y =0,
x2—y2:4w—4y,
(z—y)(z+y) =4(z—y).

Zauwazmy, ze powyzsze rownanie ma po obu stronach czynnik (z —y).
Dobrym pomystem wydaje sie podzielenie przez niego stronami.
Jednak, aby moéc to zrobi¢ musimy rozpatrzyé co sie stanie, gdy
r—y =0, czyli z =y. Wowczas pierwsze rOwnanie ma postaé

2?4 —dr = -2,
2x2—4x—|—2:(),
2(z—1)%=0.
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Z powyzszego réwnania otrzymujemy, ze x = 1, co w potaczeniu
z zalozeniem, ze x =y, daje rozwiazanie (z,y) = (1,1). Potwierdza
to bezposrednie podstawienie do wyjsciowego uktadu.

Przyjmijmy teraz, ze x # y. Wowczas mozemy podzieli¢ réwna-
nie (r —y)(x +y) = 4(x —y) stronami przez (z —y), uzyskujac
x+y = 4. To oznacza, ze y —4 = —x. Po wstawieniu tego do pierw-

2:

szej réwnoéci mamy 2 —x —2, czyli 0 = —2 — sprzecznos¢.

Ostatecznie, jedynym rozwiazaniem jest para (1,1).

Uwaga

Zawsze po rozwigzaniu uktadu réwnan nalezy sprawdzi¢, czy otrzy-
mane rozwigzanie istotnie spetnia kazde z réwnan uktadu. Doda-

wanie i odejmowanie stronami nie jest bowiem przeksztatceniem
rownowaznym. Taka sytuacja miata miejsce w przyktadzie wyzej.

Przyktad 2 (I OMG, zawody II stopnia)
Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,¢) liczb rzeczywistych spetniajacych
uktad réwnan

a4+ b2+ 2 =23
a-+2b+4c = 22.

Rozwiagzanie
Intuicja, ktora doprowadza do rozwigzania tego zadania jest doszu-
kiwanie si¢ wzoréw skréconego mnozenia. Odejmijmy od pierwszego
rownania drugie pomnozone uprzednio stronami przez 2.
a?+ b4+ —2a—4b—8c = —21,
(a*—2a+1)+ (b*—4b+4) + (¢* —8c+16) =0,
(a—1)%4+(b—2)*+(c—4)* =0.

Suma kwadratéw jest réwna 0 tylko, gdy kazdy ze sktadnikéw jest
rowny 0, wiec a =1, b =2, ¢ = 4. Podstawiajac te wartosci do pierw-
szego réwnania otrzymamy

23 =1742%44% =21,

czyli ta trojka nie spetnia pierwszego réwnania. Jak pokazato spraw-
dzenie, dany w zadaniu uktad nie ma rozwigzan.

89



Zadania

1. Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste x, y dla ktérych zachodza

réwnosci
r+y=1
2?4y =1.

2. Rozwiaz nastepujacy uktad réwnan w liczbach rzeczywistych
2 +2+1=0
> +22+1=0
2+20+1=0.

3. Zmajdz wszystkie trojki liczb rzeczywistych (a,b,c), ktére spel-
niaja uktad réwnan

ab=c
bc=a
ca =b.

4. Rozwiaz nastepujacy uktad réwnan w liczbach rzeczywistych
22 4+ y? 4 22 = 2019
xy +yz+zx = 2019.

5. Znajdz wszystkie

pary liczb nieujemnych
uktad réwnan

:1:3+y3 =1
oyt =1

6. (I OMG, zawody III stopnia)

spetniajacych

Wyznacz wszystkie trojki (a,b,c) liczb rzeczywistych spetniajace
uktad réwnan

ab=a-+b
bc=b+c
ca=c+a
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7. Rozwiaz uktad w niezerowych liczbach rzeczywistych z, y
T+ % =y?+1
Y+ 5 =22 +1.

8. (XIII OMJ, zawody II stopnia)
Wyznacz wszystkie trojki (x,y, z) liczb catkowitych spelniajace uktad

rownan
r—yz=1
rZz+y=2

9. Rozwiaz nastepujacy uktad réwnan w liczbach rzeczywistych
222
1+ 22
2y
1+ 42
222
14 22

10. Rozwiaz nastepujacy uktad réwnan w liczbach rzeczywistych
2= Y+ =z
y2 =z+x
2242 = xTer
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Potegi

Liczba, kt6ra mozna przedstawié w postaci a”, dla liczb catkowitych
a, k, przy czym k > 1 | to potega liczby catkowitej o wyktadniku na-
turalnym. Rozwiazujac zadania o potegach liczb catkowitych, warto
pamieta¢ o wzorach skréconego mnozenia i ponizszych faktach.

Twierdzenie 1
Jesli liczby a i b sg kwadratami liczb catkowitych, to liczba ab réw-
niez jest kwadratem liczby catkowitej.

Dowoéd
Skoro a,b sa kwadratami liczb catkowitych, to mozemy zapisac,
ze a = x° i b=y dla pewnych liczb calkowitych z,y. Wowczas
ab = 2*y* = (y)?,
co dowodzi, ze ab jest kwadratem liczby catkowite;j.

Twierdzenie 2
Dane sg dodatnie liczby catkowite a,b, k, dla ktérych zachodzi réw-

nosc¢

a*-k=b.
Woéwezas k jest kwadratem liczby catkowitej.
Dowdéd

Rozpatrzmy dowolna liczbe pierwsza p. Zapiszmy a, b i k jako
a=pay, b=pSby, oraz k=pk,

gdzie ag, by i ko sa liczbami catkowitymi niepodzielnymi przez p.
Na mocy danej réwnosci mamy

PO adky = p¥? B3,
Liczby adko i b3 sa niepodzielne przez p. Stad wyktadniki przy p

w rozktadzie prawej i lewej strony na czynniki pierwsze wynosza

92



odpowiednio 2a+ v i 2. Skoro zachodzi rownosé, to powyzsze wy-
ktadniki réwniez muszg by¢ sobie réwne, czyli 2a+v = 203, a stad

v =2(-a).

Wykazalidémy, ze v jest liczba parzysta. Innymi stowy dla dowolnej
liczby pierwszej p wyktadnik przy niej w rozktadzie liczby k£ na
czynniki pierwsze jest liczbg parzysta. Mozemy wiec zapisac, ze

271, 272
2 ..

k=p{"p D= (

2
P pi'py? . oplt)”,

dla pewnych liczb pierwszych p1, p2, ... ,pt i liczb naturalnych 1, v2,
ooy Vi L powyzszej rownosci wprost wynika to, ze k jest kwadratem
liczby catkowitej.

Zauwazmy, ze 7z powyzszego twierdzenia wynika, ze jesli iloraz dwoch
kwadratow liczb catkowitych {7 jest liczba catkowita, to rowniez
bedzie on kwadratem liczby catkowitej.

Fakt
Dane sa liczby catkowite n i k, dla ktérych zachodza nieréwnosci

(n4+1)? >k >n?
Woéwczas liczba k nie jest kwadratem liczby catkowitej.

Przyktad 1 (X OMG, zawody III stopnia)
Dane sa takie dodatnie liczby catkowite a, b, takie ze liczby

a?+2b+1 oraz b*+2a+1

sg kwadratami pewnych liczb naturalnych. Wykaz, ze a = b.

Rozwigzanie
Przypusémy nie wprost, ze liczby a i b sa rézne. Bez straty ogdlnosci
przyjmijmy, ze a > b. Zauwazmy, ze zachodza nieréwnosci

(a+1)?=0a*4+2a+1>a”>+2b+1>a>

Stad liczba a? 4 2b+ 1 znajduje sie pomiedzy dwoma kolejnymi kwa-
dratami liczb catkowitych, a wigc sama nie moze nim by¢, zgodnie
z faktem wyzej. Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze a = b.
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Przyktad 2 (XIII OMJ, zawody III stopnia)

Dodatnie liczby nieparzyste a, b maja te wlasnoéé, ze liczba a’b®
jest kwadratem liczby catkowitej. Udowodnij, ze liczba ab jest kwa-
dratem liczby catkowite;j.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze

2
b—1 a—1
ppnt - (a2
b

Skoro liczby a, b sa nieparzyste, to liczby “T_l oraz %1 sg liczbami
catkowitymi. Zatem na mocy powyzszej réwnosci liczba ab~ 1521

jest kwadratem liczby catkowitej. Zauwazmy, ze zachodzi rownosé

a1 gb = abp.

b=1pa=1 oraz abb® sy kwadratami liczb catkowi-

Wiemy, ze liczby a
tych, a wiec na mocy Twierdzenia 2 liczba ab réwniez jest kwadra-

tem liczby caltkowitej.

Zadania

1. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Udowodnij, ze liczba
n? 4+ n nie jest kwadratem liczby catkowitej.

2. Dane sy liczby calkowite a, b. Udowodnij, ze jedli liczba a® — b?
jest parzysta, to jest podzielna przez 4.

3. Dane sg takie cztery dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, d, ze ilo-
czyn dowolnych trzech z nich jest kwadratem liczby catkowitej. Wy-
kaz, ze kazda z tych liczb jest kwadratem liczby catkowitej.

4. Dane sg liczby pierwsze p, q. Udowodnij, ze co najwyzej jedna
spoéréd liczb p? + ¢, ¢> +p jest kwadratem liczby catkowitej.

5. Rozwigz réwnanie 22 — 3z +2 = y? + 2y w dodatnich liczbach
catkowitych x, y.

6. (VIII OMG, zawody II stopnia)
Wyznacz wszystkie pary liczb pierwszych (p,q), dla ktérych liczba
p? +pg+ ¢? jest kwadratem liczby calkowitej.
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7. Na tablicy napisanych jest 2019 dodatnich liczb catkowitych, kté-
rych iloczyn jest 2019 potega liczby catkowitej. Niech k bedzie naj-
wigksza napisanag liczba. Wykaz, ze z tablicy mozna tak zetrze¢ jed-
ng liczbe albo dopisa¢ jedng liczbe mniejszg od k, by iloczyn liczb
na tablicy po tej operacji byt potega liczby catkowitej o wyktadniku
nie mniejszym niz 2018.

8. (XII OMJ, zawody III stopnia)
Dane sa takie dodatnie liczby catkowite a i b, ze kazda z liczb
ab oraz (a+1)(b+1)

jest kwadratem liczby catkowitej. Udowodnij, ze istnieje taka liczba
catkowita n > 1, dla ktérej liczba (a+n)(b+n) jest kwadratem
liczby catkowitej.

9. Dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ spelhiajg réwnosé

a3b> + 03 + 3a® = abe (a3 +b3+ 03) )
Udowodnij, ze iloczyn pewnych dwoch z liczb a, b, ¢ jest kwadratem
liczby catkowite;j.

10. Dane sa liczby pierwsze p, q oraz dodatnia liczba catkowita n.
Udowodnij, ze jedli liczba p? + ¢ jest kwadratem liczby catkowitej,
to liczba ¢? 4 p™ nie jest kwadratem liczby catkowitej.

11. Rozstrzygnij, czy istnieje taki podzbiér zbioru liczb catkowi-
tych, ktéry ma 2020 elementéw oraz taki, ze suma elementéw kaz-
dego jego niepustego podzbioru nie jest potega liczby catkowitej
o wyktadniku bedacym liczba catkowity wicksza od 1.
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Obroty

Obrotem wokét punktu O o kat skierowany « nazywamy takie prze-
ksztalcenie, ktére punktowi X przyporzadkowuje taki punkt X', ze

OX =0X" oraz IXOX' =a.

X/

X

Punkt X’ bedziemy nazywaé obrazem punktu X w tym przeksztal-
ceniu. Powiemy tez, ze punkt X przechodzi na punkt X',

W powyzszej definicji uzyto pojecia kgta skierowanego. Jezeli jego
miara jest dodatnia, to mamy na mysli obrét w kierunku prze-
ciwnym do ruchu wskazéwek zegara, a jesli miara jest ujemna — to
przyjmujemy kierunek obrotu w kierunku zgodnym z ruchem wska-
zowek zegara. Na przyktad obrot o kat —30° to jest obrét o 30°
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara. W rozwiazaniach zadan be-
dziemy zawsze podawac, w ktorg strone jest dokonywany obrot.

Fakt

Punkty X’ oraz Y’ sg obrazami punktéw X, Y w obrocie o kat «
wokét punktu O. Wowezas X'Y' = XY oraz kat miedzy prostymi
X'Y"i XY wynosi a.
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Czes¢ z ponizszych przyktadow i zadan mozna rozwigzac, nie korzy-
stajac z wtasnosci obrotéw, jednak zachecamy do prze¢wiczenia tej
wladnie metody. Pomaga ona w nowy sposob spojrze¢ na zadania
geometryczne i wyksztatci¢ umiejetnosé dostrzegania przeksztatcen
konfiguracji danej w zadaniu, przydatng w rozwigzywaniu trudniej-
szych probleméw na poziomie Olimpiady Matematycznej. W pod-
powiedziach do zadan napisano jaki obrét warto rozwazyc¢.

Przyklad 1

Dane sa kwadraty AXKL i BXCD, takie ze punkt X lezy we-
wnatrz odcinka AB oraz oba kwadraty leza po tej samej stronie
odcinka AB. Wykaz, ze proste AC' oraz BK sa prostopadte.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze <BXC = 90° i BX = CX. Rozpatrzmy wiec taki
obrét wokot punktu X o 90°, aby punkt B przeszedt na punkt C.

C D

L K

A X B

Mozemy zauwazy¢ réwniez, ze JAXK =90° i AX = KX. Stad
punkt K przejdzie na punkt A. A wiec odcinek BK przejdzie na od-
cinek C'A. Zauwazamy, ze obrot byt o kat 90°, czyli na mocy Faktu
proste BK i C'A sg prostopadte.

Przyktad 2

Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC' oraz punkt P lezacy na krot-
szym tuku AB okregu opisanego na tym tréjkacie. Wykaz, ze za-
chodzi réwnos¢ CP = AP+ BP.

Rozwigzanie
Rozwazmy obrot wokot wierzchotka A przeksztalcajacy punkt B w
punkt C'. Niech obrazem punktu P bedzie punkt Q.
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=
P
Trojkat ABP przechodzi na trojkat ACQ, skad mozemy wywnio-
skowac, ze zachodza réwnosci
JPBA=9QCA oraz JAPB=<JAQC.
Wéwezas, skoro punkty A, P, B,C leza na jednym okregu, to
JQCA=<IPBA=JIPCA,
a stad punkty @Q,C, P sa wspotliniowe.

Zauwazmy, ze skoro punkt P przechodzi przy rozpatrywanym ob-
rocie na punkt Q, to kat <PAQ jest réwny katowi tego obrotu:

JPAQ = 4BAC = 60°.

Laczac powyzszg rownosé z faktem, ze AP = AQ) wnioskujemy,
ze trojkat APQ jest réwnoboczny. Stad mamy

CP=CQ+QP=CQ+AP =DBP+ AP.

Uwaga

W powyzszym rozwiazaniu wykazalidmy, ze jesli wykonujemy obrot
o kat 60°, to dowolny punkt, jego obraz oraz Srodek tego obrotu
tworza trojkat rownoboczny.

Zadania

1. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Na jego bokach zbudowa-
no na zewnatrz tréjkaty rownoboczne ACE i BCD. Udowodnij,
ze AD = BE.
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2. Dany jest kwadrat ABC'D. Punkt O jest $srodkiem symetrii tego
kwadratu. Punkt E nalezy do boku C'D. Punkty P i () sa rzu-
tami prostokatnymi odpowiednio punktéw B i D na prostg AFE.
Udowodnij, ze tréjkat OPQ jest prostokatny réwnoramienny.

3. Dane sa kwadraty ABCD oraz AKLM. Wykaz, ze srodkowa
tréjkata DAK poprowadzona z punktu A jest prostopadta do pro-
stej BM.

4. Dany jest kwadrat ABC' D oraz punkty M i N lezace odpowied-
nio na odcinkach BC' i C'D, przy czym obwod trojkata CM N jest
réwny potowie obwodu kwadratu. Udowodnij, ze <M AN = 45°.

5. Dany jest kwadrat ABC'D oraz punkty M i N lezace odpowied-
nio na odcinkach BC' i C'D. Wykaz, ze jezeli zachodzi réwnosé
IBAM = SMAN, to AN = BM + DN.

6. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC oraz punkt P w jego wne-
trzu. Wykaz, ze z odcinkow PA, PB, PC' mozna zbudowaé trojkat.

7. Dany jest kwadrat ABC'D oraz punkt P wewnatrz niego. Okre-
slamy proste l4,lp,lc,lp przechodzace odpowiednio przez punkty
A,B,C,D, przy czym: prosta l4 jest prostopadta do prostej PB,
prosta g jest prostopadta do prostej PC', prosta [o jest prostopa-
dta do prostej PD, a prosta [p jest prostopadta do prostej PA.
Wykaz, ze proste 4, Ip, o, I[p przecinaja si¢ w jednym punkcie.
8. (XI OMG, zawody III stopnia)

Dany jest tréjkat rownoboczny ABC. Punkt P lezy na krétszym
tuku AB okregu opisanego na tym trojkacie. Punkt M jest srodkiem
odcinka AC. Punkt @ jest symetryczny do punktu P wzgledem
punktu M. Wykaz, ze BQ = PQ).

9. Dany jest tréjkat ABC, na ktérego bokach (na zewnatrz) zbu-
dowano tréjkaty réwnoboczne A’BC,AB'C,ABC’. Punkty P i Q
sg odpowiednio $rodkami odcinkéw B’C’ oraz A'C’. Udowodnij,
ze trojkat C'P(Q) jest rownoboczny.

10. Dany jest pieciokat wypuklty ABCDE, przy czym BC = CD,
DE = EA oraz katy przy wierzchotkach C' i F sa proste. Wykaz,
ze z odcinkéw AC,C'E, EB mozna zbudowad trojkat.
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2 2 Niezmienniki

Gdy analizujemy pewne przeksztalcenie, warto znalezé taka wta-
snos¢, ktora przy jego wykonywaniu nie zmienia sie.

Przyklad 1

Yeti ma 17 zottych skarpetek, 15 czerwonych i 13 niebieskich. Dzieki
swojej magicznej mocy moze dowolnie wiele razy zamieni¢ dwie
rozne skarpetki na pare skarpetek trzeciego koloru. Czy po pewnej
liczbie zamian moze uzyskac wszystkie skarpetki w jednym kolorze?

Rozwiagzanie
Zastanowmy sie, jak sie zmienia réznica miedzy liczba zottych skar-
petek, a liczbg czerwonych skarpetek.

o Jedli Yeti zamieni jedng zotta i jedng czerwong w dwie niebie-
skie, to ta roznica si¢ nie zmieni.

e Gdy zamieni jedng z6tta i jedng niebieskg na dwie czerwone,
to réznica zmniejszy sie o 3

o Jak zamieni jedng czerwona i jedng niebieskg na dwie zbtte,
to ta réznica zwiekszy sie o 3.

Stad wniosek, ze reszta z dzielenia badanej roznicy przez 3 jest za-
wsze stata. Latwo zauwazy¢, ze na poczatku wynosi ona 17—15 = 2.
W takim razie bedzie po dowolnej liczbie zamian dawaé reszte 2
z dzielenia przez 3.

Zobaczmy zatem, ile wynosi roznica w sytuacji, gdy wszystkie skar-
petki sg tego samego koloru. Jesli jest to niebieski, to 0, jesli z6tty, to
45, a jesli czerwony, to —45. We wszystkich przypadkach ta réznica
jest podzielna przez 3. Stad wnioskujemy, ze otrzymanie sytuacji,
w ktorej sa skarpetki tylko jednego koloru nie jest mozliwe.
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W powyzszym zadaniu wykazalidémy, ze reszta z dzielenia przez 3
réznicy miedzy liczba zottych skarpetek a liczba czerwonych skarpe-
tek nie zmieni sie, gdy beda wykonywane dozwolone zamiany. Taka
wtasnos¢ nazywamy niezmiennikiem. WykazaliSmy, ze ta reszta ma
inng wartos¢ w stanie poczatkowym i w stanie pozadanym, wiec
stan pozadany nie moze zosta¢ otrzymany. Tego typu rozumowanie
jest bardzo powszechne w zadaniach olimpijskich.

Niekiedy zdarza sie, ze pewne przeksztatcenia zmieniajg pewna wta-
snos¢ tylko w okreslony sposéb — np. pewna liczba wskutek wy-
konywania ruchéw tylko rosnie lub tylko maleje. Takie wlasnosci
nazywamy potniezmiennikami.

Przyktad 2

W kazdym polu planszy 100 x 100 zapisano pewng liczbe catkowi-
ta. W kazdym ruchu mozemy wybra¢ pewna kolumneg lub wiersz
i zmieni¢ znak kazdej liczby, ktéra sie w nim znajduje. Wykaz,
ze mozemy tak wykonywaé ruchy, aby w pewnym momencie suma
liczb w kazdej z kolumn i w kazdym z wierszy byta nieujemna.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy jako poétniezmiennik sume wszystkich liczb w tablicy.
Bedziemy wykonywaé tylko takie ruchy, ktore zwiekszaja te war-
tosé. Gdybysmy mogli wykonywa¢ takie ruchy bez ograniczen, to
oznaczaloby, ze wartos¢ analizowanego péiniezmiennika mogtaby
urosna¢ do dowolnie duzych wartosci. Oczywiscie nie jest to mozli-
we, gdyz jego wartos$¢ jest ograniczona z géry przez sume wartosci
bezwzglednych wszystkich zapisanych w tablicy liczb.

Whioskujemy stad, ze w pewnym momencie nie bedzie mozliwe wy-
konanie zadnego ruchu, ktéry by zwiekszyl sume wszystkich liczb
w tablicy. Gdyby suma liczb zapisanych w pewnej kolumnie lub
w pewnym wierszu byla ujemna, to zmieniajac ich znak, mozna
by zwiekszy¢ ich sume — co przeczy powyzszemu zatozeniu. Otrzy-
mana sprzecznos¢ dowodzi tego, ze suma liczb w kazdej kolumnie
i w kazdym wierszu jest nieujemna.
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Zadania

1. Czy w wyrazeniu 142+ ...+ 1017 mozna zmieni¢ niektore znaki
+ na — w taki sposob, by w wyniku otrzymac zero?

2

2. Szachownica 2020 x 2020 jest wypeliona znakami ,+”7 i ,—
w taki sposob, ze doktadnie jedno pole zawiera znak ,—". Dozwo-
lone sg zmiany wszystkich znakéw na przeciwne na dowolnej linii
pionowej lub poziomej oraz na gtéwnej przekatnej. Czy wykonujac
takie operacje, mozna otrzymaé szachownice z samymi plusami?

3. Na okregu napisano n dodatnich liczb catkowitych. Nastepnie po-
miedzy kazde dwie sasiednie liczby wpisano ich maksimum, a po-
czatkowe n liczb zmazano. Postepowanie to bylo kontynuowane.
Wykaz, ze po pewnej liczbie takich operacji otrzymano n réwnych
liczb.

4. Na szachownicy 2019 x 2021 sa rozmieszczone pionki, po jednym
na kazdym polu. Kazdy pionek przestawiono na jedno z pdl sa-
siadujacych z tym, na ktérym stal. Czy jest mozliwe, ze po takim
przestawieniu nadal na kazdym polu stoi pionek?

5. Na tablicy napisano liczbe 2020!, czyli 1-2-...-2020. W kazdym
ruchu Yeti $ciera zapisang liczbe z tablicy i zastepuje ja suma jej
cyfr, az otrzyma liczbe jednocyfrowa. Jaka liczbe otrzyma Yeti?

6. Na tablicy napisano liczby 1,2,...,2019. W jednym ruchu mozemy
zetrze¢ dwie z nich — nazwijmy je a,b — i wpisa¢ w ich miejsce
liczbe ab+ a—+b. Ile jest réznych mozliwych wartosci, ktére mozemy
osiagnad¢ na koncu, gdy zostanie tylko jedna liczba?

7. Dana jest szachownica 100 x 100. Na kazdym polu lezy kamien.
W jednym ruchu mozemy wybraé takie trzy rézne pola A, B i C
lezace w jednej kolumnie lub w jednym wierszu, ze Ai B oraz BiC
majg wspélne brzegi. Jesli na polach A i C' jest niezerowa liczba ka-
mieni, to mozemy zabra¢ po jednym z obu tych péli przetozy¢ je na
pole B. Rozstrzygnij, czy mozna, wykonujac takie ruchy, przetozy¢
wszystkie kamienie na jedno pole.
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8. Dane sa punkty A= (0,0), B=(0,1)iC = (1,0). W danej chwi-
li mozemy zamieni¢ jeden z tych punktéw na jego obraz w syme-
trii wzgledem innego sposréd nich. Rozstrzygnij, czy mozna w ten
sposob otrzymac trojkat ABC', ktorego wspolrzedne wierzchotkéw
to (0,0), (2,0), (0,1) (niekoniecznie w kolejnosci A, B, C).

9. Pewna planeta podzielona jest na kraje, przy czym kazdy z nich
jest w ,jednym kawatku”. W kazdym z nich obowigzuje monar-
chia lub republika. Jesli wiekszos¢ sasiadéw danego kraju ma inny
ustrdj niz on, to kraj ten jest zagrozony rewolucja. Pozostate kra-
je sa stabilne. Kazdej nocy w doktadnie jednym kraju zagrozonym
rewolucja, ta rewolucja wybucha i ustréj zmienia sie na przeciwny.
Wykaz, ze po pewnym czasie na tej planecie wszystkie kraje beda
stabilne.

10. Na drucie siedzi 2019 wroébli. Co sekunde pewne dwa sgsiednie
z nich zamieniaja sie miejscami. Czy jest mozliwe, zeby po pew-
nej parzystej liczbie sekund okazato sie, ze wroble siedza na drucie
w dokladnie odwrotnej kolejnosci niz na poczatku?
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2 3 Kongruencje

Operacja wykonywania dzielenia z resztg powinna by¢ Czytelnikowi
dobrze znana. Zastanéwmy si¢ doktadniej czym ona w istocie jest.

Definicja 1
Dana jest liczba catkowita a i dodatnia liczba catkowita n. Wowczas
powiemy, ze a daje reszte r przy dzieleniu przez n jesli istnieje taka
liczba catkowita k, ze

a=k-n+r

oraz 0 <r <n.

Uwaga
Warto zastanowi¢ sie dlaczego dla ustalonych liczb a,n istnieje do-
ktadnie jedna liczba catkowita r spetniajaca warunki wyzej?

Spréobujmy zilustrowaé te formalng definicje na przyktadzie. Mo-
zemy stwierdzi¢, ze liczba 11 daje reszte 2 przy dzieleniu przez 3.
Istotnie — zachodzi réwnosé

11=3-3+4+2.
Liczba 23 réwniez daje reszte 2 z dzielenia przez 3, gdyz
23="7-3+2.

Obie liczby: 11 1 23 daja te sama reszte z dzielenia przez 3. Zauwaz-
my, ze roznica 23 — 11 = 12 jest liczba podzielna przez 3. Nie jest
to przypadek, o czym moéwi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1

Liczby catkowite a oraz b daja te samag reszte z dzielenia przez
dodatnig liczbe catkowita n wtedy i tylko wtedy, gdy réznica a —b
jest podzielna przez n.
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Dowdéd
Skoro liczby a i b dajg te samg reszte z dzielenia przez n, to mozemy
zapisac

a=ks-n+r oraz b=k, -n+r,

dla pewnych liczb catkowitych kg, k. Mamy

a—b=(ken+r)—(kgn+r)= (kq—kp)n,
co dowodzi tego, ze liczba a — b jest podzielna przez n.
Dowodd w drugg strone pozostawiamy Czytelnikowi.
Definicja 2

Jesli liczby catkowite a i b daja te sama reszte w dzieleniu przez
dodatnig liczbe catkowitg n, to zapiszemy

a=b (modn).
Powyzsza zaleznos¢ czytamy jako ,,a przystaje do b modulo n” oraz
nazywamy kongruencjg lub przystawaniem.

Na przyktad wiemy, ze liczby 11 i 23 daja te sama reszte z dzielenia
przez 3, wiec mozemy zapisac, ze

11=23 (mod 3).
Teraz przystapimy do udowodnienia najwazniejszych wtasnosci kon-

gruencji. W istocie sa one niezwykle intuicyjne i pozwalaja na gte-
bokie zrozumienie istoty operowania na resztach z dzielenia.

Twierdzenie 2
Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz liczby catkowite a, b, ¢, d,
dla ktérych zachodza przystawania

a=b (modn) oraz c¢=d (modn).
Woéwezas zachodza przystawania

a+c=b+d (mod n),
a—c=b—d (modn),
ac=bd (mod n).
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Dowdéd
Zapiszmy

a=kyn+nry, b=kn+ry, c=kn+ry, d=kgn+ro,
dla pewnych liczb catkowitych kg, kp, ke, kg, 71,72. Wowczas mamy
a+c=(kg+ke)n+ (ri+ra),

b+d= (ky+kqg)n+ (r1+r2).

Stad obie z liczb a+c i b+d daja te sama reszte z dzielenia przez n
co r1+ 19, z czego wynika, ze a+c=b+d (mod n).

Podobnie wykazujemy, ze liczby a —c i b—d daja te sama reszte
z dzielenia przez n co r1 —ra, skad a—c=b—d (mod n).

Zauwazmy, ze
ac = (kgn+11)(ken+1r2) = (koken + kqro + ker1)n 4 r179.

bd = (kbn+7"1)(kdn—|—7"2) = (kbkdn—l—/ﬂﬂ“g +kdr1)n+r1r2.

Stad liczby aci bd daja taka sama reszte jak r1ry z dzielenia przez n,
czyli ac = bd (mod n).

Twierdzenie 3
Dane sa takie liczby catkowite a, b oraz dodatnia liczba catkowita n,
ze zachodzi przystawanie

a=b (mod n).
Niech k bedzie dodatnig liczba catkowita. Wowcezas

afF =b*  (mod n).

Dowéd
Na mocy poprzedniego twierdzenia kongruencje mozna mnozy¢ stro-
nami. Przemnazajac k danych przystawan

a=b (mod n),

przez siebie otrzymujemy teze.
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Przyktad 1
Dana jest liczba catkowita a. Wykaz, ze

a?=0 (mod3) oraz a’=1 (mod 3).

Rozwigzanie
Kazda liczba catkowita daje reszte 0, 1 lub 2 z dzielenia przez 3.
Rozpatrzmy wiec kazdy z tych trzech przypadkow.

1. Jedli a=0 (mod 3), to a>=0?=0 (mod 3).

2. Gdy a=1 (mod 3), to a2=12=1 (mod 3).

3. Z kolei dla a =2 (mod 3) mamy a®>=22=4=1 (mod 3).
Uwaga
Prowadzac rozumowanie podobnie do przedstawionego wyzej uza-
sadni¢ mozna, ze kwadrat dowolnej liczby catkowitej daje przy dzie-

leniu przez 4 reszte 0 lub 1. Jest to to fakt uzywany czesto w roz-
wiazaniach zadan olimpijskich.

Przyktad 2
Liczby calkowite a, b, ¢ maja te wlasnos¢, ze liczby ab—1, bc—1
i ca— 1 sa podzielne przez pewng liczbe pierwsza p. Wykaz, ze liczba

a?+b*+c* -3
rowniez jest podzielna przez p.

Rozwiagzanie
Dane podzielnosci mozemy zapisa¢ rownowaznie jako

ab=1 (mod p), bc=1 (modp), ca=1 (mod p).

Mamy
a*=a*-be=ab-ac=1 (mod p).

W sposéb analogiczny wykazujemy, ze b? = c> =1 (mod p). Stad
A2+ +F-3=14+1+1-3=0 (mod p),

co nalezalo wykazac.
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Zadania

1. Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej a jedna z liczb a?, a® —1
lub a? — 4 jest podzielna przez 8.

2. Wyznacz ostatnig cyfre liczby 2190 4- 3100,

3. Znajdz wszystkie liczby catkowite x,y spetniajace rownanie

2% — 3y% = 1001.

4. (V OMG, zawody III stopnia)

Dane sa takie liczby catkowite a,b,c > 1, ze najwiekszy wspolny
dzielnik liczb a—1,0—1,c—1 jest wiekszy od 1. Udowodnij, ze liczba
abc —1 jest ztozona.

5. Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej n i dowolnej liczby nie-
parzystej k liczba 2F + (n— 2)’“ jest podzielna przez n.

6. (V OMG, zawody II stopnia)
Wyznacz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, dla ktorych
obie liczby n? +n + loraz n? +n + 3 sg pierwsze.

7. Wykaz, ze nie istnieja takie dodatnie liczby catkowite a, b, k, dla
ktorych zachodzi réwnosé
a? + 0% =4*,
8. Dane sg liczby catkowite aq,as,...,a100. Wiadomo, ze dla dowol-
nej liczby catkowitej 99 > ¢ > 1 zachodzi rownosé
aiy1 =a; —a;+1.
Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 istnieje co najwyzej

jedna taka liczba t, Ze liczba a; jest podzielna przez n.

9. Dana jest liczba pierwsza p oraz takie liczby a, b, ¢, d niepodzielne
przez p, ze liczby a4 203 oraz ¢® + 2d° sa podzielne przez p. Uza-
sadnij, ze istnieja takie liczby caltkowite n,m, ze liczba n'® +2m!®
jest podzielna przez p.

10. Znajdz wszystkie takie pary dodatnich liczb catkowitych (n,m),
dla ktérych zachodzi réwnodé 114 2! + 3!+ +n! = m?.
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Podpowiedzi



10.

1. Trapezy réwnoramienne i réwnolegtoboki

. Udowodnij, ze trojkaty AM B i C'M D sa przystajace.

. Zauwaz, ze tuki danego okregu sg réwnej dhugosci wtedy i tylko

wtedy, gdy cieciwy oraz katy oparte na tych tukach sa rownej
dhugosci.

. Zauwaz, ze jesli trapez ma ramiona réwnej dlugosci, to moze

by¢ albo trapezem réwnoramiennym, albo réownolegltobokiem.
Skorzystaj z wlasnosci tréjkata o katach 30°,60°,90°. Rozwaz
wszystkie przypadki.

. Zauwaz, ze czworokat AK LM jest réwnolegtobokiem.

. Dorysuj taki punkt D na prostej AM, ze czworokat ABDC' jest

rownolegtobokiem.

Dorysuj wysokosci tego trapezu opuszczone z wierzchotkow C'i D.
Zauwaz, ze powstanie prostokat i dwa tréjkaty prostokatne.

Skorzystaj z twierdzenia o linii $rodkowej. Udowodnij, ze czwo-
rokat K LM N jest rownolegltobokiem.

. Skorzystaj z faktu, ze trapez réwnoramienny ma przekatne réw-

nej dtugosci.

. Niech S bedzie punktem przeciecia przekatnych rownolegtoboku.

Pokaz, ze BS = QS = DS.

Dorysuj taki punkt X wewnatrz tego szeSciokata, ze czworokat
ABCX jest rownolegtobokiem.
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2. Przeksztalcenia algebraiczne

. Podnie$ pierwsza z danych réwnosci stronami do kwadratu.
. Podnie$ dane réwnosci stronami do kwadratu.
. Pomnoéz wyjsciowa rownosé przez a + b stronami.

. Wykaz, ze zachodzi rownosé¢

at+b+c a+bt+c a+b+c
a N b N c

. Dodaj wyrazenie ad do obu stron rownosci ab = cd.
. Podstaw x =a+c, y =b+d.
. Przemno6z dang réwnosé przez a + b+ ¢ stronami.

. Przeksztal¢ wyjsciowe rownanie, aby otrzymac rownosé

CL—b:E

be

. Zauwaz, ze zachodzi réwnosé

1 1

1
(n—1)n n—-1 n’

Udowodnij, ze zachodzi réwnos¢

(a—2)(b—2)(c—2)=0.
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3. Zasada szufladkowa Dirichleta

. Niech szufladkami beda miesigce, a skarpetkami — osoby.

. Ile jest szufladek i ile skarpetek trzeba wybrac, aby zgodnie z za-

sada szufladkowsg Dirichleta pewne dwie znalazty sie w tej samej
szufladce?

. Rozpatrz pary {1,16},{2,15},...,{8,9}.

. Zauwaz, ze suma ocen ucznia jest liczba caltkowita, ktéra jest

wieksza od 1 i mniejsza od 12.

. Podziel prostokat na 6 prostokatéw o wymiarach 1 x 2, niech te

prostokaty beda szufladkami.

. Rozwaz dowolne trzy punkty bedace wierzchotkami tréjkata row-

nobocznego o boku dtugosci 1.

. Zauwaz, ze wszystkie jesli a i b sg réznymi liczbami catkowitymi,

ze § <2, to b nie moze dzieli¢ a.

. Rozpatrz ciag liczb 10°, 10, 102,....

. Niech szufladkami beda reszty z dzielenia przez 10. Rozwaz przy-

padek, gdy jedna z szufladek jest pusta.

. s . . . . 1
Jakie wartosci przyjmuje wyrazenie 7

Przedzialy tez moga by¢ szufladkami.
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4. Przystawanie trojkatow

. Jest mozliwe, ze zachodza dane réwnosci, a dane trojkaty nie sa

przystajace.

. W pierwszych dwoch przypadkach udowodnij, ze

ACHA=ACHB.

W trzecim przypadku rozpatrz taki punkt K, aby S byt srodkiem
odcinka C'K. Wykaz, ze tréjkaty ASC i BSK sa przystajace.

. Zauwaz, ze NAXP = ABYP.
. Wykaz, ze AAMC = ADMB.

. Dorysuj wysokos¢ C'H danego trojkata. Nastepnie oznacz rzu-

ty prostokatne punktéow X i Y na nig jako S i 7. Nastepnie
poszukaj tréjkatow przystajacych.

. Dorysuj srodek odcinka DP.

. Oznacz punkty stycznoéci sfery wpisanej do écian SAB, SBC,

SCD, SDA jako X, Y, Z i T. Wykaz, ze trojkaty SXB i SY B
sa przystajace. Poszukaj innych par tréjkatéw przystajacych.

. Wykaz ze AC = BD.

. Rozpatrz punkt symetryczny do rzutu M na AC wzgledem pro-

stej DM.

Rozpatrz takie punkty X i Y na zewnatrz trojkata ABC, aby
zachodzily przystawania

AKCX =ACYL=AABC.
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. Zauwaz, ze jezeli ab’cH—b, to a‘a—i—b, wiec a

5. Podzielnosci

. Poniewaz 2 i 3 sa r6znymi liczbami pierwszymi, wiec wystarczy

wykazaé, ze liczba n(n+1)(2n+1) jest podzielna przez 2 i 3.
b,

4 2

. Zauwaz, ze n* —n? =n%(n—1)(n+1). Rozwaz osobno przypad-

ki, gdy n jest liczba parzysta i gdy n jest liczbg nieparzysta.

. Podstaw m =n+ 1.

. Zauwaz, ze abcab = 10010a + 10016 + 100c¢ oraz ze liczby 10010

i 1001 sa podzielne przez 11. Wywnioskuj, ze 11 dzieli 100c.

. Zauwaz, ze jezeli d‘ 1751 d‘ atod ‘ b=175—a. Wywnioskuj stad,

ze 35 dzieli a i b.

. Zauwaz, ze jezeli a+k:‘b+k, to a—i—k‘b—a.

. Zauwaz, ze

dab—1+2(a+b+1) = (2a+1)(2b+1).

Skorzystaj z tego, ze liczba a4+ b+ 1 jest liczbg pierwsza.

. Skorzystaj z faktu, ze dodatnie dzielniki dowolnej potegi dwojki

sg réwniez potegami dwojki.

Wykaz, ze a|b oraz zapisz b = ak.

114



10.

6. Grafy

. Postepuj podobnie jak w Przyktadzie 1.

. Rozpatrz dowolng osobe i jej znajomych. Wykaz, ze pewni dwaj

jej znajomi sie znaja.

. Rozpatrz graf, ktorego wierzchotkami sa $ciany danego wielo-

Scianu. Dwa wierzchotki sg potaczone krawedzia wtedy i tylko
wtedy, gdy $ciany im odpowiadajace majg wspolng krawedz.

. Jest to mozliwe. Sprébuj skonstruowaé konfiguracje o mniejszej

liczbie oséb, a nastepnie powiel ja tyle razy, by tacznie mie¢ 200
0sob.

. Niech A bedzie dowolnym uczestnikiem przyjecia. Udowodnij,

ze wowczas istnieje trojka uczestnikow, z ktorych wszyscy sa
znajomymi A lub wszyscy nie sg znajomymi A.

. Przyjmij, ze kazdy z graczy wygrat doktadnie x meczdéw. Sprobuj

obliczy¢ x.

. Nie jest to mozliwe. Zauwaz, ze jesli wjedziemy do jakiego$ mia-

sta, to musimy réwniez z niego wyjechac, o ile nie jest to miasto
poczatkowe ani koncowe naszej podrozy.

. Jedli czerwone odcinki nie spetniaja tej wtasnosci, to graf ztozony

z danych punktow i tylko czerwonych odcinkéw ,rozpada sie” na
kilka niepotaczonych czesci, miedzy ktérymi sa tylko niebieskie
odcinki.

. Dobrym pomystem bedzie podpisywanie wierzchotkow liczbami

po kolei — najpierw podpisujemy pierwszy wierzchotek, potem
drugi, itd. Trzeba uzasadni¢, ze kazdy wierzchotek mozna bedzie
podpisaé¢ pewng liczbg tak, aby warunek z zadania zachodzit.

Wykaz, ze istnieje taka grupa n 41 oséb, ze kazda para oséb
z tej grupy si¢ zna.
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7. Pola

. Wykaz, ze zachodzi rownosc¢

[ABD] = [ABC].

. Zauwaz, ze

[ABE] = [ABC).

. Wykaz, ze zachodzi réwnosé

[ABED)] = [ABC).

. Skorzystaj z tego, ze

[ABC] = [BCP] +[CAP]+ [ABP].

. Zauwaz, ze

[AMND] = [BMNC].

. Skorzystaj z Twierdzenia 2. Nastepnie udowodnij ze, jesli L # [

i M # m sa niezerowymi liczbami rzeczywistymi, to jesli ﬁ = %,
L L-1

L _ 1
tOM_m_M—m‘

. Sprobuj udowodnié, ze

[AECF] = [APF] + [AQE].

. Oznacz DE =z, C'E =y, za$ wysokosci trojkatéow BC'D i ACD

poprowadzone z wierzchotkow B i A odpowiednio h i g. Zapisz
zatozenia zadania za pomocg wyrazen algebraicznych.

. Zauwaz, ze pole wycinka kotowego zawierajacego kréotszy tuk BD

jest mniejsze niz pole trojkata ABC. Skorzystaj ze wzoru na pole
i obwod wycinka kotowego.

Skorzystaj z zadania 6.
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11.

12.

8. Liczby calkowite i wymierne

. Zauwaz, ze skoro liczba l‘-l—% jest liczba catkowita, to liczba

2
(3: + %) rowniez bedzie catkowita.

. Zauwaz, ze zachodzi réwnosé¢ (a+c)(b+d) = ab+bc+ cd + da.
. Zauwaz, ze a+b=bc—c=c(b—1).

. Niech p+400 = a?. Przeksztalé to réwnanie, uzywajac wzoru na

roznice kwadratow.

. Oznacz a4+ b=2k+1,b+c=2k+2, a+c=2k+3. Z powyz-

szych réwnoéci wylicz a.

. Zauwaz, ze xy —2x —3y+6 = (x —3)(y —2).
. Wykaz, ze liczba (a+b)? jest wymierna.

. Skorzystaj ze wzorow skroconego mnozenia:

(a+0)2=a?+2ab+b*> oraz (a—b)? =a®—2ab+ b

at+bv2 _

. Przyjmij breva q dla pewnej liczby wymiernej q. Przeksztaté

te réwnos¢ do postaci

a—qb=(qc—b)V2,
a nastepnie skorzystaj z tego, ze v/2 jest liczba niewymierna.
Takie liczby istnieja.

Kazda liczbe wymierng mozna przedstawi¢ w postaci utamka
zwyktego %, gdzie p i q sa liczbami catkowitymi. Podstaw pod a,
b, ¢ i d pewne wyrazenia algebraiczne zmiennych p i ¢, tak, aby
spetni¢ warunki zadania.

Przemnéz dang réwnosé przez 4 stronami, poszukaj wzorow skro-
conego mnozenia.
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9. Plansze

. Zauwaz, ze klocki w ksztatcie domina pokrywaja jedno pole biate

i jedno pole czarne. Zbadaj, jakiego koloru pola przykrywa klocek
drugiego rodzaju.

. Pokoloruj plansze, jak zwykta szachownice.

. Pokoloruj kwadrat 10 x 10 jak zwykta szachownice. Zauwaz, ze

do pokrycia szachownicy potrzeba doktadnie 25 T-klockow.

. Podziel szachownice na 16 kwadratow 2 x 2.
. Rozwaz potozenie Z-klocka, ktory pokrywa pewne pole narozne.

. Pokoloruj jednostkowe trojkaty na biato i czarno, tak, aby kazde

dwa sasiednie tréjkaty byty réznego koloru.

. Pokoloruj plansze tak, aby kazdy klocek przykrywal doktadnie

jedno kolorowe pole.

. Ponumeruj kolumny liczbami od 1 do 99. W kazde pole wpisz

reszte z dzielenia przez 5 numeru kolumny, w ktérej lezy to pole.

. Niech dtuzsze boki beda poziome. Wpisz w kolejne wiersze liczby

1,0,—1,1,0,—1,...

Pokoloruj plansze tak, aby kazdy klocek pokrywat doktadnie jed-
no kolorowe pole. Sprobuj ,,obroci¢” to kolorowanie o 90°.
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10. Twierdzenie Talesa

. Skorzystaj z twierdzenia Talesa dla prostych AB i XY.

. Przy uzyciu twierdzenia Talesa wyraz dtugo$¢ odcinka X FE za

pomoca dtugosci innych odcinkéw.

. Wyznacz dtugosci odcinkéw DFE i FG w zaleznosci od dtugosci

odcinka AB.

. Zaznacz $rodek K przekatnej BD i skorzystaj z twierdzenia Ta-

lesa.

. Udowodnij, ze SABC = $PQR.

. Rozpatrz punkt przeciecia prostych AD i BC. Skorzystaj z twier-

dzenia Talesa.

. Wykaz, ze AF = AB.

Pokaz, ze proste AD i C'B sa réwnolegte.

. Zrzutuj punkty C, M, D na prosta AB.

Przedstaw utamek % jako iloraz dtugosci innych odcinkow.
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11. Dziatlania na pierwiastkach

. Usun niewymierno$ci — rozszerz mianownik jednego z utamkow

0 2+ /3, za$ mianownik drugiego — o 2 — /3.

. Podnie$ rownanie stronami do kwadratu i zredukuj wyrazy po-

dobne.

. Zastanéw sie, czy istnieje taka liczba rzeczywista x, ze zachodzi

rownoéé vVl +1=z.

. Usun niewymiernos¢ z mianownika w kazdym z utamkow.
2
. Zauwaz, ze <2+\/§> =4+4+434+3=7+43.

. Udowodnij, ze /a4 v/b > \/c. Powyzsza nieréwnoéé mozesz pod-

nie$é stronami do kwadratu.

. Przenies m +n na drugg strone réwnania, a nastepnie podnies

je stronami do kwadratu. Pamigtaj, ze mozesz dzieli¢ stronami
przez mn.

. Udowodnij, ze /100" +2 < 10" + 15

. Przemnéz wyjéciows réwnoéé stronami przez (\/ 2 +1— :L‘) :

Zauwaz, ze kazdy sktadnik jest nie mniejszy od 73015
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. Skorzystaj z Twierdzenia, by wyeliminowaé n~.

12. NWD i NWW

. Podobnie jak w Przyktadzie 1, skorzystaj z Twierdzenia.
. Podstaw a = dx, b = dy, gdzie d = NWD(a,b).
. Zauwaz, ze jeSli a > b oraz bta, to NWW(a,b) > a.

. Zastosuj Twierdzenie i sprobuj doj$¢ do podzielnosci, w ktérej

liczba n wystepuje tylko w pierwszej potedze.

. Skorzystaj z podstawienia a = dz,b = dy, gdzie d = NWD(a,b).

. Skorzystaj z podstawienia a = ex,b = ey, gdzie e = NWD(a,b).

Zauwvaz,Zejeéh_kZ’lz,to k\L

. Wyraz zalozenie w postaci podzielnosci. Zauwaz, ze jesli k|l

i k1>0,to k<l

. Skorzystaj z podstawienia a = dx,b = dy, gdzie d = NWD(a,b).

Zauwaz, ze jesli k|l ik, >0, to k <.

2

Upros¢ wyrazenie dane w zadaniu za pomocg Twierdzenia.
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13. Podwdjne zliczanie

. Co mozesz powiedzie¢ o sumie liczb z jednej grupy?

. Oszacuj liczbe par postaci (uczenn X, kotko na ktére uczeszeza

uczen X).

. Przyporzadkuj kazdej Scianie liczbe jej bokéw. Jaka jest relacja

pomiedzy sumg tych liczb, a liczba krawedzi tego wielo$cianu?

. Jaka jest relacja pomiedzy suma liczb wpisanych w wierzchotki,

a sumg liczb wpisanych w krawedzie?

. Jakiego znaku jest suma liczb z calej tablicy?

. Jaka jest relacja pomiedzy suma liczb na wszystkich krawedziach

do sumy liczb na krawedziach wychodzacych z jednego wierz-
chotka?

. Udowodnij, ze suma sum liczb w kolumnach jest réwna sumie

sum liczb w wierszach.

. Rozwaz sume wszystkich liczb z tablicy.

Wykaz, ze suma liczb z kazdego trdjelementowego podzbioru
dzieli si¢ przez 3.

Zauwaz, ze jest dwanagscie krawedzi, a liczby na krawedziach sa
nie wieksze niz 15 i nie mniejsze od 3.
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14. Nier6éwnosé trojkata

. Rozwaz punkt P powstajacy przez przeciecie przekatnych AC

oraz BD.

. Rozwaz punkt P przeciecia prostych AC oraz BD.

+2 n+1

. Zauwaz, ze boki tego tréjkata musza by¢ dtugosci a4, a7,

a”, dla pewnej dodatniej liczby catkowitej n. Skorzystaj z nie-
rownosci tréjkata.

. Rozwaz obraz F| punktu F} w symetrii wzgledem prostej [ oraz

przeciecie prostej [ z prosty F| Fy.

. Rozwaz punkt P bedacy srodkiem odcinka AC, a takze tréj-

kat MPN.

. Niech promien danego okregu wynosi r. Wowczas

AS=BS=DS=r.

Skorzystaj z dwoch nieréwnosci trojkata.

. Niech punkty B" i D’ bedg odpowiednio obrazami punku C' w sy-

metriach wzgledem punktow B i D.

. Rozwaz siatke szeScianu.

. Niech punkt D bedzie $rodkiem tego tuku BC okregu opisanego

na trojkacie ABC| ktéry nie zawiera punktu A. Znajdz dlugosé
odcinka M D i rozwaz trojkat AOM, gdzie punkt O to $rodek
okregu opisanego na czworokacie ABCD.

Rozwaz konice dowolnej srednicy kota z tredci zadania, dla ktorej
istnieje taka liczba i, ze A; nie nalezy do tej srednicy.
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15. Nier6éwnosci

. Przemno6z strony nieréwnosci przez |z|.

. Przemnoz strony nieréwnosci przez (a+ b)ab.
. Zauwaz, ze abc = 3a.

. Podstaw x =a—ciy=c—0.

. Skorzystaj z tego, ze a+b > 2v/ab.

. Nierownosé jest prawdziwa dla n = 3. Znajdz kontrprzyktady dla

innych n.

. Sprawdz, co mozna wywnioskowa¢ z warunku b = c.
. Wymnoéz wszystko, zredukuj wyrazy podobne.

. Wykaz, ze a? +3b> +5c¢2 +7d% > (a+b+c+d)>.

Zauwaz, ze abc = ab+ bc+ ca = GTI’C+GTZ’C+GTI7C.

Wykaz, ze zachodzi nieréwnosé (a+b)? > 4ab.

m+n

Udowodnij, ze v/n"m™ > /mn 2 .
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16. Zasada minimum i maksimum

. Rozwaz najwieksza z wpisanych liczb. Jakie liczby moga z nia

sasiadowac?

. Zauwaz, ze w dowolnym trojkacie rozwartokatnym naprzeciw

kata rozwartego lezy najdtuzszy jego bok.

. Rozpatrz pole, w ktére wpisano najmniejsza liczbe. Wykaz, ze

w sasiednie pola jest wpisana ta sama liczba.

. Mozesz rozumowaé¢ nie wprost przyjmujac, ze nie istnieje taki

rycerz. Co mozesz wtedy powiedzie¢ o rycerzu, ktory wygrat
najwiekszg liczbe pojedynkow?

. Rozpatrz taki tréojkat o réznokolorowych wierzchotkach, ktory

ma najmniejsze pole.

. Wykaz, ze na tablicy zapisano co najwyzej jedna liczbe dodatnia

i co najwyzej jedng liczbe ujemna.

. Nazwijmy ciag rycerzy (Ai,As,...,Ar) cyklem, jesli A} wygral

z Ag, Aoz As, ... 1 A z Aj. Rozwaz najkrotszy cykl istniejacy
wsrod rycerzy przy stoliku.

. Rozwaz takie rozwiazanie (x,y,z), by warto$¢ wyrazenia

r + vy + z byla mozliwie najmniejsza. Zauwaz, ze liczba x jest
parzysta.

. Rozwaz trojkat ABC' o czerwonych wierzchotkach o najwiek-

szym polu. Przez kazdy wierzchotek poprowadz prosta rownole-
gty do przeciwlegtego boku.

Rozwaz dwie planety o najmniejszej odleglosci miedzy soba.
7. pozostalych wybierz kolejne dwie o najmniejszej odlegtosci
miedzy soba.
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17. Liczby pierwsze i zlozone

. Przypusémy, ze pewna liczba pierwsza nie jest takiej postaci.

Co mozna powiedzie¢ o tej liczbie?

. Zauwaz, ze kazda liczbe parzysta mozna przedstawi¢ w postaci

sumy dwojki i liczby parzyste;j.

ptq

. Zauwaz, ze p+ q jest liczba parzysta. Wykaz, ze liczba =5+ jest

liczba ztozona.

. Wykaz, ze jesli n = ab dla pewnych liczb catkowitych

a>b>1, to postulowana podzielnos¢ zachodzi.

. Zalézmy, ze istnieja takie parami rézne liczby pierwsze

P1,02,P3; -+ Dk, %€

1 1 1 1
P1 b2 b3 Pk
Przemnéz obie strony réwnania przez p1-ps- ... pg.

. Zbadaj, jaki jest wyktadnik dwdjki i piatki w rozkladzie 50! na

czynniki pierwsze.

. Czy p+ q moze dzieli¢ sie przez p? Wykaz, ze p‘p—i— q+r.

. Sprobuj skonstruowaé¢ w zaleznosci od n takie d, ze liczby

d+2,d+3,...,d+ (n+1)

sg ztozone.

. Wykaz, ze jedna z liczb p, q jest parzysta. Zatoz, ze p = 2. Za-

uwaz, ze wtedy 77 > ¢4T1.
Rozpatrz zbior liczb
S ={0,a,2a,3a,...,(p—1)a}.
Wykaz, ze kazde jego dwa elementy daja rézna reszte z dzielenia

przez p.
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18. Katy i okregi

. Wykaz, ze suma przeciwlegtych katéw rozwazanego czworokata

rowna jest 180°.

. Udowodnij, ze dane dwusieczne przecinajg si¢ w punkcie, be-

dacym $rodkiem tego tuku AB rozwazanego okregu, ktory nie
zawiera pozostalych wierzchotkéw wyjsciowego pieciokata.

. Zauwaz, ze $APB = 180° — 4 BPC. Skorzystaj z faktu, ze katy

oparte na tym samym tuku majg rowne miary.

. Zauwaz, ze trapez ABCD jest réwnoramienny.

. Szukanym punktem okaze sie punkt przeciecia okregdéw opisa-

nych na kwadratach, o ktérych mowa w zadaniu.

. Rozwaz $rodek odcinka AC'.
. Udowodnij, ze $AHB = 180° — JACB.
. Wykaz, ze punkty A, D, C'i E leza na jednym okregu.

. Uzasadnij, ze punkty D i E sa spodkami wysokosci opuszczonych

odpowiednio z wierzchotkéw A i B.

Niech F' bedzie spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchot-
ka C'. Udowodnij, ze punkty A, F', P i E leza na jednym okregu.
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19. Uktady réwnan

. Podnie$ strony pierwszego réwnania do kwadratu, a nastepnie

odejmij od uzyskanego réwnania drugie rownanie.

. Dodaj strony wszystkich rownan. Zwin jedng strone w sume kwa-

dratow, korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia.

. Przemnoz wszystkie trzy rownania stronami.

. Odejmij réwnania stronami i przenie§ wszystkie wyrazenia na

jedna strone. Zwin jedna strone réwnania w sume kwadratow.

. Wykaz, ze 1 >z oraz 1 > y.

. Odejmij pierwsze dwa réwnania stronami. Wytacz wspolny czyn-

nik przed nawias.

. Zauwaz, ze

1 241
x+—:x+ .
X X

Pomnéz réwnania stronami i wywnioskuj, ze xy = 1.

. Podnie$ rownania stronami do kwadratu a nastepnie dodaj je do

siebie.

. Rozwaz przypadki, w ktorych pewna liczba rowna jest 0. Dla

pozostatych przypadkéw rozwaz odwrotnosci danych rownan.

Odejmij pierwsze dwa rownania stronami.
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10.

11.

20. Potegi

. Zauwaz, ze n® +n < (n+1)>2.

. Skorzystaj z tego, ze a® —b? = (a—b)(a+D).

. Wykaz, ze liczba abcd jest kwadratem liczby catkowite;j.
. Zauwaz, ze jesli p? 4+ ¢ = a2, to ¢ = a® —p>.

. Dana réwno$¢ jest réwnowazna réwnosci

2 —3r+3=(y+1)>

. Zauwaz, ze p2 +pq+q2 = (p-H])Q —Dg.

. Niech a?19 bedzie iloczynem liczb z tablicy. Co mozna powie-

dzie¢ o samej liczbie a?

. Wykaz, ze n = ab prawie zawsze spetnia warunki zadania. W kt6-

rym przypadku moze pojawi¢ sie problem?

. Przeksztal¢ dane réwnanie tak, aby po jego lewej stronie byt

iloczyn trzech czynnikéw, a po prawej — zero.

Skorzystaj z zadania 4, aby wykazac, ze ¢ = 2p+ 1. Zauwaz, ze

P =(a—q)(a+q).

Wykaz, ze dla pewnej liczby pierwszej p zbior

S ={p,2p,3p,...,2020p}

spelia warunki zadania.
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10.

21. Obroty

. Rozwaz obrét wokét punktu C') ktory przeprowadza punkt D na

punkt B.

. Rozwaz obrot wokét punktu O o kat 90°.

. Rozwaz obrét trojkata ABM wokoét punktu A taki, zeby punkt B

przeszedl na punkt D.

. Rozwaz obrét punktu M wokét punktu A taki, ze punkt B prze-

prowadza na punkt D.

. Rozwaz taki obrét o 90° wokét punktu A, ze punkt B przechodzi

na punkt D.

. Rozwaz obrét o kat 60° punktu P wokoét dowolnego wierzchotka

trojkata ABC.

. Rozwaz taki obréot punktu P wokét srodka kwadratu, ze punkt A

przechodzi na punkt D.

. Rozwaz taki obrét wokot punktu B, ze punkt C' przechodzi na

punkt A.

. Rozwaz obrét o kat 60° wokot punktu C'.

Rozwaz obroty odcinkéow BE i AC' odpowiednio wokdét punk-
tow C'i E o kat £90°.
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10.

22. Niezmienniki

. Jak zmienia sie parzysto$¢ wartosci rozwazanego wyrazenia pod-

czas zmieniania znakow?

. Rozpatrz parzystosé liczby minuséw na planszy.

. Jak zmienia sie suma wszystkich liczb podczas danej operacji?

A jaka jest najwieksza mozliwa jej wartosé?

. Pokoloruj szachownice w ,tradycyjny sposob” — w kazdej kolum-

nie i kazdym wierszu pola sa na zmiang¢ pokolorowane na biato
i czarno. Zauwaz, ze kazdy pionek musi zmieni¢ kolor pola przy
tym przestawieniu.

. Jak zmienia si¢ reszta z dzielenia przez 9 liczby na tablicy?
. Zauwaz, ze zachodzi réwnos$é¢ (a+1)(b+1) =ab+a+b+1.

. Ponumeruj wszystkie pola liczbami od 1 do 10000, idac kolejny-

mi rzedami: najpierw wpisujac liczby od 1 do 100 w pierwszym
rzedzie, potem liczby od 101 do 200 w drugim rzedzie, i tak dalej.

. Jak zmienia sie pole trojkata podczas tej operacji?

. Rozwaz taczna liczbe par sasiadéw o réznych ustrojach.

Policz, ile jest takich par wrobli, ktore na poczatku siedziaty
w innej kolejnos$ci wzgledem siebie, niz obecnie. Jak ta liczba
sie zmienia w kazdym ruchu? Jaka byta na poczatku, a jaka
powinna by¢ na koncu?

131



10.

23. Kongruencje

. Postepuj podobnie, jak w Przyktadzie 1.
. Wyznacz reszte z dzielenia danej liczby przez 10.
. Rozpatrz reszty z dzielenia przez 3 obu stron rownania.

. Udowodnij, ze liczba abc— 1 jest podzielna przez wspolny dziel-

nik liczb a—1,b—11ic—1.

. Zauwaz, ze (n—2) = —2 (mod n).

. Wykaz, ze jedna z rozpatrywanych liczb zawsze jest podzielna

przez 3.

. Udowodnij, ze obie liczby a i b sa parzyste.

. Zaléz, ze a; =0 (mod n). Jaka reszte z dzielenia przez n daje

liczba asy1?

. Zapisz dane podzielno$ci za pomoca kongruencji. Wykaz, ze licz-

ba a'® 4 25b'% jest podzielna przez p.
Wykaz, ze dla n > 5 zachodzi przystawanie

4204+ +n!'=3 (mod 10).
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Rozwigzania



Trapezy réwnoramienne
i rownolegloboki

1. Najpierw wykazemy, ze jesli w czworokacie zachodzg dane wa-
runki, to jest on réwnolegtobokiem. Skoro $AMB = SCMD, to
trojkaty AM B i CM D sa przystajace na mocy cechy bok-kat-bok.
Oznacza to, ze CD = AB i $DCM = <BAM. Odcinki AB i CD
sa wiec rowne i réwnolegte, a zatem ABC'D to rownolegtobok.

Teraz wykazemy, ze jesli czworokat ABC'D jest rownolegtobokiem,
to MA=MC i MB = MD. Zauwazmy, ze zachodza réwnosci

IMAB=<IMCD, <JCDM =<ABM i AB=CD.

Oznacza to, ze trojkaty AM B i CM D sa przystajace na mocy cechy
kat-bok-kat. Z tego przystawania wynikajg szukane rownosci.

D C D c

A B
A B

Zadanie 1 Zadanie 2

2. Najpierw wykazemy, ze proste AB i C'D sa réwnolegte. Zauwa-
zamy, ze tuki AD i BC, ktére nie zawierajg odpowiednio punktow
C oraz A, sg réwnej dlugosci, bo cieciwy na nich oparte sa row-
nej dtugosci. Stad katy oparte na nich sa réwnej miary, a wiec
JCDB = 4ABD. Zatem proste AB i C'D sa réwnolegte.

Teraz udowodnimy, ze < BAD = $ABC. Zauwazamy, ze z réwnosci
katéw wpisanych opartych na tukach réwnej dtugosci mamy

IBAD = $<BAC +<JCAD = SABD +<JCBD = < ABC.

Wtasnosci kgtéow w okregach sq doktadniej opisane w rozdziale 18.
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3. Odpowiedz. Odcinek CD moze mie¢ dtugos$é 3 lub 4.
Rozpatrzmy trojkat ABC', w ktérym
BC =1, AB=4 oraz JABC =60°.

Przeanalizujmy, gdzie moze leze¢ punkt D, aby spetnione byty wa-
runki zadania. Skoro czworokat ABCD jest trapezem, to punkt D
lezy na prostej przechodzacej przez punkt C' i rownolegltej do pro-
stej AB. Mamy tez, ze AD =1, czyli punkt D moze by¢ dowolnym
punktem przeciecia tej prostej z okregiem o $rodku w punkcie A
i promieniu 1. Okrag moze przecinaé sie z prostag w co najwyzej
dwoéch punktach. Skonstruujemy dwa punkty, ktére spelniaja ten
warunek — kazdy z nich to jedno z mozliwych potozen punktu D.

Rozpatrzmy taki punkt D1, ze czworokat ABC Dy jest réwnoleglo-
bokiem. Mamy wowczas ADy = BC' =1 oraz AB || CD;. W tym
przypadku potozenia punktu D tatwo otrzymujemy, ze

CDy=AB =4.

Oznaczmy jako Dy taki punkt, ze ABC Dy jest trapezem réwnora-
miennym. Wéwczas AB || C'Dy oraz ADy = BC = 1, czyli punkt Do
jest drugim punktem przecigcia rozpatrywanych: okregu i proste;j.

Oznaczmy jako X i Y takie punkty na prostej AB, ze proste CX
i DyY sa do niej prostopadle. Skoro YABC = 4BAD = 60° < 90°,
to punkty X 1Y lezg wewnatrz odcinka AB. Zauwazmy, ze trojkaty
AD9Y i BC'X to trojkaty charakterystyczne 30-60-90, a wiec

1 1 1

1
AY = -ADy=- i BX=-BC=-.
p 2= ! ;B¢ =3

Ponadto czworokat XY DoC' jest prostokatem. Mamy wiec
CDy=XY =AB—-AY —-BZ =3.

A e—— c
A Y X B
Zadanie 3 Zadanie 4
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4. Skoro KL || AM i ML || AK, to czworokat AK LM jest réwnole-
gtobokiem. Ponadto KM || BLi ML || K B, czyli czworokat K BLM
rowniez jest réwnolegltobokiem. Skoro przeciwlegte boki réwnolegto-
boku sg réwne, to mamy AK = ML = BK, skad wynika teza.

5. Oznaczmy jako D taki punkt na prostej AM, ze AM = DM
i punkt M lezy wewnatrz odcinka AD. Wéwcezas, na mocy zada-
nia 1, czworokat ABDC' jest réwnolegltobokiem. Wobec tego mamy
BD = AC'. Z nieréwnosci trojkata dla trojkata ABD wynika, ze

AB+AC =AB+BD > AD =2AM.
_C
L V3
1

X 1 B

D

1
v

A B 1
Zadanie 5 Zadanie 6

c D
A

6. Oznaczmy jako X i Y takie punkty na odcinku AB, Ze proste
CX i DY sa do niego prostopadte. Wéwczas proste te réwniez sa
prostopadtle do prostej C'D, czyli czworokat Y XC'D jest prostoka-
tem. Stad mamy, ze

XY =CD=2.

Z racji tego, ze symetralna odcinka AB jest osig symetrii trapezu
rownoramiennego, mamy

AB-XY
— =
Po uwzglednieniu faktu, ze AD = /2 i 4DY A = 90°, na mocy
twierdzenia Pitagorasa mamy

DY =v2° —12=1.

AY =BX = 1.

Zauwazmy, ze odcinek DY jest wysokoscig danego trapezu, wiec
mozemy stwierdzi¢, ze jego pole jest rowne
DY -(AB+CD) 1-(4+2)

9 =5 =%
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7. Zauwazmy, ze z twierdzenia o linii srodkowej dla trojkata ABC
otrzymujemy
AC

KLH AO oraz KL:T

Analogicznie z twierdzenia o linii srodkowej dla trojkata ACD ma-
my, ze

NM || AC  oraz NM:AQO.

Laczac powyzsze wnioski, otrzymujemy, ze
AC
MN:KL:7 i MN|KLIJ AC.
Skoro odcinki M N i K L sa réwne i réwnolegte, to czworokat K LM N
jest réwnolegtobokiem. 7Z wtasnosci réwnolegtoboku, dowodzonej
rowniez w zadaniu 1 wynika, ze prosta K M przechodzi przez $ro-

dek odcinka N L.

D \)
Y

Zadanie 7 Zadanie 8

8. Z rownosci DX = AD = BC oraz BY = AB = CD wynika,
ze trapezy BC'DX i BC'DY sa rownoramienne i nie sg rownolegto-
bokami. Stad wniosek, ze CX = BD i C'Y = BD. Laczac te row-
nosci, uzyskujemy teze zadania.

9. Niech S bedzie punktem przeciecia przekatnych réwnolegtobo-
ku ABCD. Punkt S jest wtedy srodkiem obu jego przekatnych.
Odcinek QS taczy $rodki odcinkéw AC i PC. Wéwcezas z twierdze-
nia o linii $rodkowej

1 1
Wobec tego punkty B, D, @) leza na okregu o $rednicy BD, skad
IBQD = 90°.
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Zadanie 9 Zadanie 10

10. Niech [F] oznacza pole figury F. Do rozwigzania zadania wy-
korzystamy obserwacje, ze jesli czworokat PQRS jest réwnolegto-
bokiem, to [PQR]| = [PSR]. Wynika to z faktu, ze tréjkaty PQR
i PSR sa symetryczne wzgledem srodka PR, a wiec sg przystajace
i w konsekwencji maja rowne pola.

Rozwazmy taki punkt X, ze czworokat ABCX jest réwnolegtobo-
kiem. Wéwcezas odcinek AB jest réwny i rownolegly do odcinkow
DEiCX. Stad odcinki DE i CX sa réwne i rownolegte, wiec czwo-
rokat CDFEX jest réwnolegtobokiem. Analogicznie dowodzimy, ze
czworokat FFAX jest rownolegtobokiem.

Zauwazmy, ze zachodza roéwnosci

[AXC] = ;[ABC’X],

[CXE] = -[CDEX],

1
2
1
[EXA] = §[EFAX].

Skoro czworokaty ABC'X, CDEX oraz FFAX sa réwnolegtobo-
kami, to mamy, ze punkt X lezy po przeciwnej stronie prostej AC
niz punkt B, po przeciwnej stronie prostej EC' niz punkt D i po
przeciwnej stronie prostej FA niz punkt F'. Wnioskujemy wiec, ze
punkt X lezy wewnatrz trojkata AC'E. Dodajac réwnosci wyzej
stronami otrzymujemy zatem teze:

[AEC] = ; ([ABCX]+[CDEX] + [EFAX]) = ;[ABCDEF].
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Przeksztalcenia
algebraiczne

1. Odpowied?. Warto$é¢ wyrazenia 22 + 42 jest réwna 107.

Podnosimy wyjsciowa rownos¢ x +y = 11 do kwadratu
22+ 2xy + y2 =121.

Mamy, ze ry = 7, a wiec

2?4+ y% =121 — 2zy = 107.

2. Sposob 1.
Podniesmy rownosci z zalozen stronami do kwadratu

9a% 4 24ab+ 16b* = 16¢2,
164 — 24ab+ 9b* = 9¢2.

Dodajac te réwnania stronami, otrzymujemy, ze
2502 + 25b% = 25¢2,
czyli a® +b% = 2.
Sposob 2.
Postaramy sie przemnozy¢ dane réownania tak, aby po odjeciu ich

stronami zredukowato sie a. W tym celu pomnézmy pierwsze row-
nanie stronami przez 4, a drugie przez 3. Mamy wiec

12a + 16D = 12¢
124 —9b = 12¢

Odejmujac druga rownosé od pierwszej, otrzymujemy, ze 25b =0,
czyli b = 0. Podstawiajac te zaleznos¢ do pierwszej z powyzszych
dwdéch rownosci, otrzymujemy, ze a = ¢, czyli

a2 +b?=a% =72
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3. Przemnézmy wyjsciowa rowno$¢ przez a + b stronami i prze-
ksztalémy rownowaznie

1,1
a b a+d
oH—b:a—i—b_i_l7
a b
b a
1+—-—=-4+1+41,
a b
b a
—=—-41.
a b+

Dzielac otrzymang réwnosé stronami przez ab, uzyskujemy
b 1 a1 1
aab b ab ab
1 1 1
a2 b2 ab’
co konczy dowdd.

4. Odpowiedz. Dane wyrazenie moze przyja¢ wartos¢ -1 lub 8.

Dodajmy 2 do kazdej ze stron wyjsciowej rownosci. Zauwazamy, ze
—a+b+c 2a—a+b+c a+b+tc

a a a
Rozumujac analogicznie dla pozostalych utamkéw, otrzymujemy

2+

zaleznosé
a—i—b+c_ a+b+c_ a+b+c

a b c

(%)
Rozpatrzmy przypadek, gdy a+b+c = 0. Wowczas mamy rownosci:
a+b=—c, b+ c= —a, c+a=—b.

Stad uzyskujemy

(a+0)(b+c)(c+a) (—c)(—a)(-b) _
abe abe '

Zatozmy wiec, ze a+ b+ c # 0. Wéwezas mozemy podzieli¢ réwnosé
(*) stronami przez a+ b+ c i otrzymamy % = % = %, skad wprost
wynika, ze a = b = ¢. Wowczas mamy
(a+0) (bt )(cta) _ (20)(20)(20) _
abc a3 '
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5. Dodajmy ad do obu stron réwnosci ab = cd, otrzymujac
ab+ad=cd+ad, czyli a(b+d)=d(c+a).
Poniewaz b+d =a—+c > 0, to a = d. Wstawiajac te rownos¢ do za-

leznosci ab = cd, dostajemy, ze b = c.
6. Zauwazmy, ze w kazdym z réwnan wspoétczynniki przy a i ¢ sa
takie same. Podobnie réwne sg wspétczynniki przy b i d. Oznaczmy
wiec x = a+c, y = b+ d. Zalozenia zatem przybieraja postac:
20—by=4 1 3z+4y=6.

Odejmujac trzykrotnos$é pierwszego réwnania od dwukrotnosci dru-
giego, dostajemy y = 0, czyli

ab+bc+cd+da= (a+c)(b+d) =zy=0.
7. Przemnazajac wyjsciows réwnosé stronami przez a + b+ ¢, oraz

przeksztatcajac, otrzymujemy kolejno
ala+b+c) bla+b+c) cla+b+c)

b+c c+a a+b =atbte,
a>+alb+c) b +blat+c)  +cla+b)
b+c * ct+a * a+b =atbte
o2 2 2
bt te=atb
b+c+a+c+a+ +a+b+c a+0+c,
a? b? c? 0

b—|—c+c—|—a+a—|—b:

Zauwazmy, ze ostatnia réwnoscé jest ta, ktéra chcielismy wykazac.

8. 7 pierwszej rownosci mamy, ze

1 1 b-
a—b=-——-= ¢

c b be
Korzystajac z zatozenia, ze liczby a i b sa rézne, przeksztalcamy

p . . _ b—c . . . , .
t¢ rownosc do postaci be = —p. Podobnie mozemy wyliczyc¢, ze

a—b c—a
ab = oraz ca = .
c—a b—c
Wymnazajac stronami poprzednie trzy rownosci, otrzymujemy, ze

b—a b—c c—a —(C1)2=1,

(abc)* = ab-bc-ca = PP .

co jest rownowazne tezie.
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9. Zauwazamy, ze dla dowolnej liczby dodatniej n # 1 zachodzi
1 1 n n—1 1

n-1 n (n—-1)n (n-1)n (n—1)n

Mamy wiec, ze

1 1 1
1-2—i_2-i3_|_3-4+ +99 100

(-9 +Ga) G2+ (G m)-
. - <100> 19090'

W powyzszym zadaniu przeksztalciliémy wyjsciowe wyrazenie do ta-

kiej sumy, aby pary kolejnych jej wyrazow sie skracaty. Taka sume
nazywamy teleskopowq.

10. Na wstepie zauwazmy, ze
(a+b+c)? = a? 4+ b* + 4 2ab + 2bc + 2ca,
a zatem
2(ab+bc+ca) = (a+b+c)? —a? —b* — 2.
By udowodni¢, ze co najmniej jedna z liczb a,b,c jest rowna 2,
wystarczy pokazac, ze

(a—2)(b—2)(c—2)=0.
PozbadZzmy si¢ nawiaséw z powyzszej rownosci
(a—2)(b—2)(c—2) = abc—2(ab+bc+ ca) +4(a+b+c) — 8.
Skorzystajmy z réwnosci udowodnionej na poczatku rozwiazania
abc—2(ab+bc+ca)+4(a+b+c) -8 =

=abc— ((a+b+c)> —a® —b? —*) +4(a+b+c) -8
=a*+b*+c?+abc— (a+b+c)* +4(a+b+c)—8

Wykorzystamy teraz réwnosci dane w tresci zadania
a?+ b+ 2 +abc— (a+b+c)? +4(a+b+c) -8 =

=5-32+4+4.3-8=0,

czego nalezato dowiesc.
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Zasada szufladkowa
Dirichleta

1. « Kazdg osobe ,,umies¢my” w szufladce oznaczonej numerem mie-
sigca, w ktérym ma urodziny. Osob jest 13, a szufladek — 12, zatem
pewne dwie osoby muszg by¢ w tej samej szufladce, wiec urodziny
majg w tym samym miesigcu.

« Kazda osobe ,umies¢my” w szufladce oznaczonej numerem
dnia miesiaca, w ktorym ma urodziny. Oséb jest 64, a szufladek — 31,
zatem w pewnej szufladce musi by¢ przynajmniej [g—ﬂ = 3 osoby.
To wtlasnie te trzy osoby maja urodziny tego samego dnia miesiaca.

2. OdpowiedZ. Musimy wyjaé¢ co najmniej 4 skarpetki.

Jesli wyjmiemy tylko 3 skarpetki, to mozemy trafi¢ na jedna czer-
wona, jedng zielong i jedna niebieska, wiec musimy wyjaé przynaj-
mniej 4 skarpetki. Jesli wyjmiemy 4 skarpetki to, poniewaz sg je-
dynie 3 kolory, pewne dwie muszg by¢ tego samego koloru.

3. Rozwazmy zbiory:

{1,16},{2,15},{3,14},...,{8,9}.
Szufladek tych jest osiem, zas wybranych liczb dziewie¢, zatem pew-
ne dwie liczby muszg naleze¢ do tej samej szufladki. Ich suma, po-
niewaz sg w jednej szufladce, wynosi 17, czego nalezato dowiesc.

4. Zauwazmy, ze suma ocen ucznia jest liczbg catkowity z przedzia-
tu [2,12], zatem moze przyjmowaé 11 réznych wartosci. Uczniéw
jest 34, zatem mozna wybraé¢ przynajmniej [%W =4 takich uczniow,
ze bedg oni wszyscy mieé taka sama sume ocen. Skoro ci uczniowie
majg taka sama sume ocen, to maja tez taka samag Srednig ocen,
co bylo do wykazania.

5. Podzielmy wyjsciowy prostokat na 6 prostokatow o wymiarach
1 X 2 w sposob zilustrowany na rysunku.
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2 2

Poniewaz jest 7 punktow, a prostokatéw 1 x 2 tylko 6, to w przy-
najmniej jednym prostokacie 1 X 2 sa przynajmniej dwa punkty.
Poniewaz przekatna prostokata 1 x 2 na mocy twierdzenia Pitago-
rasa ma dtugoéé v12 422 = /5, to odlegtosé tych dwéch punktéw
nie moze by¢ wicksza niz wlaénie /5, czego nalezato dowiesé.

6. Rozwazmy dowolny trojkat rownoboczny o boku 1. Zauwazmy,
ze ma on trzy wierzchotki, a kolory sa tylko dwa. Zatem pewne
dwa wierzchotki musza by¢ tego samego koloru. Te dwa wierzchotki
spelniaja warunki zadania.

7. Udowodnimy, ze szukana najmniejsza liczba jest n = 10. Zauwaz-
my, ze kazde dwie sposréd nastepujacych dziesieciu liczb:

=1 21=2 22=4,..2"=128, 28 =256, 27 =521

maja te wlasnos$é, ze jedna jest dzielnikiem drugiej. Wobec tego
zadne dwie z tych liczb nie moga mie¢ tego samego koloru, a zatem
uzytych musi by¢ co najmniej 10 koloréow. Z drugiej strony, malu-
jac liczbe 1 pierwszym kolorem, liczby 2 i 3 — drugim, liczby od 4
do 7 — trzecim, itd. az w koncu liczby od 512 do 1000 — dziesia-
tym, uzyskujemy kolorowanie, w ktorym iloraz dowolnych dwdéch
liczb tego samego koloru jest mniejszy od 2. Stad wniosek, ze przy
tym kolorowaniu kazde dwie liczby, z ktorych jedna jest dzielnikiem
drugiej sg pomalowane réznymi kolorami.

8. Rozpatrzmy liczby
10°,10",10%,10%,. .., 10™

Jest n reszt z dzielenia przez n, a cigg ten ma n 4+ 1 elementow,
zatem pewne dwa jego wyrazy daja taka sama reszte z dzielenia
przez n. Nazwijmy je 10% i 10', przy czym k > . Wéwezas liczba
10 — 10" jest podzielna przez n. Ponadto zapis dziesietny takiej
liczby sktada sie jedynie z cyfr 01 9.
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9. Kazda liczbe ,,wt6zmy” do szufladki oznaczajacej jej reszte z dzie-
lenia przez 10. Jesli teraz kazda z szufladek jest niepusta, to z kazdej
szufladki wybieramy po jednej liczbie. Oczywiscie réznica kazdych
dwoch wybranych liczb nie jest podzielna przez 10. Jesli pewna szu-
fladka jest pusta, to nasze 82 liczby rozmieszczamy do 9 szufladek,
wiec w pewnej szufladce musi byé¢ przynajmniej [%W = 10. Réznica
kazdych dwoéch liczb z tej szufladki dzieli sie przez 10, zatem te
liczby spelniaja warunki zadania.

10. Dla dodatniej liczby rzeczywistej a warto$¢ wyrazenia 1ia na-
lezy do przedziatu (0,1). Rozpatrzmy liczby
1 1 1 1 1
1+a;’ 14+ay’ 14+a3’ 14+a4 1+as

oraz przedziaty

03 G- G G3):

Skoro mamy pie¢ liczb i cztery przedziaty, to, na mocy zasady szu-

fladkowej, do pewnego przedziatu naleze¢ beda przynajmniej dwie
11 1 1
1+4a; 1+aj ’ 1+a; l—l—aj :
uwazy¢, ze wowczas

liczby: bez straty ogdlnosci Pozostaje za-

1 1 1

0< — < -.
1+a; 1+aj 4
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Przystawanie tréjkatow

1. Rozwazmy tréjkat AA'B, w ktérym AB = A’B. Niech C be-

dzie punktem na prostej AA’, poza odcinkiem AA’. Niech ponadto

B'= B i C' = C. Wykazemy, ze trojkat ABC i A’B'C’ spelniaja

dane w zadaniu rownosci. Zauwazamy, ze zachodzg réwnosci
AB=A'B'’, BC=B'C' i 4BCA=<B'C'A,

ale trojkaty ABC i A’ B’'C nie sg przystajace.

Zadanie 1

2. Niech D = H. Wéwezas
JACD =<4BCD, CD=CD i <ADC =<BDC = 90°,

zatem na mocy cechy bok-kat-bok mamy, ze tréjkaty CDA i CDB
sa przystajace, wiec CA = CB.

Niech H = 5. Wowczas
AH=HB, JAHC=<9BHC=90° i CH=CH,

wiec na mocy cechy bok-kat-bok mamy, ze AAHC = ABHC, czyli
zachodzi CA = CB.

Niech S = D. Rozwazmy taki punkt K, by punkt S byl srodkiem
odcinka C'K. Zauwazmy, ze

AS=BS, JASC=<9BSK i CS=KS,
wiec na mocy cechy bok-kat-bok mamy, ze AASC = ABSK, skad
CA=BK i 4BCS=<94SCA=<SKB.
Skoro $BCK = JSCKB, to BC = BK = AC.
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3. Skoro punkt P lezy na symetralnej odcinka AB, to zachodzi row-
no$¢ AP = BP. Wiadomo tez, ze jest on takze na symetralnej XY,
wiec prawdg jest, ze PX = PY. Skoro zachodza réwnosci

PX =PY, AP=BP oraz AX = BY,

to tréjkaty AX P oraz BY P sg przystajace. Stad SXAP = <Y BP,
co jest rownowazne tezie.

Zadaniel?) Zadanie 4

4. Punkt M lezy na symetralnej odcinka AD, wiec
AM =DM i JMAD=<SADM.
Analogicznie
MC=MB i IMBC =<9IMCB.
Zauwazmy, ze
JAMC = 180°—<BMC
= IMBC+IMCB
=294MBC.
Podobnie DM B =24MAD, wiec SAMC = SDMB.
Laczac réwnodci:
AM =DM, <JAMC=<DMB i CM = BM,
na mocy cechy bok-kat-bok AAMC = ADM B, wiec AC = BD.
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5. Dorysujmy wysoko$¢ C'H danego trojkata. Oznaczmy rzuty pro-
stokatne punktow X i Y na prostg C'H jako S i T" odpowiednio.
Zauwazamy, ze czworokaty XSHP i YT H(Q sa prostokatami. Ma-
my stad, ze zachodza réwnosci:

PH=XS i QH=YT. (*)
Wiemy tez stad, ze odcinki X.S oraz YT sa réwnoleglte do pro-
stej AB. Laczac to z faktem, ze katy $BAC i LABC majg réwne
miary otrzymujemy rownosé

JBAC =94SXC =4ABC =4TYC.
Zauwazamy, ze trojkaty APX i YT'C sg do siebie przystajace na mo-
cy cechy kat-bok-kat, gdyz
JAPX =9YTC =90°, AX =YC, IXAP=<9CYT.
Stad AP =TY . Analogicznie rozumujac, otrzymujemy, ze trojkaty
XSC oraz BQY sa do siebie przystajace oraz XS = B(Q). Laczac
otrzymane réwnosci z réwnaniem (%), otrzymujemy, ze
PQ=HP+HQ=XS+YT=AP+Q@B=AB— PQ,

a wiec PQ) = %AB.

C
Y D | C
T 2 " ‘
x g T P
A\ [\ [\
A P H Q B }
A B
Zadanie 5 Zadanie 6

6. Niech punkt M bedzie srodkiem odcinka DP. Skoro AP = AB =
= AD, to tréjkat DAP jest réwnoramienny, a wiec SAM D = 90°.
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Wiemy rowniez, ze
JADM =90°— SPDC =<4DCP oraz AD = DC,

skad otrzymujemy, ze tréjkaty AM D i CDP sg przystajace na mo-
cy cechy kat-bok-kat. Czyli DM = C'P, wiec DP =2DM = 2CP.

7. Oznaczmy punkty stycznosci sfery wpisanej do Scian SAB, SBC,
SCD, SDA jako X, Y, Z i T. Zauwazamy, ze odcinki SX i SY
sg réwnej dltugosci, gdyz sa to odcinki styczne do sfery poprowadzo-
ne z tego samego punktu. Analogicznie rozumujac, uzasadniamy,
ze BX = BY. Z powyzszych réownosci wynika, ze trojkaty SX B
i SY B sa przystajace na mocy cechy bok-bok-bok. Stad mamy
réwnoéé katéw <X SB = 4 BSY. Analogicznie rozumujac, otrzy-
mujemy, ze zachodzg przystawania:

ANCYZ=NCZS, ADZS=ADTS, AATS=AAXS.
Mozemy z nich wywnioskowaé¢ nastepujace réwnosci katow:
JCSY =<9CSZ, IDSZ =<4DST, <SAST =JASX.
Pozostaje tylko zauwazy¢, ze zachodzi réwnosé
JASB+94CSD = JASX +IBSX +94CSZ+94DSZ =
= JAST+94BSY +4CSY +4DST =
= IBSC+4DSA.

S

B
Zadanie 7
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8. Zauwazmy, ze AK = KB, CK = KD oraz
JAKC =<4AKB+<YBKC =<94CKD+<BKC = 4BKD.
Na mocy cechy bok-kat-bok otrzymujemy, ze AAKC = ABKD,

zatem AC' = BD. bLaczac ostatnia réwnosé z rownosciami CL = LB
i AL = LD, otrzymujemy, na mocy cechy bok-bok-bok, przystawa-
nie ACLA = ABLD. Stad wniosek, ze $CLA = <BLD. W zalez-
nosci od tego, czy A, czy C' lezy w kacie rozwartym DCB, i czy B,
czy D lezy w kacie rozwartym ALC', otrzymujemy
IDLA+<DLC =<94BLC +<CLD
lub
IDLA+<IDLC +<IBLC+ICLD = 360°.

W pierwszym przypadku otrzymujemy teze. Pozostato wykluczy¢
drugi wariant. Gdyby zachodzit, to, skoro

IDLA+JALB+9BLC +<JCLD = 360°,
mielibyémy SALB = 4 DLC. Zauwazamy, ze taczac te réwnosé ka-
tow z réwnoséciami CL = LB i AL = LD, otrzymujemy, na mocy
cechy bok-kat-bok, przystawanie ADLC = AALB, czyli AB=CD
i SABL = <DCL. Skoro tréjkat BLC' jest réwnoramienny, to

JABC = YABL+<J4LBC =<4LCD+<4BCL = <4DCB.

Laczac powyzsze wnioski, otrzymujemy, ze czworokat ABC'D jest
trapezem réwnoramiennym o podstawach AD i BC. Przeczy to za-
tozeniu z tresci zadania, ze ten czworokat nie jest trapezem.

Zadanie 8
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9. Niech K i L beda rzutami punktu M odpowiednio na proste AC
i BC. Wéwczas
JKML=120° i KM =LM.
Niech P bedzie punktem symetrycznym do punktu K wzgledem
prostej DM . Wowczas
LM =KM=PM
oraz

1
JETP =60°—JIDMP = (120° - <)KMP) = §<ILMP.

1
2

C

Zadanie 9
Stad SEMP = <EM L. Laczac te téwnoéé z PM = MLi ME = ME,
otrzymujemy na mocy cechy bok-kat-bok, ze
AEMP=AEML.

Skoro
IDPM +<SEPM = 90° + 90° = 180°,
to punkt P lezy na odcinku DF, zatem
AD+BE =DK+ EL+ AK + BC

1 1

1
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10. Rozpatrzmy takie punkty X oraz Y, aby zachodzity przystawa-
nia AKCX =ACYL =AABC, punkty B i X lezaly po przeciw-
nych stronach prostej AC' oraz punkty A 1Y lezaty po przeciwnych
stronach prostej BC. Woéwczas zachodzi rownosé

JLCY +<9BCA+9IKCX = 4BAC +<BCA+ <ABC = 180°,
czyli punkty X, C oraz Y sg wspoétliniowe.

Uzasadnimy, ze punkty P, M i X sa wspotliniowe. Skoro P lezy
na symetralnej odcinka AK, to tréjkat APK jest réwnoramienny,

czyli JAKP = SPAK = SCK X, co dowodzi postulowanej wspél-
liniowosci. Analogicznie dowodzimy, ze punkty @@, M oraz Y sg

wspotliniowe.
Y
C
X
L
K
A Q B P
Zadanie 10

Wiemy, ze SCYL=<IKXC, czyli tréjkat M XY jest réwnora-
mienny, wiec M X = MY . Na mocy zalozonego na poczatku roz-
wigzania przystawania trojkatow oraz wykazanych réwnosci otrzy-
mujemy, ze
MX = MY,
MK+KX=ML+LY,
MK+ AC =ML+ BC,
MK+ AK+ KC=ML+ BL+ LC,
MK+AK =ML+ BL,

co byto do udowodnienia.
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Podzielnosci

1. Liczby 21 3 to rozne liczby pierwsze, wiec zeby wykazac, ze licz-
ba n(n+1)(2n+1) jest podzielna przez 6 = 2-3 wystarczy udo-
wodni¢, ze jest podzielna przez 2 i 3.

Zauwazmy, ze skoro liczby n i n+1 sa dwiema kolejnymi liczbami
catkowitymi, to jedna z nich jest podzielna przez 2. Wobec tego

2|n(n+1)(2n+1).
Jesli 3|n(n+1), to

3[n(n+1)(2n+1).
Jedli 31n(n+1), to korzystajac z faktu, ze jedna z liczb n, n+1
i n+2 jest podzielna przez 3, otrzymujemy, ze S‘n—i— 2. W takim

razie
32(n+2) =2n+1+3,
wiec 3|2n+ 1, skad wniosek, ze réwniez w tym przypadku

3[n(n+1)(2n+1).
Wobec tego liczba n(n+1)(2n+1) jest podzielna przez 2 i 3, zatem
rowniez przez 6.

2. Odpowied?. Szukane pary to (1,1) i (2,2).

Przypuéémy, ze ab|a+b. Woéwezas a|a+b, wiec a|b. Skoro liczby a
oraz b sg dodatnie, to a < b. Analogicznie otrzymujemy b < a, a stad
a = b. Wstawiajac te réwnos¢ do badanej podzielnosci, dostajemy
a?|2a, czyli a|2, wiec a =1 lub a = 2. Pozostaje tylko sprawdzi¢,
ze pary (1,1) i (2,2) spelniaja zadana podzielnos¢.

3. Zauwazmy, ze n* —n? =n?(n-+1)(n—1). Wobec tego, jezeli 2|n,
to 4|n?, skad mamy zadang podzielnoé. Pozostaje rozwazy¢ 2 { n.
Woéwezas liczby n+1 oraz n—1 sa parzyste, a stad 4| (n+1)(n—1),
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wiec rowniez w tym przypadku wykazalismy teze.

4. Sposob 1.
Dana podzielnos¢ jest rownowazna podzielnosci

n+1l(n?+1)—(n—1)(n+1)=2.

Skoro jedynymi dzielnikami liczby 2 sa: —2, —1, 1 oraz 2, to n wy-
nosi —3, —2, 0 lub 1.

Sposob 2.
Niech m = n+ 1. Podstawiajac n = m — 1, dostajemy

m=n+1|n*+1=m-1)>24+1=m?-2m+2.
Skoro m|m? —2m, to powyzsza podzielno$é jest réwnowazna po-
dzielnosci m |2, czyli mozliwe wartosci m =n+1 to —2, —1, 1, 2.
5. Odpowied?. Sa to wszystkie liczby postaci abOab dla a # 0.

Zauwazmy, ze
abcab = 10010a 4 10014 100¢ = 1001(10a 4 b) +99¢ + c.

Mozna szybko sprawdzi¢, ze 1001 i 99 sa podzielne przez 11. Zatem
11| abcab wtedy i tylko wtedy, gdy 11| c. Jedyna liczba jednocyfrows
podzielng przez 11 jest 0, wiec ostatecznie, aby warunek z zadania
zachodzil, liczba ¢ musi by¢ réwna 0, natomiast a i b moga by¢
dowolne. Nalezy pamietac, ze na mocy zatozen zadania a # 0.

6. Odpowied?. Sa to pary (35,140), (70,105), (105,70), (140,35).

Dzielnikami pierwszymi liczby 175 sa liczby 51 7. Wobec tego licz-
ba ab jest podzielna przez 5, skad wynika, ze liczba a lub liczba b
jest podzielna przez 5. Bez straty ogélnosci mozemy przyjac, ze licz-
ba a jest podzielna przez 5. Poniewaz b = 175 —a, wiec liczba b takze
jest podzielna przez 5. Zatem obie liczby sa podzielne przez 5.

Podobnie dowodzimy, ze liczby a i b sa podzielne przez 7. Wobec
tego liczby a i b sa podzielne przez 35, czyli istnieja dodatnie liczby
catkowite k i [, dla ktérych a = 35k oraz b = 35/. Stad wynika,
ze 35(k+1) =175. A zatem k+1 =15, wiec (k,1) jest jedna z czterech
par: (1,4), (2,3), (3,2), (4,1). Uzyskujemy stad mozliwe pary (a,b)
jak w odpowiedzi. Bezposrednio sprawdzamy, ze wszystkie te cztery
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pary spetniajg warunki zadania.
7. Zauwazmy, ze z podzielnosci a + k|b+ k wynika
a+k|(b+k)—(a+k)=b—a.
Wobec tego, jezeli a # b, to a+k < |b—a| dla kazdej dodatniej liczby
catkowitej k. Wystarczy jednak przyjaé k = |b— al|, zeby zachodzita
nierownos¢ w drugag strone:
at+k=a+|b—al>|b—al

To pokazuje, ze zatozenie a # b prowadzi do sprzecznosci, wiec musi
zachodzi¢ a = b.

8. Jezeli liczba 4ab—1 jest podzielna przez a +b—+ 1, to liczba
dab—1+2(a+b+1) =4ab+2a+2b+1=(2a+1)(20+1)

rowniez jest podzielna przez a+ b+ 1. Skoro a+ b+ 1 jest liczba
pierwsza, to jest dzielnikiem co najmniej jednego z czynnikéw 2a 41,
20+ 1. Bez straty ogolnosci przyjmijmy, ze a+b-+1 dzieli 2a + 1.
Gdyby spetniona byta nieréwnosé
2a+1 9.
a+b+1
to mnozac obie strony przez liczbe dodatnig a + b+ 1, uzyskaliby-
smy 2a+1 > 2a+ 20+ 2, czyli 2041 < 0. To przeczy warunkowi,
ze liczba b jest dodatnia. Wobec tego musi by¢ spetniona réwnosé
2a+1
a+b+1
ktora po obustronnym pomnozeniu przez a+ b+ 1 daje

20a+1=a+b+1, czyli a=0.

1

)

9. Skoro dodatnie liczby catkowite 2m +n oraz 3m + 2n dzielg pew-
na potege dwojki, to kazda z nich musi by¢ potega dwojki. Zatem
2m —+n = 2% oraz 3m+ 2n = 2 dla pewnych nieujemnych liczb cal-
kowitych a i b. Zauwazmy jednak, ze zachodza nierownosci

2m+n <3m+2n <4dm+2n =2(2m+n),
wiec

20 < 90 < 90+l

155



co jest sprzeczno$cig, poniewaz pomiedzy dwiema kolejnymi pote-
gami dwojki nie moze znajdowaé sie potega dwojki.

10. OdpowiedZ. Pary speliajace podzielnosé to (1,1) 1 (2,4).
Mozemy przejéé do rozwiazania zadania. Skoro ab|a® + b, to réw-

niez a]a2 + b, skad a|b. Wobec tego istnieje taka dodatnia liczba
catkowita k, ze ak = b. Otrzymujemy wéwczas podzielnosé

a’k|a®*+ak=a-(a+k).
Na mocy wlasnosci 4 ze skryptu prawda jest, ze ak|a+ k. Mozemy
wywnioskowaé, ze a|a+k, a wiec a|k.
Analogicznie otrzymujemy, ze k|a+ k, czyli k|a. Skoro a|k oraz
k|a, oraz obie te liczby sa dodatnie, to a = k. Wtedy a?|2a, czyli
na mocy wtasnosci 4 ze skryptu zachodzi podzielnosé¢ a|2. Oznacza
to,zea=k=1luba=k=2.
Wobec powyzszego jedynie pary (1,1) i (2,4) moga spelniaé¢ zato-
zenia zadania. Bezposrednio sprawdzajgc, mozna przekonac sie, ze
te pary istotnie spetniaja zadang podzielnosé.
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6 Grafy

1. Zauwazmy, ze z Lematu o usciskach dtoni wynika, ze suma wszyst-
kich stopni wierzchotkéow w grafie jest liczba parzysta. Suma stopni
wierzchotkéw o stopniu parzystym jest liczba parzysta. W tam razie
suma stopni wierzchotkéw o stopniu nieparzystym musi by¢ parzy-
sta. Gdyby tych wierzchotkéw byto nieparzyscie wiele, to suma ich
stopni bytaby liczba nieparzysta. Wobec tego liczba takich wierz-
chotkéw musi by¢ parzysta.

2. Zal6zmy nie wprost, ze na przyjeciu nie ma takiej tréjki. Niech A
bedzie pewnym uczestnikiem przyjecia, a By, Ba,..., Bip pewnymi
jego dziesiecioma znajomymi. Wowczas jesli By zna pewng osobe
spos$réd B, ..., Brg, powiedzmy B;, to wtedy (A, By, B;) to tréjka
os6b, sposréd ktorych kazde dwie sie znaja. Przeczy to naszemu
zatozeniu, wiec B; nie moze zna¢ nikogo sposrod Bo, B3, ..., Bip.

Zastanéwmy sie, kogo w takim razie moze zna¢ Bj. Zna A i po-
za tym moze zna¢ jedynie osiem osob — tych ktére nie znaja A.
W takim razie By ma co najwyzej dziewigciu znajomych. Powyzsza
sprzecznos¢ dowodzi, ze szukana tréjka musi istniec.

3. Rozwazmy graf, w ktérym kazdy wierzchotek odpowiada jed-
nej ze Scian, a wierzchotki sa potaczone wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiadajace im Sciany maja wspolny bok. Wowcezas stopien kaz-
dego wierzchotka wynosi tyle, ile dana $ciana ma bokéw. Na mocy
zadania 1. graf ten musi mie¢ parzystg liczbe wierzchotkéw o niepa-
rzystych stopniach, czyli dany wielo$cian musi mie¢ parzysta liczbe
Scian o nieparzystej liczbie bokdow.

4. Odpowiedz. Podana sytuacja jest mozliwa.

Rozpatrzmy graf odpowiadajacy zadaniu. Kazdej z os6b bedzie od-
powiadat jeden wierzchotek. Dwa wierzchotki beda potaczone kra-
wedzia wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im osoby sie znaja.
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Rozpatrzymy 8 wierzchotkow z ktorych kazde dwa sa potaczone
krawedzia. Wowcezas stopien kazdego z tych wierzchotkéw wynosi 7.

Pogrupujmy wiec danych 200 wierzchotkéw w 25 grup po 8 wierz-
chotkow i polaczmy kazda pare wierzchotkow, jesli oba wierzchotki
naleza do jednej grupy. Podany graf spetnia warunki zadania.

5. Niech A bedzie jednym z uczestnikéw przyjecia. Oprédcz niego
jest na przyjeciu pie¢ innych oséb, wiec A zna co najmniej trzy
z nich lub nie zna co najmniej trzech z nich. Rozwazmy dwa przy-
padki:

1. A zna pewne trzy z nich. Niech B, C'; D beda tymi osobami.
Wéwezas jesli ktorych$ dwoch z nich sie zna, to razem z A
tworza oni trojke znajacych si¢ wzajemnie osob. Jesli zadnych
dwdbch sposrdd nich sig nie zna, to B, C', D sa trojka nieznaja-
cych sie osob.

2. A nie zna pewnych trzech z nich. Niech B, C', D beda tymi
osobami. Wéwczas jesli ktérychs dwédch z nich sie nie zna, to
razem z A tworzg oni trojke nieznajgcych sie wzajemnie oséb.
Jesli kazdych dwéch sposrod nich sie zna, to B, C, D sa tréj-
ka znajacych sie os6b. Wobec powyzszego zawsze taka trojka
istnieje, czego nalezato dowiesc.

6. Zatozmy, ze kazdy zawodnik wygrat doktadnie x meczéw. W ta-
kim razie kazdy przegral 49 —z meczow. Niech M oznacza liczbe
wszystkich rozegranych meczéw. Zauwazmy, ze M jest rowne licz-
bie wszystkich wygranych, czyli M = 50z. Z drugiej strony, M jest
réwne liczbie wszystkich przegranych, czyli M = 50(49 — ). Stad
50z = 50(49 — ).

W takim razie 49 = 2z, czyli x nie jest liczba catkowita, co stanowi
sprzecznosc.

7. OdpowiedZ. Zaplanowanie podrézy, ktéra spetnia warunki zada-
nia, nie jest mozliwe.

Przypusémy nie wprost, ze podrdz spetniajaca warunki zadania jest
mozliwa. Rozpatrzmy jedno z 50 miast potmocnych, takie ze nie
zaczynamy ani nie konczymy w nim podrézy — nazwijmy je A.

158



Z miasta A wychodzi doktadnie 51 drog, kazda do innego miasta
poludniowego. W trakcie podrézy przejechano przez kazda z tych
drog doktadnie raz. Mozemy podzieli¢ te drogi na dwa zbiory — te,
ktorymi dojechalismy do A oraz te, ktorymi wyjechaliSmy z A. Sko-
ro A nie jest miastem poczatkowym ani koncowym naszej podrézy,
to te zbiory muszg mie¢ rowng liczbe elementéw. Stad otrzymuje-
my, ze liczba drog wychodzacych z A jest parzysta. Zas drég tych
jest doktadnie 51 — co daje sprzecznosé.

Uwaga

Jesli w grafie jest mozliwe przejscie przez kazda krawedz doktadnie
raz, przy czym wrocimy do punktu wyjscia, to méwimy, ze w takim
grafie istnieje cykl Fulera. Mozna udowodni¢, ze taki cykl istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy stopien kazdego z wierzchotkow jest pa-
rzysty i pomiedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami istnieje taczaca
je $ciezka (potencjalnie ztozona z wiecej niz jednej krawedzi).

8. Zalozmy, ze czerwone odcinki nie spetniaja tej wtasnosci. Wow-
czas graf ztozony z danych punktéw i tylko czerwonych odcinkéw
y,rozpada si¢” na kilka niepotaczonych czesci, miedzy ktérymi sa
tylko niebieskie odcinki.

Udowodnimy, ze pomiedzy dowolnymi dwoma punktami istnieje
niebieska $ciezka. Jezeli pewne dwa punkty sa w réznych czesciach
czerwonego grafu, to jest miedzy nimi niebieska krawedZz — gdyby
byta czerwona, to te czedci nie bytyby oddzielne.

Pozostaje dowie$¢ tej wlasnosci dla dwéch punktéw A i B znajdu-
jacych sie w tej samej czesci czerwonego grafu. Skoro graf rozpada
sie¢ na osobne czesci, to istnieje taki punkt C, ze krawedzie od A
do C oraz od B do C sa niebieskie. Wobec tego istnieje niebieska
sciezka od A do B. Powyzszy wniosek konczy dowod.

9. Rozwigzanie bedzie polegato na wskazaniu algorytmu, ktéry do-
konuje rozwazanego przyporzadkowania liczb i wykazaniu, ze dziata
on poprawnie.

Oznaczmy wierzchotki tego grafu Wy, Wy, ..., W,,. W tej kolejnosci
podpisujemy kazdy z nich dowolng z liczb, ktéra nie zostata juz
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przyporzadkowana do zadnego z jego sgsiadéw. Na pewno istnieje
taka liczba, poniewaz mamy ich do dyspozycji 21, a wierzchotek ma
co najwyzej 20 sasiadow.

Wystarczy dowiesé, ze ten prosty algorytm nie przyporzadkuje zad-
nym dwoém sagsiednim wierzchotkom tej samej liczby. Zatézmy nie
wprost, ze wierzchotki sasiednie Wy, i Wi, gdzie k < [ zostaty podpi-
sane tg sama liczba. W takim razie przy podpisywaniu wierzchotka
W; musieliSmy nie przestrzega¢ zasady o przyporzadkowaniu licz-
by innej od liczb przyporzadkowanych wszystkim jego sasiadom, co
daje sprzeczno$¢. A wiec ten algorytm daje poprawne podpisanie
wierzchotkéw, czyli takie istnieje.

10. Najpierw wykazemy, ze istnieje taka grupa n+ 1 oséb, ze kazde
dwie osoby z tej grupy si¢ znaja.

Rozpatrzmy najliczniejszy podzbiér danych osob, ze kazde dwie
z nich sie znaja. Jedli jest wiecej niz jeden taki podzbidr, wezmy
dowolny z nich. Oznaczmy powyzszy zbior jako S. Zalézmy nie
wprost, ze zbiér S liczy k < n oséb. Doktadajac do niego n — k do-
wolnych osob, otrzymamy pewng grupe liczaca n osob. Na mocy
zatozenia istnieje taka osoba x, ktora zna wszystkich z tej grupy,
wiec w szczegdlnosei zna wszystkie osoby z S. Zbior S wraz z oso-
ba x tworzy wiec grupe osob, z ktorej kazde dwie sie znaja oraz
liczy k41 > k os6b — sprzecznos¢ z maksymalnoscig zbioru S.

Wezmy wiegc ten zbiér n+ 1 oséb, sposréd ktoérych kazde dwie sig
znaja i oznaczmy go jako Z. Korzystajac z zatozenia dla n oséb spo-
za Z otrzymujemy, ze istnieje taka osoba z € Z, ktéra zna wszyst-
kie osoby spoza Z. 7Z wtasnosci zbioru Z wiemy, ze zna réwniez
wszystkie osoby z tego zbioru. Wobec tego osoba x spetnia warunki
zadania.
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Pola

1. Z warunkéw zadania wynika, ze proste AB i C'D sg rownolegte,
zatem, na mocy Twierdzenia 1, pola tréjkatow ABD i ABC sg
rowne. Otrzymujemy rownosci

[ADE] = [ABD] — [ABE]

— [ABC] — [ABE]
= [BCE],
czego nalezato dowiesc.
D C D
E E
L C
A B A B
Zadanie 1 Zadanie 2

2. Proste AD i BC' sg rownolegte, wiec na mocy Twierdzenia 1
zachodzi rownosé

[BCD] = [BCA].

Analogicznie, poniewaz proste CE i AB sg réwnolegte, to
[BCA] = [BEA].

Laczac powyzsze dwie réwnosci, otrzymujemy
[BCD] = [BEA],

co byto do udowodnienia.
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3. Poniewaz odcinki AE i C'D sg réwnolegle, to na mocy Twierdze-
nia 1 zachodzi réwnoéé [AEC] = [AED]. Otrzymujemy stad

[ABED] = [ABE] + [AED]
— [ABE] +[AEC]
— [ABC]

1 1
=-AB-BC=--10-5=25
2 2 ’

czwarta rownos¢ zachodzi poniewaz kat przy wierzchotku B jest
prosty.

Zadanie 3

4. Niech a bedzie dlugoscig boku tréjkata ABC'. Zauwazmy, ze
2[ABC] =2[|BCP]+2[CAP]+2[ABP] =
=BC-PD+CA-PE+AB-PF =
=a-PD+a-PE+a-PF =a(PD+ PE+ PF).
Zatem

2
PD+ PE+ PF = Z[ABC),
a

czyli wartosé tego wyrazenia nie zalezy od wyboru punktu P.

Zadanie 4
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5. Zauwazmy, ze [AM P] = [BM P], gdyz oba tréjkaty maja réwne
podstawy AM i BM oraz wspdlng wysokosé¢, opuszczong z wierz-
chotka P. Analogicznie uzasadniamy, ze [DNP| = [CNP].

Ponadto trapezy AMND i BM NC maja réwne wysokosci, a przy
tym AM = BM oraz DN = CN. Stad [AMND] = [BMNC]|. La-

czac uzyskane réwnosci pol, otrzymujemy
[ADP| = [AMND]—[AMP]—[DNP| =
= [BMNC|-[BMP]—[CNP]=[BCP].

-

Zadanie 5

6. Rozpocznijmy rozwigzanie tego zadania od udowodnienia faktu

pomocniczego. Jesli L # [ oraz M # m sa niezerowymi liczbami
. .. L]
rzeczywistymi i 37 = -, to

L l L—-1

M - m M-m

Zauwazmy, ze nastepujace rOwnosci sg rownowazne:

L_1
M m’
mL = MI,

mL —ml= MIl—ml,

m(L—1)=1(M—m),
i L—1
m M-m’

czego nalezato dowiesc.



Przejdzmy teraz do rozwigzania zadania. Na mocy Twierdzenia 2:
[ACC] - [AX ('] _AC
[BCC']  [BXC']  BC”
zatem na mocy faktu pomocniczego prawda jest, ze
[ACX]  [ACC']—[AXC'] [AXC']  AC'
[BCX] [BCC'|—[BXC'] [BXC'] BC"

C

A C’ B
Zadanie 6

7. Proste AF i PC sa réwnolegte, wiec na mocy Twierdzenia 1 za-
chodzi réwnosé [AFC] = [AF P]. Dalej, proste AE i QC' sa réwno-
legle, zatem [AEC| = [AEQ)]. Dodajac te réwnosci stronami, otrzy-
mujemy kolejno:
[AFC)+ [AEC]| = [AFP]+ [AEQ)],
[AFCE] = [AFQ|+ [AEP| +2[AEF],
[CFE] + [AEF) = [AFQ] + [AEP] + [AEF] + [AEF),

[CFE] = [AFQ] + [AEP] + [AEF),

[CFE] = [APQ),
czego nalezato dowiesc.
Q D C
A B
P
Zadanie 7
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8. Niech P i ) beda rzutami prostokatnymi odpowiednio
punktéw A i B na prosta C'D. Przyjmijmy ponadto oznaczenia:
DE=2z, CE=y, AP=g, BQ=h.

Z tresci zadania wynika, ze suma pdl trojkatow ACE i BDE jest
rowna sumie pol trojkatow BCE 1 ADE. Otrzymujemy

1 1 1 1
- Zrh=Zyh+ =
2yg+2:c 2y +2:cg,

yg+xh =yh+xg,
yg+xh—yh—xg9 =0,

(g=h)(z—y) =0,
Wobec powyzszego zachodzi jedna z réwnosci: g = h lub z = y.
Z réwnosci g = h wynika, ze (by¢ moze zdegenerowane) tréjkaty
prostokatne ADP i BD(Q sa przystajace (cecha kat—bok—kat), skad
wniosek, ze punkt D jest srodkiem odcinka AB. Z kolei réwnosé
x =y oznacza, ze punkt E jest srodkiem odcinka C'D.

C

A D B
Zadanie 8

9. Rozpatrzmy okrag w o srodku w A i promieniu AB. Zauwazamy,
ze wycinek w, ktéry jest zawarty w trojkacie ABC' ma mniejsze
pole niz trojkat ABC. Zapisujac te nieréwnos$é¢ za pomoca wyrazen
algebraicznych, otrzymujemy, ze
JBAC
360°
Przemnazajac t¢ nieréwnos¢ stronami przez %, dostajemy

JIBAC
360°

7rABQ<;AB-BC.

2m-AB < BC.
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Pozostaje tylko zauwazy¢, ze po lewej stronie réwnos$ci mamy wzor
na dhugos$é¢ tuku BD zawartego w trojkacie ABC, a wiec otrzymana
nierownos¢ jest rownowazna tezie.

E

C
D

B C
Zadanie 9 Zadanie 10

10. W tym rozwiazaniu bedziemy korzysta¢ z zadania 6.

Oznaczmy dany pieciokat przez ABCDE. Niech srodkowe popro-
wadzone z wierzchotkéw A, B, C'i D przecinaja sie w punkcie P.

By wykazaé, ze srodkowa poprowadzona z wierzchotka F przecho-
dzi przez punkt P wystarczy wykazac¢, ze prosta EP przechodzi
przez $rodek odcinka BC. Oznaczmy punkt przeciecia prostej EP
z odcinkiem BC' jako M. Wéwczas na mocy zadania 6 mamy, ze
[EPB] BM
[EPC]  CM’
czyli punkt M bedzie $rodkiem odcinka BC wtedy i tylko wtedy,
gdy zajdzie réwnosé

[EPB] = [EPC].
Te réwnosé postaramy sie teraz udowodnic.

Prosta PB potowi odcinek E'D, wiec na mocy zadania 6. otrzymu-
jemy, ze [EPB] = [DPB]. W spos6b analogiczny dostajemy réw-
nosci:

[DPB] = [DPA], [DPA] = [CPA] oraz [CPA] = [CPE]

Laczac otrzymane zaleznosci, otrzymujemy, ze [FPB] = [CPFE],
czego nalezato dowiesc.
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Liczby catkowite
i1 wymierne

2
1. Zauwazmy, ze skoro liczba x4 i jest catkowita, to liczba (ac + %)
rowniez bedzie catkowita. Korzystajac ze wzoru skroconego mnoze-
nia mamy

(:C—Fi)Q :x2+2x';+x12 :x2+$12—|—2.
Skoro liczba a2 4 x% + 2 jest catkowita, to liczba 2% + :712 rowniez
jest catkowita, co byto do wykazania.
2. OdpowiedZ. Istnieje 80 czworek liczb spetlniajacych to rownanie.
Zauwazmy, ze
55 = ab+bc+cd+da = (a+c)(b+d).

Z tego, ze liczby a,b,c i d sa catkowite dodatnie, wynika, ze liczby
a+ c oraz b+ d sa catkowite oraz wigksze od 1. Wobec powyzszego:

at+c=11 1 b+d=5
lub
at+c=5 1 b+d=11.

Réwnanie a + ¢ = 11 ma w liczbach naturalnych 10 rozwiazan,
a rownanie b+ d =5 ma 4 rozwiazania. Zatem lacznie w pierwszym
przypadku mamy 10-4 = 40 rozwigzan. Z drugiego przypadku ma-
my kolejne 40 rozwigzan. Co daje tacznie 40 4 40 = 80 rozwigzan.

3. Z danych rownosci mozna wywnioskowaé, ze
a+b=bc—c oraz a—+c=bc—b.
Zatem
(a+b)(a+c)=(bc—c)(bc—b) =b(b—1)c(c—1).

Jedna z liczb b, b—1 jest parzysta, podobnie jedna z liczb ¢, c—1
tez jest parzysta, zatem ich iloczyn jest podzielny przez 4.
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4. Odpowiedz. Jedyna liczba spetniajaca warunki zadania jest 41.
Jesli liczba p+ 400 jest kwadratem liczby catkowitej, to niech
p+400 = a2,
dla pewnej liczby catkowitej a. Wobec tego
p=a*—400 = a* — 20> = (a+20)(a —20).
Skoro liczba p jest pierwsza, to
a+20==41 lub a—20=4£1,
a zatem
a==%19 lub a=421.
Jesli a = %19, to
p=(£19)2—400 = -39 <0
co zajs¢ nie moze. Jesli a = £21, to
p=(£21)% —400 = 41.
Liczba 41 jest jedyng liczba pierwsza spelniajaca warunki zadania.
Uwaga
Zapisujac a = £19 mamy na mysli, ze a = 19 albo a = —19.
5. Sposob 1.
Zatézmy, bez straty ogdlnosci, ze
a+b=2k+1, b+c=2k+2, a+c=2k+3,
dla pewnej liczby catkowitej k. Mamy
2a = (a+b)+ (a+c)—(b+c),
skad
(2k4+1)+ (2k+3) — (2k+2)

= =k+1
a 5 +1,

Analogicznie uzasadniamy, ze

(2k+1) + (2k +2) — (2k +3)

b= 9 :ka
. (2k+3)+(2k2+2)—(2k+1) Y

Z powyzszych réwnosci wynika teza.
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Sposob 2
Zatézmy, ze
a+b<b+tc<a+ec
Zauwazmy, ze
(b+c¢)—(a+b)=c—a=1 oraz (a+c)—(b+c)=a—-b=1.
Wymnika stad, ze kazda nastepna liczba sposréd b, a i ¢ jest wiek-
sza od poprzedniej o 1. Wystarczy wiec wykazaé, ze liczba a jest
catkowita. Mamy, ze
(a+b)+ (b+c)+ (c+a)=2(a+b+c).
Po lewej stronie powyzszej rownosci znajduje sie suma dwdch liczb
nieparzystych i jednej liczby parzystej, wiec jest ona liczbe parzysta.
Stad prawa strona réwnosci jest dwukrotnoscig liczby catkowitej,
czyli liczba a + b+ ¢ jest catkowita. Zauwazmy, ze
a=(a+b+c)—(b+c).
Skoro a moze by¢ przedstawiona w postaci réznicy liczb catkowi-

tych, to jest to liczba catkowita. Dowdd jest zakonczony.

Uwaga

Nalezy zwroci¢ uwage, ze samo wykazanie, ze zachodza réwnosci
a="b+1=c—1 nie jest wystarczajace. Nalezy jeszcze uzasadnic,
ze liczby a, b i ¢ sa catkowite. Brak takiego uzasadnienia jest pomi-
nieciem istotnej trudnosci zadania.

6. OdpowiedZ. Jedynymi parami liczb catkowitych spetniajacymi da-
ne réwnanie sa (z,y) = (4,13), (14,3), (2,-9), (=8,1).
Odejmijmy 2x 4 3y — 6 od obu stron danego réwnania. Otrzymuje-
my zy —2x — 3y +6 = 11, co po zwinieciu do iloczynu daje

(x—3)(y—2)=11.

Zauwazmy, ze liczba 11 jest pierwsza, a wiec jedynymi jej przedsta-
wieniami w postaci iloczynowej sa:

11=1-11=11-1=(-1)-(-11) = (~11)- (~1).

Gdy v —3 =1 oraz y—2 =11, to (z,y) = (4,13). W pozostalych
przypadkach otrzymujemy pary (14,3), (2,—9), (—8,1).
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7. Zauwazmy, ze skoro liczby a® + b? oraz ab sa wymierne, to wy-
mierne bedg réwniez liczby
(a+0)* = (a®>+b*) +2ab oraz (a—0b)* = (a®+b?) — 2ab.

Wiadomo, ze

(a®> = b*)? = (a—b)?(a+b)>
Skoro iloczyn dwoch liczb wymiernych jest liczba wymierna, to na
mocy powyzszych wnioskéw otrzymujemy teze.
8. Zauwazmy, ze zachodzi réwnosé

20 +2b% = (a® +2ab + V) + (a® — 2ab+b*) =

= (a+b)*+ (a—Db)%

Skoro liczby a, b sa calkowite, to liczby a + b oraz a — b rowniez.

Na mocy powyzszej tozsamos$ci mamy, ze szukane przedstawienie
zawsze istnieje.

9. Oznaczmy

a+bv/2 o

b+cv?2 — ¢
dla pewnej liczby wymiernej q. Przeksztalcajac powyzsza rownosé
rownowaznie, otrzymujemy, ze

a+bV2 = gb+ qeV2,
a—qb=(qc—b)V2.

Jesli b # qc, to

a—qb:\/i

qc—0b
Lewa strona powyzszej réwnosci jest liczbg wymierng, a prawa stro-
na liczbg niewymierna. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze b = qc,
czyli réwniez a = gb. Mamy wiec, ze
ab+bc+ca qb® + be+ qgbe _
at+b+c  gb+qc+c
Skoro liczba b jest catkowita, to powyzsza zaleznos¢ dowodzi postu-

lowanej podzielnodci.
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10. Rozpatrzmy z =2++v/2 i y = 2— /2. Wowczas
rty=(2+V2)+(2-Vv2) =4
oraz
ry=(2+V2)(2-V2)=4-2=2.
Istnieja wiec liczby spetiajace warunki zadania.

11. Zauwazmy, ze liczbe 0 mozna przedstawi¢ w tej postaci. Istotnie

zachodza rownosci:

-2 6
T+§:O oraz —24+6=1+43.

Wezmy dowolng niezerowsg liczbe wymierng i zapiszmy ja w postaci

g, gdzie p i q sg liczbami catkowitymi oraz p, g # 0. Podstawmy
a=p, b=-—p, c=2q oraz d=-—2q.

Zauwazmy, ze a+b = c+d = 0. Prawdziwa jest tez réwnos¢

p -p _ P p _p

20 —2¢ 29 2¢ ¢

?

co konczy dowdd.

12. OdpowiedZ. Wyjsciowa réwnos¢ spetniaja jedynie pary (a,b) réw-
e (1,4), (0,4), (1,1), (0,1).

Przeksztatémy wyjsciowa rownosé rownowaznie

a®> —a=0b>—5b+4,
40 — 4a = 4b* — 200+ 16,
4a® —4a+1 = (4% —20b+25) — 8,
(2a—1)? = (2b—5)* -8,
8= (20—5)*—(2a—1)>=(2b—5—2a+1)(2b—5+2a—1),
2=(b—a—2)(b+a—3).
Wobec powyzszego
(b—a—2,b+a—3)e{(1,2), (2,1), (-2,—1), (=1,-2)},
czyli (a,b) € {(1,4),(0,4),(1,1),(0,1)}.
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Plansze

1. Wykazemy, ze szukane pokrycie nie jest mozliwe. Pokolorujemy
dana plansze jak szachownice (zobacz rysunek). Zauwazamy, ze jest
12 pdl biatych i 13 pdl czarnych.

Zauwazmy, ze domino 2 x 1 przykrywa doktadnie jedno pole biate
i pole czarne. Zas drugi klocek przykrywa jedno pole jednego kolo-
ru i cztery pola drugiego koloru. Z powyzszych obserwacji wynika,
ze réznica liczby pél obu koloréw powinna wynosi¢ doktadnie 3.
Jednak 13 —12 =1 # 3, czyli otrzymujemy sprzeczno$¢ dowodzaca,
ze szukane pokrycie nie istnieje.

Zadanie 1 Zadanie 2

2. Udowodnimy nie wprost, ze opisana sytuacja nie jest mozliwa.
Przypusémy przeciwnie, ze skoczek najpierw obskoczyt wszystkie
pola dokladnie raz (zajeto mu to 24 ruchy, gdyz plansza ma 25
pél) i w nastepnym (dwudziestym piatym) ruchu wrécit na pole,
z ktorego zaczal.

Pokolorujmy pola danej planszy jak szachownice. Nietrudno zauwa-
zy¢, ze w kazdym ruchu skoczek zmienia kolor pola, na ktérym stoi.
Po 25 ruchach bedzie zatem na polu innego koloru niz pole starto-
we, co przeczy hipotezie, iz po 25 ruchach skoczek wrécit na pole
wyjsciowe. Uzyskana sprzecznos$é konczy dowdd.
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3. Wykazemy, ze kwadratu 10 x 10 nie mozna utozyé¢ z danych
T-klockow. Gdyby z T-klockow dato sie utozyé¢ kwadrat 10 x 10,

klockéw musiatoby by¢ % = 25, co jest liczba nieparzysta.

Pokolorujmy pola planszy jak szachownice. Kazdy T-klocek pokry-
wa nieparzysta liczbe (1 lub 3) pdl czarnych. Suma nieparzyscie wie-
lu liczb nieparzystych jest nieparzysta, wigc liczba pokrytych czar-
nych pdl bytaby nieparzysta. Z drugiej strony w kwadracie 10 x 10
liczba czarnych pél wynosi 50 i jest parzysta — uzyskana sprzecznosé
dowodzi, ze takie utozenie jest niemozliwe.

Zadanie 3

4. Odpowiedz. Maksymalng liczba kréli, ktéra mozna umiescic¢ na sza-
chownicy, aby zadne dwa z nich sie nie bily jest 16.

Podzielmy szachownice na 16 kwadratéw 2 x 2 jak na rysunku.
W jednym takim kwadracie moze si¢ znalezé co najwyzej jeden
krol — dwa kréle w jednym kwadracie 2 x 2 zawsze si¢ bija — wiec
wszystkich kroli na szachownicy moze by¢ co najwyzej 16.

Z drugiej strony, jezeli w prawym dolnym rogu kazdego kwadratu
z opisanego podziatu umiescimy kréla, zadne dwa kréle nie beda
sie bi¢ (i bedzie ich dokladnie 16).

K| [K|] [K] [|[K

K K K K

K K K K

K K K K
Zadanie 4
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Uwaga

W powyzszym zadaniu nalezato wyznaczy¢ maksymalng liczbe kro-
li. Oznacza to, ze nalezy wykona¢ dwa kroki: wskazaé te liczbe wraz
z przyktadem takiego ustawienia oraz udowodni¢, ze nie mozna
umiesci¢ wigkszej ich liczby. Kazda z tych dwoch czesci rozumo-
wania jest wazna i nie moze zosta¢ pominieta w rozwiazaniu.

5. Udowodnimy nie wprost, ze szukane pokrycie nie jest mozliwe.
Tym razem nie bedziemy kolorowaé planszy, lecz przeanalizujemy
jak beda utozone Z-klocki lezace przy brzegu planszy.

Rozwazmy pole w lewym goérnym rogu tablicy. Z-klocek, ktéry je po-
krywa, musi tez pokry¢ ktores z pol sasiadujacych z nim krawedzia.
Ze wzgledu na symetri¢ tablicy mozemy bez straty ogélnosci zato-
zy¢, ze pole to lezy przy gornej krawedzi tablicy.

Ponumerujmy pola przy gérnej krawedzi tablicy od 1 do 100, zaczy-
najac od pola lewego gérnego i konczac na prawym gérnym. Wtedy
jeden Z-klocek przykrywa pola 11 2. Pole 3 moze by¢ przykryte tyl-
ko przy jednym ultozeniu Z-klocka — jeden Z-klocek pokryje wtedy
pola 3 i 4.

112131415 97198199 (100

Zadanie 5

Kontynuujac to rozumowanie, dochodzimy do wniosku, ze jeden
Z-klocek przykrywa pola o numerach 97 i 98 — jednakze wtedy nie
mozna umiesci¢ kolejnego Z-klocka tak, by przykryl on pole 99, a
zarazem caly byl zawarty w planszy. Oznacza to, ze szukane po-
krycie nie jest mozliwe.

174



6. Udowodnimy, ze nie mozna rozcia¢ tréjkata w zadany sposéb.
Pokolorujmy dany tréjkat tak jak na zataczonym rysunku. Nietrud-
no zauwazyc¢, ze kazdy klocek pokrywa 2 biate i 2 czarne trojkaty.
Jednakze, pol biatych jest 1424 ---46 = 21, za$ pdl czarnych:
1+2+---+5=15. Pdl biatych jest wiec wiecej niz czarnych, wo-
bec czego nie mozna rozcia¢ danego tréjkata na klocki, z ktorych
kazdy ma tyle samo pdl biatych co czarnych.

Zadanie 6

7. Pokolorujmy plansze tak jak na rysunku. Zauwazmy, ze kazdy
klocek przykrywa doktadnie jedno kolorowe pole.

Zadanie 7

Po usunieciu naroznikéw pozostanie 13 kolorowych pél, czyli tyle
klockéw musimy uzy¢ do pokrycia planszy. Z drugiej za$ strony,
skoro pél do pokrycia jest 49 —4 = 45, a kazdy klocek przykrywa
doktadnie 3 pola, to powinno ich by¢ doktadnie %—5 = 15. Powyzsza
sprzecznos¢ dowodzi, ze nie mozemy tak pokryé¢ planszy danymi
klockami.

175



8. Ponumerujmy kolumny planszy od 1 do 99. Przyjmijmy bez stra-
ty ogolnosci, ze usuniety naroznik znajdowat si¢ w 99-tej kolumnie.
W kazde pole wpiszmy reszte z dzielenia przez 5 numeru kolumny;,
w ktorej to pole sie znajduje.

1 2 3 4 5 96 97 98 99

1({2[13]14]0 11213

1({2131]141]0 1121]3] 4

1({213]14]0 1121]3]|4
Zadanie 8

Udowodnimy, iz kazdy prostokat 1 x 5 przykrywa pola o sumie po-
dzielnej przez 5. Istotnie, gdy prostokat jest ustawiony ,,pionowo”
(caly jest zawarty w jednej kolumnie), pokrywa 5 p6l z ta sama licz-
ba — suma pieciu réwnych liczb jest zas podzielna przez 5. Gdy pro-
stokat jest ustawiony ,poziomo”, pokrywa po jednym polu z 5 ko-
lejnych kolumn. Z definicji numerowania wynika, ze w pokryte pola
wpisane sa liczby 0, 1, 2, 3, 4 (w pewnej kolejnosci), ktérych suma
wynosi 10, wiec jest podzielna przez 5.

Obliczmy teraz sume liczb w polach catej tablicy. Jest w niej 20 ko-
lumn z jedynkami, 20 z dwdjkami, 20 z tréjkami, 20 kolumn (w tym
jedna pozbawiona pola — wierzchotka tablicy) z czwérkami i 19 ko-
lumn z zerami. Suma liczb wpisanych w tablice wynosi wiec

20- (14+2+3+4) —4 = 196,

co nie jest podzielne przez 5. Skoro kazdy prostokat pokrywa pola z
liczbami o sumie podzielnej przez 5, to gdyby danymi prostokatami
dato si¢ pokry¢ dang plansze, suma liczb wpisanych w pola catej
planszy rowniez musiataby by¢ podzielna przez 5.

Uzyskana sprzecznosé¢ dowodzi, ze nie mozemy pokry¢ danej tablicy
prostokatami 1 x 5.
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9. Udowodnimy nie wprost, ze szukane pokrycie nie jest mozliwe.
Zatézmy wiec, ze pokryto tablice 1000 x 1000 w zadany sposob,
bez straty ogdlnosci zatézmy réwniez, ze dhuzsze boki prostokatow
podziatu sa poziome.

Wpiszmy w pola pierwszego wiersza liczby 1, w pola drugiego: 0,
trzeciego: —1 i w kolejnych wierszach analogicznie, tj. w wiersze
o numerach postaci 3k + 1 wpisujemy 1, w wiersze o numerach po-
staci 3k + 2 wpisujemy 0, zas w wiersze o numerach postaci 3k
wpisujemy —1.

1111
0]01]0
—1|-1]-1
1111
01010
Zadanie 9

Zauwazmy, ze suma liczb przykrytych przez prostokat 3 x 5 o pozio-
mym dluzszym boku zawsze wynosi 0. Analogicznie kazdy prosto-
kat 2 x 7 o boku poziomym 7 przykrywa pola o sumie —7, 0 lub 7.
Oznacza to, ze oba rodzaje klockéw pokrywaja zawsze pola o sumie
podzielnej przez 7 — jezeli wiec mozna nimi wypetni¢ tablice, to
suma liczb w polach catej tablicy musi by¢ podzielna przez 7.
Jednakze w tablicy sa 334 wiersze z jedynkami, 333 wiersze z zerami
i 333 wierszy z minus jedynkami, wiec suma liczb w tablicy wynosi
1000, co nie jest liczba podzielng przez 7. Uzyskana sprzecznosé
konczy dowdd nie wprost.
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10. Pokolorujmy plansze tak jak na pierwszym zataczonym rysun-
ku. Kazdy klocek 3 x 1 pokrywa doktadnie jedno kolorowe pole. Pél
kolorowych jest 17 zas klockow 3 x 1 jest 16 — zatem jedno z kolo-
rowych pol bedzie pokryte klockiem 1 x 1.

Pokolorujmy plansze tak jak na drugim rysunku. Rozumujac ana-
logicznie jak w poprzednim akapicie, otrzymujemy, ze klocek 1 x 1
lezy na jednym z pokolorowanych pol.

Zadanie 10 — rysunek 1 Zadanie 10 — rysunek 2

Wiec klocek 1 x 1 musi leze¢ na polu, ktore jest pokolorowane nieza-
leznie od tego czy kolorujemy tak jak na pierwszym czy na drugim
rysunku. Wszystkie takie pola poza Srodkowym leza przy brzegu
planszy.

Zadanie 10 — rysunek 3
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]_ () Twierdzenie Talesa

1. Zauwazmy, ze z twierdzenia Talesa z roéwnolegtosé prostych AB
i XY wynika zalezno$¢

cx ¢y oy  Ccy 1

AC OB  CY+BY 30Y 3
co jest réwnowazne roéwnosci % = %, ktora przeksztatci¢ moz-

na rownowaznie do postaci
ICX =CX+AX =20X+CY, cwyliCX=CY.
Pozostaje zauwazy¢, ze z powyzszej réwnosci wynika
AC=CX+AX =20X+CY =3CY =CY + BY = BC,
czego nalezato dowiesc.

2. Korzystajac z twierdzenia Talesa dla prostych réwnolegltych AB
i EX oraz punktu D, otrzymujemy

XE DE i CE FEY
1B - DB i podobnie CA= AR
Teraz z twierdzenia Talesa dla prostych réwnolegltych AB i C'D oraz
punktu E otrzymujemy
DE CFE
DB~ CA
Laczac powyzsze trzy rownosci, otrzymujemy % = %, zatem
E jest érodkiem odcinka XY

D C
X Y

Zadanie 2
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3. Z twierdzenia Talesa dla prostych DE i AB oraz punktu C' wie-
my, ze skoro

ch 1 CFE

CA 3 CB
to proste DE i AB sa rownolegte. Ponownie z twierdzenia Talesa
w tej samej konfiguracji otrzymujemy

DE_CD_1
AB  CA 3
Analogicznie otrzymujemy FG || AB i
FG_CF_2
AB  CA 3

Dodajac otrzymane rownosci, dostajemy

1 2
DE+FG:§AB—I—§AB:AB.

c D C

AN NN
TN e
/ AR

A B
Zadanie 3 Zadanie 4

4. Niech K oznacza Srodek przekatnej BD. Punkty M, K dzie-
la odpowiednio odcinki DA, DB na potowy, wiec z twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia Talesa uzyskujemy M K||AB, a stad,
korzystajac juz z twierdzenia Talesa, mamy

2MK = AB.
Analogicznie dowodzimy, ze NK||C'D oraz

2KN =CD.
Uzyskane réwnolegltosci wraz z zatozeniem AB||C'D oznaczaja, ze
MK]||NK. Stad punkty M, K i N sa wspétiniowe. W takim razie

AB+CD

MN=MK+ KN = 5
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5. Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa zastoso-
wanego dla prostych AB i PQ oraz punktu X, z réwnoéci

AX BX

PX QX
wnioskujemy, ze PQ || AB. Analogicznie mozna wykazaé, ze QR || BC.
Wobec tego

JPQR =JABC = 90°.

Podobnie dowodzimy, ze

JQRS = RSP = 4SPQ = 90°,
wobec czego PQRS jest prostokatem.

D C
S R
P Q
A B
Zadanie 5 Zadanie 6

6. Skoro z zatozenia trapez ABCD nie jest réwnoleglobokiem, to
proste AD i BC przecinaja sie w pewnym punkcie P.

Skoro proste AB oraz C'D sa do siebie rownolegle, to na mocy
twierdzenia Talesa mamy

PA PB
PD ~ PC
Z zatozenia proste AX i C'Y réwniez sa do siebie réwnolegte, skad
Py PC
PA~ PX’
Mnozac powyzsze rownosci stronami, otrzymujemy, ze
PY PB
PD~ PX’

skad wynika, ze proste BY i DX sa do siebie réwnolegte.
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7. 7 twierdzenia Talesa dla prostych réwnolegltych C'D i EF oraz
punktu A mamy

AF AFE

FD  EC’
zas z twierdzenia Talesa dla prostych rownolegtych AB i C'D oraz
punktu £ mamy

AE  AB
EC  CD’
Korzystajac z powyzszych wnioskéw i rownosci AB+CD = AD,
otrzymujemy
AD _ AF 1_A£+1_AB+CD_AD
FD FD ~ CD -~ CD  CD
W takim razie FFD = C'D, a skoro % = é—g, to
AF = AB.

Skoro trojkat CDF jest réwnoramienny, a CD || EF, to
JEFC =<FCD =<CFD
skad
J2EFC = <4EFD.
Analogicznie dowodzimy, ze
2JEFB =<EFA.

Zatem
EFD EFA
IBFC = JEFC+<4EFB = 3 “; 3 = 90°,
co nalezato udowodnié.
D C
F
A B
Zadanie 7

182



8. Niech M bedzie srodkiem boku AB, i jednoczesnie srodkiem roz-
wazanego potokregu. Zauwazmy najpierw, ze z zadanej réwnosci
tukéw wynika rownosé katow

JAMD =<4DME = <EMB,

a skoro suma miar tych katow réwna jest 180°, to kazdy z nich ma
miar¢ 60°. Z rownosci

AM =DM i JAMD =60°
wynika, ze trojkat AM D jest rownoboczny. Stad
JCBA =60°= $BAD,
wiec
AD || BC.

Oznaczmy przecigcie prostych CD oraz AB przez X. Korzysta-
jac z twierdzenia Talesa dla prostych réwnolegltych AD i BC' oraz
punktu X, otrzymujemy

AX AD AM 1

XB BC AB 2

Zatem
AB=AX +XB=AX+2AX =3AX.

Analogicznie pokazujemy, ze jesli Y jest punktem przeciecia pro-
stych C'E oraz AB, to AB = 3Y B, co oczywiscie daje
AX =XY =YB.

C

Zadanie 8
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9. Zauwazmy, ze trojkaty ABD, ABM oraz ABC maja wspolng
podstawe AB. Oznaczmy jej dtugo$é przez a. Niech C',M' i D’
beda rzutami prostokatnymi odpowiednio C'; M i D na prosta AB.

Ze wzoru na pole trojkata mamy, ze

1 1
2:§-a-CC/ oraz 6:§-a-DD/.

Skoro proste CC’, MM’ i DD’ sg prostopadte do prostej AB, to
sa do siebie réwnoleglte. W takim razie czworokat C'C'D'D jest
trapezem, M jest $rodkiem boku C'D i MM’ jest réwnoleglta do
podstaw.

Na mocy zadania 4 wnioskujemy, ze
2MM' =CC'+ DD,
czyli pole trojkata ABM wynosi

/ /
l.a.MMle.a.<CC+DD>
2 2 2

DO | —

D

C

(o] /4] ﬁ\

A D M ¢ B

Zadanie 9 Zadanie 10

10. Stosujac twierdzenie Talesa dla prostych réwnolegtych AC'1 XY
oraz punktu B, mamy
AX CY
XB  YB’
Analogicznie otrzymujemy cigg rownosci
AX Cy CZ ET EW BX
XB YB ZD TD WA XA

Zatem AX = BX, co nalezalo dowiesc¢.
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Dzialania na
pierwiastkach

1. Wystarczy zauwazy¢, ze zachodza nastepujace réwnosci:
1 2 3 2 3
2-V3  (24+VB3)(2-v3) 22-B

1 2—+/3 2—\/§2:2_\/§‘

24v3  (24+v3) (2—v3) 23

Stad otrzymujemy, ze
1

1
_I_
2—v3 2+3

2. Podniesmy dang réwnos¢ stronami do kwadratu, a nastepnie

= (2+V3)+(2-Vv3) =4.

przeksztatémy réwnowaznie, uzyskujac kolejno:

a—c+2\/(a—c)(b—c)+b—c=a+b,
(a=c)(b—c)=c,
(a—c)(b—c) =2

Jesli liczby a, b, ¢ s wszystkie nieparzyste, to lewa strona ostatniej
rownosci jest liczba parzysta, a prawa — liczba nieparzysta. Uzy-
skana sprzecznos¢ oznacza, ze nie istnieje tréjka liczb spetniajaca
warunki zadania.

3. OdpowiedZ. Nie istnieja liczby spelniajace warunki zadania.
Zauwazamy, ze zachodzi nieréwnosé
Vaz+1> Va2 =z > .

Analogicznie rozumujac, wykazujemy, ze /y2+1 > 1y. Stad

Vel + 1412 +1> 24,

czyli liczby spetniajace warunki zadania nie istnieja.
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4. Zauwazamy, ze zachodzi rownosé
1 n+1—

NG
'f+ﬁIT(WﬁTv@Qﬁ+n+Q
n—+

Stad otrzymujemy, ze
1 1 1 1
VItV VIrvE VBiva T VstV
= (V2= V1) + (vVB-v2) +...+ (V99 - v98) =
=vV99-vV1<10-1=09.

5. OdpowiedZ. Podane wyrazenie jest rowne 4.

Zauwazamy, ze zachodzg réwnosci

(2+\/§)2 =4+ 4343 =T+4V3,
(2—\/3)2 =4 4/3+3=T—4V3.

Latwo sprawdzi¢, ze liczby, ktére podnosimy do kwadratu, sg do-
datnie. Stad mamy, ze

VT+av3+V7-4v3 =2+ V312 +/(2-V3)2 =
=(24+V3)+(2-Vv3) =4

Wigc istotnie jest to liczba catkowita i wynosi ona 4.

6. Wystarczy pokazaé, ze \/a + N> Ve. Pozostale nieréwnosci
udowodnimy analogicznie.

Skoro obie strony powyzszej nieréwnosci sa dodatnie, to wystarczy
udowodni¢ te nieréwnos¢ podniesiong do kwadratu stronami

a-|-b+2\/%>c.

Wiemy jednak, ze a+b > ¢, bo z odcinkéw o dtugosciach a, b i c
mozna zbudowac¢ trojkat. Czyli istotnie zachodzi nieréwnosé

at+b+2vVab>a+b>c.
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7. OdpowiedZ. Jedynymi parami dodatnich liczb catkowitych spel-
niajacymi dana réwnos$é sa (m,n) = (3,4), (4,3).

Przeniesmy m +n na lewa strone réwnania i podnieSmy do kwa-

mn—m—n=\/m?+n?2,

m?n? +m? +n?—2m?n—2mn’ +2mn = m? + n2,

dratu stronami:

m2n? —2m?n —2mn? +2mn = 0.

Dzielac powyzsze rownanie stronami przez mn # 0, otrzymujemy;,
ze

mn—2m—2n+2 =0,
czyli réwnowaznie

(m—2)(n—2)=2.

Zauwazmy, ze m—2,n—2 > —1. Skoro iloczyn tych liczb jest dodat-
ni, to musza by¢ one tego samego znaku. Gdyby obie byty réwne —1,
to ich iloczyn wyniéstby 1.

Stad obie sa liczbami dodatnimi, a liczba 2 daje sie przestawi¢ w po-
staci iloczynu dwéch dodatnich liczb catkowitych jako2=1-2=2-1.
Wigc jedynymi parami liczb catkowitych spetniajacymi t¢ rownosé
sa (m,n) = (3,4), (4,3). Podstawiajac te pary do wyjéciowego réw-
nania, otrzymujemy, ze sg one jego jedynymi rozwigzaniami.

8. Niech z =+/100" + 2. Udowodnimy, ze w zapisie dziesietnym licz-
by z, na kazdym miejscu od pierwszego do n-tego po przecinku, stoi
cyfra 0.

Zauwazmy, ze x = /100" 42 > /100", czyli x > 10"™. Z drugiej
strony

1 1 \?2
2 n n n
=1 2 1 P E— | -

a zatem z < 10" + 1(1)n.

Podsumowujac, mamy 10" < x < 10" + 10%, z czego wynika teza.
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9. Przemnézmy wyjéciowsa réwnoéé przez va2 + 1 —x, dostajac
OM@+1—x>OM¢+1+x><gﬂ+1+y>thﬁ+1—x

Ze wzoru na roznice kwadratéw, mamy

(\/$2+1—x>< :1:2+1—i—x> =22 4+1-22=1,
Vii+1l+y=ya2+1—z.

Analogicznie, mnozac wyjsciowg réwnosé przez /y2 +1—y, otrzy-

mamy rownosc:
2+1+r=\y2+1—y.

Dodajac powyzsze rownosci stronami, otrzymamy
\/:EQ—i—l—i—\/yQ—l—l—l—a:—i—y: \/x2+1+\/y2+1—x—y,

czyli po uproszczeniu

to

rty=—x-y,
skad uzyskujemy zadang réwnosé x4y = 0.
10. Zauwazamy, ze kazdy sktadnik wyjSciowej sumy jest nie mniej-

SZy niz ﬁ, przy czym wszystkie poza ostatnim sa ostro wicksze.
Stad mozemy wywnioskowac, ze zachodzi nierownosé

1 1 1

ViV s T VRom

1
\/2019

> 2019- = v2019 > /1600 = 40.

V2019
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]_ 2 NWD i NWW

1. Na mocy Twierdzenia ze skryptu, zachodzg réwnosci
NWD(2n+1,3n+1) =NWD(2n+1,3n+1— (2n+1)) =
=NWD(2n+1,n) =
=NWD(2n+1-2n,n) =
=NWD(1,n) =1,

co dowodzi tego, ze liczby 2n 4 1 oraz 3n + 1 sa zawsze wzglednie
pierwsze.

2. Zauwazmy, ze
a ) b
NWD(a,b) = NWD(a,b)
sa dodatnimi liczbami catkowitymi. Ponadto sa one rézne, poniewaz
liczby a i b sa r6zne. Wobec tego:
a b a+b
+ = ;
NWD(a,b)  NWD(a,b) NWD(a,b)
zatem NWD(a,b) < %“b.

3=14+2<

3. Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze a > b. Liczba NWW (a,b) jest
w szczegoOlnosci wielokrotnoscig liczby a, wiec mamy dwa przypadki:

albo NWW (a,b) = a, albo NWW ((a,b) > 2a.
Jesli NWW (a,b) > 2a, to mamy
NWW (a,b) + NWD(a,b) = NWW (a,b) > 2a > a+b.
Jesli zas NWW (a,b) = a, to liczba a jest takze wielokrotnoscia licz-
by b. Wtedy b jest dzielnikiem liczby a, wiec NWD(a,b) = b, czyli
NWW (a,b) + NWD(a,b) = a+b,

co konczy rozwigzanie zadania.
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4. OdpowiedZ. Najwieksza taka liczba n to 890.

Korzystajac z Twierdzenia ze skryptu, otrzymujemy
NWD(n? 4 100,n+ 10) =

=NWD(n? + 100 — n%(n+10),n + 10) =
=NWD(10n? — 100,74 10) =
=NWD(10n? — 100 — 10n(n + 10),n+10) =
=NWD(100n + 100,n+ 10) =
=NWD(100n + 100 — 100(n + 10),n+ 10) =
=NWD(900,n + 10)

Z podzielnosci danej w zadaniu wynika, ze
NWD(n? 4+ 100,n + 10) = n + 10,

a zatem NWD(900,n+10) = n+ 10, wiec n+10]900. Stad wniosek,
ze n < 890.

Dla n = 890 mamy NWD(900,n + 10) = n + 10, wiec podzielnosé
z tresci zadania zachodzi.

5. OdpowiedZ. Jedyna taka dodatnig liczbg catkowity jest n = 1.
Niech d = NWD(a,b), a = dz, b= dy. Wtedy liczby z i y sa wzgled-
nie pierwsze, a skoro a # b, to x # y. Otrzymujemy

d"(z" —y")[d"(z" +y"), czyli 2" —y"|2" +y"
Wtedy
=y 2" +y" + (2" —y") = 22" oraz
" —y" 2" +y" — (2" —y") = 2",
wiec
" —y" INWD(22",2y") = 2NWD(z2",y") = 2.

Stad |z™ —y"| <2, co nie jest mozliwe dla z # y i n > 1, poniewaz

kolejne n-te potegi liczb catkowitych sa coraz dalej od siebie.

Oczywiscie n = 1 spetnia warunek zadania, wystarczy bowiem roz-
wazy¢ a=21ib=1.
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6. Niech e = NWD(a,b), a = ex, b = ey. Wtedy NWD(x,y) = 1.
Z zalozen zadania mamy

dle(z+y) oraz d*|e’xy.
W takim razie d? jest wspélnym dzielnikiem liczb e?(z +1)? i e?xy.
Wobec tego

d*|NWD (62 (z+y)? eme> =

=e?. NWD ((:c —|—y)2,xy) = e,

przy czym pierwsza réwnos¢ zachodzi na mocy Faktu 1 ze skryp-

tu, zas drugg rownos¢ uzasadniamy podobnie jak w Przyktadzie 2.
Poniewaz d?|e?, to d|e, wobec czego d|ex =a i d|ey = b.

7. Skoro liczba
a+1 b+1 a*>4a V*+b a®+b*+a+b
+ = + =
b a ab ab ab
jest catkowita, to

abla® +b* 4 a+b.
Niech d = NWD(a,b) i a = dz, b = dy. Wtedy NWD(z,y) = 1.
Mamy
dry|d®(2* +y?) +d(x+y) = d(x+y)(d(z+y) +1) —2d%xy,
wiec
dry|(z+y)(d(x+y)+1), czyli d|(z+y)(d(x+y)+1).
Oczywiscie NWD(d,d(x +y)+1) =1, wiec d|x +y. Skoro liczby
te sa dodatnie, to
d<z+y,
zatem d? < dx + dy = a + b, wiec ostatecznie d < Va—+b.
8. Niech d = NWD(a,b), a = dz, b = dy. Wtedy NWD(z,y) = 1.
7 zalozen zadania mamy, ze
de+dy|d*zy, wiec x+y|dry.
Podobnie jak w Przyktadzie 2 dowodzimy, ze NWD(z +y, zy) = 1.

Wobec tego na mocy Faktu 2 zachodzi x4 y|d. Skoro x4y i d sa do-
datnie, to x +y < d. Wowczas a+b = dx +dy < d?, wiec va+ b < d.
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9. OdpowiedZ. Najwieksza wartoscig wyrazenia jest 4m + 1.
7 Twierdzenia ze skryptu otrzymujemy nastepujace réwnosci
NWD(n?+m,(n+1)*4+m) =

=NWD(n? +m, (n+1)?+m— (n>+m)) =
=NWD(n?+m,2n+1) =
ENWD(2(n? +m),2n+1) =
=NWD(2n*+2m—n(2n+1),2n+1) =
=NWD(2m —n,2n+1) =
ENWD(4m —2n,2n+1) = NWD(4m +1,2n+ 1) < 4m+1,

przy czym réwnosci x i sx zachodza, poniewaz 2n + 1 jest liczbg
nieparzysta. Zatem wyrazenie z zadania nie jest wicksze od 4m 4 1.
Co wiecej, wartos¢ ta jest osiggalna, na przyktad dla n = 2m.
10. Odpowied?. Liczba m =1 lub m = 2¥+2 dla k > 0.
Zauwazmy, ze zachodza rownosci

NWD(mn+1,2n4+1) =NWD(2mn+2,2n+1) =

=NWD(2mn+2—m(2n+1),2n+1) = NWD(m —2,2n+1).
Pierwsza rownosé jest prawdziwa, poniewaz liczba 2n + 1 jest za-
wsze nieparzysta, a druga wynika z Twierdzenia 1 ze skryptu.
Gdyby liczba m — 2 byta podzielna przez nieparzysta liczbe k > 1,
to biorac n = %, otrzymaliby$my, ze
NWD(m—2,2n+1) =NWD(m—2,k) > k > 1,

wiec m nie spetniatoby warunku z zadania.
Stad wniosek, ze liczba m — 2 nie moze mie¢ nieparzystych dzielni-
kéw wiekszych od 1, a zatem jej warto$é bezwzgledna jest potega
dwojki, wice |m —2| = 2 dla pewnej liczby catkowitej k > 0.
Jesli m —2 < 0, to warunek m > 0, oznacza, ze m = 1. Jesli za$
m—220,tom—2=|m—2| =2% zatem m = 2F +2.
Jesli liczba m jest takiej postaci, to liczba m — 2 nie ma nieparzy-
stych dzielnikéw wiekszych od 1, wiec na podstawie naszego rozu-
mowania taka liczba m spelnia warunek zadania.
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]_ 3 Podwdjne zliczanie

1. Przypuséémy, ze taki podziat istnieje. Niech G oznacza sume liczb
w jednej grupie. Wéwczas

20-21
IG=G+G+G+G =142+ +20=—— =210,

co zajs¢ nie moze, poniewaz G jest liczba catkowita, a 210 nie dzieli
sie przez 4. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze szukany podziat nie
istnieje.

2. Niech K oznacza liczbe kotek zainteresowan. Niech P oznacza
zbiér par postaci (uczen u, kotko k), ze uczen u uczeszcza na kot-
ko k. Oszacujemy liczbe |P| na dwa sposoby.

Poniewaz kazdy z trzystu uczniow uczeszcza na co najmniej dzie-
sie¢ kotek, to kazdy uczen u jest w przynajmniej dziesieciu parach
nalezacych do zbioru P, zatem |P| > 300-10 = 3000.

Poniewaz na kazde kotko chodzi co najwyzej dziesiecioro uczniéw,
to kazde kétko k jest w co najwyzej dziesieciu parach nalezacych
do zbioru P, zatem 10K > |P)|.

Laczac otrzymane nieréwnosci, otrzymujemy, ze 10K > 3000, skad
wniosek, ze K > 300, co nalezato dowiesc.

3. Przyporzadkujmy kazdej Scianie liczbe jej bokéw. Oznaczmy su-
me tych liczb przez K. 7 zalozen zadania wiemy, ze wszystkie roz-
patrywane liczby sa podzielne przez 4, wiec K réwniez jest liczbg
podzielng przez 4.

Poniewaz kazda krawedz nalezy doktadnie do dwdch scian wielo-
Scianu, to zostala w ten sposéb policzona dwukrotnie, zatem K
jest tez podwojong liczbg krawedzi.

Wobec tego teza zadania sprowadza si¢ do wykazania, ze liczba %K
jest liczba parzysta, co jest oczywiste, poniewaz K dzieli si¢ przez 4.
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4. Przypusémy, ze taka numeracja istnieje. Niech K i W oznaczaja
odpowiednio sume liczb wpisanych w krawedzie i wierzchotki.

Kazda krawedz zawiera doktadnie dwa wierzchotki wieloscianu. Stad
liczba zapisana na jednej krawedzi wejdzie w sktad sumy liczb
z wierzchotkow dwukrotnie, czyli

30-31
W=2K=2-(1+2+...4+30) :2-7 = 2-465.
Poniewaz, kazda liczba wpisana w wierzchotek jest podzielna przez 4,
zatem liczba W tez jest podzielna przez 4, co jest niemozliwe, gdyz
W =2-465. Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze szukana numeracja
nie istnieje.

5. OdpowiedZ. Najmniejsza mozliwa liczba zer to 11.

Niech ki, ko, ..., k11 oznaczajg sumy liczb znajdujacych sie w kolej-
nych kolumnach, a wy, wa, ..., w11 — sumy w kolejnych wierszach.
Niech S bedzie suma wszystkich liczb z tablicy.

7 warunkow zadania wynika, ze k1 >0, ko > 0,..., k11 = 0, zatem
S=k+ke+...+k11204+0+...4+0=0.
Podobnie, skoro wy <0, we <0,..., w1 <0, to

S=witwr+...+wn<0+0+...+0=0.
bLaczac powyzsze nieréwnosci, dochodzimy do wniosku, ze S = 0.
Zatem we wszystkich powyzszych nieréwnoéciach zachodza rowno-
sci, czyli
ki=ko=...=kj1=wi=wy=...=wy; =0.

Poniewaz suma liczb w kazdym wierszu jest rowna 0, wiec w kaz-
dym wierszu jest tyle samo liczb 1 co liczb —1. W kazdym wierszu
jest zatem parzysta liczba niezerowych liczb. Skoro w kazdym wier-
szu wpisanych jest nieparzyscie wiele liczb — 11, to w kazdym wier-
szu wpisana jest co najmniej jedna liczba 0, zatem w calej tablicy
znajduje sie co najmniej 11 zer.

Pozostaje wykazaé, ze istnieje ponumerowanie spetniajace warunki
zadania wykorzystujace co najwyzej 11 zer.
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Rozwazmy szachownice 11 x 11 pokolorowana na czarno-biato.
Wybierzmy jedng z gtéwnych przekatnych tej planszy i wpiszmy
w nig same zera. Nad ta przekatna w pola biate wpiszmy liczbe 1,
za$ w czarne —1, pod ta przekatna na odwrét. Latwo sprawdzié, ze
tak ponumerowana tablica spetnia warunki zadania.

Zadanie 5

6. Przypusémy nie wprost, ze takie ponumerowanie istnieje. Niech
suma liczb wychodzacych z jednego wierzchotka wynosi w. Przyj-
mijmy tez, ze liczba K jest suma liczb z wszystkich krawedzi.

Kazda krawedz zawiera doktadnie dwa wierzcholtki sze$cianu. Stad
liczba zapisana na jednej krawedzi wejdzie w sktad sumy liczb
z wierzchotkow dwukrotnie, czyli ta suma wyniesie 2K. Otrzymu-
jemy wiec, ze

Sw
K = = 4w.
5 w
Krawedzie sa ponumerowane liczbami 1, 2, ..., 12, wiec

K:1+2+...+12:$:78.

Zatem 78 = 4w, co zaj$¢ nie moze, poniewaz w jest liczbg catkowita.
Uzyskana sprzecznosé z zatozeniem nie wprost dowodzi, ze szukane
ponumerowanie nie istnieje.
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7. Oznaczmy sumy liczb w kolumnach przez 2F1, 2k2 2k3 9ka 758
w wierszach przez 2%, 2W2 2W3 2W4 odzie ki, ko, k3, kg4, wy, w2,
w3, w4 sa parami réznymi nieujemnymi liczbami catkowitymi.
Bez straty ogolnosci zatézmy, ze k1 jest najmniejsza sposroéd wszyst-
kich tych liczb. Obliczajac na dwa sposoby sume wszystkich liczb
wpisanych w pola tablicy, uzyskujemy réwnos¢
oM 42k 4 9Fs | oka = gw1 4 gwz  gws 4 ows,

Dzielac powyzsza réwnoéé stronami przez 2F!, otrzymujemy

14+ ok2—k1 + oks—k1 + oka—k1 _

—owi—k1 +2w2—k1 +2w3—k1 +2w4—k1.

Lewa strona powyzszej zaleznosci jest liczba nieparzysta, a prawa —
liczba parzysta. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze nie jest mozliwe
wpisanie liczb w pola tablicy zgodnie z warunkami zadania.
8. Przypusémy, ze takie wpisanie liczb jest mozliwe. Obliczmy sume

tych osiemnastu liczb. Z jednej strony jest to dwukrotnosé¢ sumy
liczb w tablicy, czyli liczba parzysta.

Z drugiej strony jest to suma liczb k, k+1, ..., k+ 17 dla pewnego

naturalnego k, ktéra wynosi

17-18
18k + —5— = 18k + 153,

co jest liczbg nieparzysta dla dowolnej liczby catkowitej k. Uzyskana
sprzecznos¢ dowodzi, ze szukane wpisanie nie jest mozliwe.

9. Przypusémy, ze taki podzial jest mozliwy. Zauwazmy, ze suma
wyrazéw trojelementowego ciggu arytmetycznego jest zawsze po-
dzielna przez 3, gdyz taki ciag arytmetyczny jest postaci

(a, a+b, a+2b),
wiec suma jego elementéw to 3(a+b).
Poniewaz zbiér {1, 2, 3, ..., 3n—2, 3n—1, 3n+ 1} podzieliliémy na
roztaczne podzbiory o sumie elementoéw podzielnej przez 3, to suma
liczb w catym tym zbiorze tez musi by¢ podzielna przez 3.
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Zauwazmy jednak, ze
1+2+...+3n—-2+3n—-1+3n+1=
(3n—1)-3n (Bn—1)-n

=" /v 1=3.
5 +3n+ 3 ( 5

co nie jest liczba podzielna przez 3. UzyskaliSmy sprzecznosé, co

+n> +1,

oznacza, ze szukany podzial nie istnieje.

Uwaga
Nalezy uzasadni¢, ze liczba w jest catkowita. Wynika to stad,
ze niezaleznie od parzystosci n, jedna z liczb n, 3n —1 jest parzysta.

10. Przypusémy nie wprost, ze liczby na krawedziach sa parami
rozne. Wszystkie te liczby sg nie mniejsze od 142 = 3 i nie wieksze
od 7+ 8 =15, a zatem nalezg do przedziatu [3,15]. Krawedzi jest
dwanascie, czyli o jeden mniej niz liczb catkowitych w tym prze-
dziale, wiec doktadnie jedna liczba catkowita z tego przedziatu nie
jest wpisana na zadnej krawedzi. Oznaczmy ja przez k.

Zauwazmy, ze skoro kazdy wierzchotek szeScianu nalezy do trzech
krawedzi, to suma S liczb na wszystkich krawedziach jest trzykrot-
noscig sumy liczb w wierzchotkach, czyli

S=3-(14+24+3+4+5+6+7+8)=108.

Z drugiej strony S+ k jest suma wszystkich liczb catkowitych z prze-
dziatu [3,15], wiec

108 +k=3+44---4+14+15=11T7,

czyli k =9. Stad liczby 3, 4, 5 1 6 sg napisane na pewnych krawe-
dziach.

Rozwazmy krawedz, na ktérej napisana jest liczba 3. Na jej koncach
musza by¢ napisane liczby 1 i 2. Rozwazmy krawedz, na ktérej
napisana jest liczba 4. Na jej koncach musza by¢ napisane liczby 1
i 3. Z poprzednich czterech zdan mozemy tatwo wywnioskowac,
ze liczby 2 i1 3 nie naleza do jednej krawedzi. Rozwazmy w koncu
krawedz, na ktorej napisana jest liczba 5. Na jej koncach musza by¢
napisane liczby 2 i 3 lub 11 4.

197



Wiemy juz jednak, ze liczby 2 i 3 nie sg potaczone krawedzia, zatem
to liczby 11 4 sg napisane na tej krawedzi. Stad ptynie wniosek, ze
wierzchotek z napisang liczba 1 sgsiaduje z wierzchotkami zawiera-
jacymi liczby 2, 31 4. Z tego tatwo wynika, ze ani liczby 11 5, ani 2
i 4 nie naleza do jednej krawedzi, zatem nie istnieje krawedz z na-
pisana liczbg 6. Powyzsza sprzecznosé konczy rozwiazanie zadania.
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]_ 4 Nierownos¢ tréjkata

1. Niech P bedzie punktem przecigcia przekatnych AC i BD.
Zapiszmy nieréwno$é trojkata dla trojkatéw APB oraz CPD:

AP+ BP > AB oraz CP+DP>CD,

Nieréwnosci te sg ostre, gdyz punkt P nie nalezy do zadnego z od-
cinkow AB i CD. Dodajac nieréwnosci wyzej, otrzymujemy

AC+BD=AP+BP+CP+DP>AB+CD,

czego nalezato dowiesc.

D

X

Zadanie 1 Zadanie 2

2. Niech P bedzie punktem przeciecia przekatnych AC' i BD. Roz-
wazmy dowolny punkt X na plaszczyznie. Zapisujac nieréwnosé
trojkata dla trojkatéow AXC oraz BX D, otrzymujemy

AX+CX > AC=AP+CP,
BX+DX>BD=BP+DP,
ktore to nieréwnosci po dodaniu daja nastepujaca nieréwnosé
AX+BX+CX+DX > AP+BP+CP+ DP.

Réwnosé zachodzi w nierownosci wyzej wtedy i tylko wtedy, gdy
X nalezy do odcinkéow AC' i BD, czyli gdy X = P. W rezultacie
punkt P minimalizuje sume odlegtosci od wierzchotkéw czworokata.
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3. 7 treéci zadania wiemy, ze dtugosci bokéw trojkata sg rowne
a”, a1, a2 gdzie n to pewna liczba catkowita. Stad zapisujac

nierownos¢ tréjkata, otrzymujemy

a"+a" > a2 cayli 14a>d’

Zauwazmy jednak, ze dla a > 2 zachodzi a® > 2a > a+ 1. Wobec
tego a = 1, wiec wszystkie boki danego tréjkata sg réwne 1.
4. Niech FY bedzie odbiciem punktu F; wzgledem prostej . Niech
P bedzie punktem przecigcia prostej FiFy z prosta [, natomiast
niech P’ bedzie dowolnym punktem na prostej [. Z zalozeri wynika,
ze P lezy na przedtuzeniu odcinka F]Fy. Prosta [ jest symetralna
odcinka Fy FY, czyli zachodza réwnosci:

FP'=FP oraz FP=F|P.
Wowezas zapisujac nieréwno$é tréjkata dla Fy P'Fy, otrzymujemy
AP = BP|=|FP - BP | < F{Fy=|F{P—F,P| = | P-FP),
przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy P’ = P. Stad
punkt P jest szukanym punktem na prostej [.

Iy
C
P’ P
g A M B
Zadanie 4 Zadanie 5

5. Niech P bedzie srodkiem odcinka AC'. Skoro punkt M jest $rod-
kiem AB, to na mocy twierdzenia o linii Srodkowej dla tréjkata
ABC mamy PM = %BC. Analogicznie otrzymujemy PN = %DA.

Zapisujac nieréwnosé trojkata dla M PN, otrzymujemy
1 1
MN < MP+ NP = §BC+ iDA’

co jest rownowazne nieréwnosci z tresci zadania.
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6. Niech promien danego okregu bedzie rowny r. Wowczas
AS=BS=DS=r.

Z nierownosci trojkata, zastosowanej do tréjkatow AC'S oraz BC'S
otrzymujemy:

ACH+SC > AS oraz BC+SC > BS.
Dodajac te nieréwnosci stronami, uzyskujemy kolejno
AC+ BC+25C > AS+ BS =2r,

AB+25C > 2r,
AB > 2r —2SC =2(SD— SC) = 2CD,

co bylto do udowodnienia.

B
C
D D/ D B
B/
E A
A

Zadanie 6 Zadanie 7

7. Niech B’ i D’ beda odbiciami punktu C' odpowiednio wzgle-
dem punktéow B i D. Wowczas punkty B i D sa $rodkami od-
powiednio odcinkéw B’C' oraz D'C. Na mocy twierdzenia o linii
srodkowej dla tréjkata B'C'D’ uzyskujemy, ze B'D' =2BD.

Zauwazamy, ze prosta AB jest jednocze$nie wysokoscig i srodko-
wa w tréjkacie AB'C, czyli jest on réwnoramienny. Analogicznie
dowodzimy, ze tréjkat CED’ jest réwnoramienny. Mamy wige, ze
AB'=AC i ED =EC.
Zapiszmy uogdlniong nieréwnosé tréjkata dla tamanej zamknigtej
B'AED':
2:BD=B'D'< BA+ AE+ED' =CA+ AE+ EC.

Dowdd jest zatem zakonczony.
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8. Rozwazmy szeécian ABCDA'B'C'D’, przy czym ABCD oraz
A'B'C' D’ to dwie przeciwlegle $ciany oraz AA’, BB', CC’, DD’ to
krawedzie szeScianu. Szukamy najkrotszej Sciezki pomiedzy wierz-
chotkami A i C' zawartej w powierzchni szeScianu.

Zauwazmy, ze kazda Sciezka pomiedzy wierzchotkami A i O za-
warta w powierzchni szescianu musi przecia¢ w pewnym punkcie
tamang zamknietg BCDD'A’B’. Oznaczmy ten punkt jako X.

W zwigzku z tym, ze odcinki AX i C'X zawierajg sic w powierzch-
ni szedcianu, to najkrétsza $ciezka pomiedzy A i C’ przechodzaca
przez X zlozona jest z dwoch odcinkéw AX i C'X (prosty wniosek
z nieréwnosci tréjkata).

Pozostaje znalez¢ taki punkt X, ze warto§¢ wyrazenia AX + C'X
jest mozliwie najmniejsza. Z symetrii mozemy zatozy¢, ze X lezy
na odcinku A’'B’.

D’ c’
D’ Ked
A % . Al X
B P B
C
A B A B
Zadanie 8 (rys. 1) Zadanie 8 (rys. 2)

Rozwazmy teraz siatke naszego sze$cianu, taky zeby krawedz A’'B’
pozostata nierozcieta.

Wéwezas niech prosta AC’ przecina odcinek A’B’ w punkcie P.
Latwo mozemy sprawdzi¢, ze P to érodek A’ B’. Stosujac nieréwnosé
trojkata dla AXC’, otrzymujemy

AX+C'X > AC' = AP+ C'P,
przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy X = P. Stad
szukana $ciezky jest tamana otwarta APC'.
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9. Niech D bedzie tym srodkiem tego tuku BC okregu opisanego
na tréjkacie ABC, ktory nie zawiera punktu A. Wéwczas zachodzi
réwnoéé BD = CD. Zauwazmy, ze skoro S BAC = 120° oraz z fak-
tu, ze czworokat ABDC' jest wpisany w okrag (co pociaga za soba
warunek SBAC + JCDB = 180°), uzyskujemy

JCDB = 60°.
Skoro BD = CD, to tréjkat BC'D jest réwnoboczny, natomiast
M D to jego wysokosé. Stad otrzymujemy

MD = \fBC’.

Niech O bedzie $rodkiem okregu opisanego na czworokacie ABC'D.
Woéwezas, skoro trojkat BC'D jest réwnoboczny, to

OD = §MD.
Zapisujac nierownosé tréjkata dla AOM, otrzymujemy
AM > OA—-OM =0D—-(MD-0D) =
=2-0D—-MD =
4

:§MD—MD:

1
—_MD
3

czego nalezato dowiesc.

VM

D
Zadanie 9
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10. Rozwazmy dowolng $rednice PP’ kota danego w zadaniu, dla
ktoérej istnieje takie 7, ze punkt A; nie nalezy do PP’. Wéwczas
zapisujac nieréwnosé trojkata PA; P’ dla i € {1,2,...,100}, otrzy-
mujemy

PA; —|—P/AZ = PP =2.
Po dodaniu stron analogicznych nieréwnosci sformutowanych dla
wszystkich ¢ ze zbioru {1,2,...,100}, otrzymamy

(PAL+P'AL) + (PAz + P Az) +
+-+ (P/hoo + P/Amo) > 200.
Uzyskana nieré6wno$¢ jest ostra, poniewaz z zatozenia istnieje ta-
kie i, ze punkt A; nie lezy na PP’.
Zauwazmy dalej, ze gdyby zaden z punktéw P, P’ nie spelnialby
warunku danego w zadaniu, to mieliby$my

(PAL+---+ PAjp) + (P’A1 +-e- P'Aloo) < 200.

Otrzymane nieréwnosci sa ze soba sprzeczne. Zatem co najmniej
jeden z punktéw P, P’ spetnia warunek z zadania.

Zadanie 10
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]_ 5 Nierownosci

1. Zauwazmy, ze liczby x i % sg tego samego znaku, czyli

1 1
x—l—‘:|x|+.
x |

Wystarczy wiec wykazac, ze

Przemnazajac te réwnosé przez |z|, otrzymujemy
je|? +1 > 2],

jo|? = 2fa| + 1>

(Jo]=1)% >

0,
0.

Skoro kwadrat liczby rzeczywistej jest zawsze nieujemny, to ostatnia
nieré6wno$¢ jest zawsze prawdziwa. Skoro wszystkie przeksztalcenia
byly réwnowazne, to pierwsza rownos¢ takze musi by¢ prawdziwa.

2. Pomnézmy te nieréwno$é stronami przez ab(a +b). Wéwczas
1 n 1 < 4
a b~ a+b’
b(a+0b)+a(a+0b) > 4ab,
a® + b? > 2ab.
Prawdziwos¢ ostatniej nierownosci zostata wykazana w skrypcie ja-
ko Twierdzenie, wiec teza zostata uzasadniona.

3. Skoro a,b,c > V3, to be > 3, wiec abc > 3a. Analogicznie dowo-
dzimy, ze abc > 3b i abc > 3c. Dodajac te trzy nierownosci stronami,
otrzymujemy

3abc > 3a+ 3b+ 3c.

7 powyzszej zaleznosci wprost wynika teza.
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4. Oznaczmy x = a—ciy = c—b. Rozwazana nier6wnos¢ przyjmuje
wtedy postac

202+ 2% > (x4 y)2.
Po rozwinieciu prawej strony i zredukowaniu wyrazéw podobnych

dostajemy

2420y + 47,

202 422 >z
o =2y +y° >0,
(z—y)*>0

Y

co konczy dowdd.
5. Z nieréwno$ci miedzy $rednig arytmetyczng i geometryczng ma-
my, 7ze
a+b>=2vVab, b+c>=2Vbc, cH+a>=2v/ca.
Mnozac te nieréwnosci stronami, otrzymujemy, ze

(a+b)(b+c)(c+a) = 2Vab-2vbe-2y/ca = Sabe.

6. Wykazemy, ze podana wlasnos¢ zachodzi jedynie dla n = 3.
Rozpatrzmy przypadek, gdy n = 3. Jesli x >y, to
x4+y4 > 2t = xy3.
Gdy za$ y > x, to
at+yt >yt > ay?,
czyli w tym przypadku dana nieréwnoscé istotnie jest prawdziwa.

Dlan=1,2 wezmy z =y = % Otrzymujemy wowczas

1 1 11
4 4

:2—<—\——:
Tty 34 53333 3n

Gdy zas n > 3, to biorac x = y = 3, otrzymujemy, ze
syt =231 < 35 = oyt <ay™

n

Ty

7. W przypadku bardziej ztozonych nieréwnosci, analizowanie roz-
wazanie szczegolnych przypadkéw pozwala nam niekiedy poczynicé
kluczowe obserwacje.
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Zobaczmy jakag forme przyjmie wyjsciowa nieréwnosé, gdy b = c.
Otrzymujemy
a’?+b> 2% b +a?

— > 2b,
ot T T oda 20T
a2+ b2
2. b> 20,
a+b + at
a2+b2>a+b
a+b 2

Postaramy si¢ wykazaé¢ powyzsza nieréwnos¢. Przeksztatcajac row-
nowazne, otrzymujemy

a2+b2>a+b
a+b =~ 27
2a* + 2% > (a+b)?,
20 +2b* > a® + 2ab + b7,
a2—2ab+62>0,
(a—b)%2>0,

co jest zawsze prawda.

Teraz zastosujemy wykazana nierownos¢ w ogélnym przypadku.
Mamy
A+ B+ A4d? < a+b b+c c+a

a+b b+c c+a = 2 2 + 2 =atbte

czego nalezato dowiesc.

8. Po wymnozeniu nawiaséw, nierownos¢ przyjmuje postac
my2+yx2+x+y—4xy < 1—2xy—|—x2y2
Przeksztatémy ja rownowaznie:
my2+y:t2—|—m+y < x2y2+2xy+1,
(zy+1)(z+y) < (zy+1)?,
r+y<zy+1,
0<(z—1)(y—1).

Ostatnia nierownos¢ jest prawdziwa, gdyz 0 < x,y < 1.
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9. Skoro a+b+c+d =1, to niero6wnos¢ z tezy jest rownowazna
nieréwnosci
a? 4+ 302 +52 +7d> > 1= (a+b+c+d)* =
= a® + b2+ 2+ d% 4 2ab + 2bc + 2ac + 2ad + 2bd + 2cd,

202 + 4¢? + 6d? > 2ab + 2bc + 2ac + 2ad + 2bd + 2cd.

Zauwazmy, ze po lewej stronie nieréwnosci znajduja sie kwadraty
liczb rzeczywistych, a po prawej wyrazenia typu 2ab. Naprowadza
nas to na nastepujace szacowanie prawej strony nieréwnosci

2ab 4 2bc + 2ac + 2ad 4 2bd + 2cd < (a® + %) + (02 + )+
+(@®+ )+ (a*+d%) + (P +d*) + (P +d°) =
= 3a® +3b% + 3¢* + 3d°.
Korzystajac z zatozenia, ze a < b < ¢ < d, otrzymujemy, ze
3a® +3b% + 3¢ + 3d* < 2b* + 4c? + 64

Laczac powyzsze nieréwnosci, uzyskujemy teze.

10. Zauwazmy, ze
abc abc  abc

abc=ab+bc+ca= — + — + — =

c a b
ab+bc+ca ab+bc+ca ab+bc+ca
= - - >

c a b

- bc+ca+ab+ca+ab—|—bc _y

c a b
co byto do udowodnienia.

(a+b+c),

11. Wykazemy, ze zachodzi nieréwnoéé (a+b)2 > 4ab. Jest ona réw-
nowazna nieréwnosciom

a® + 2ab+ b > 4ab,
a? —2ab+ 1% >0,
(a—b)*>0,
co jest oczywiscie prawda. Z zalozenia mamy zatem
(a+b)? >4ab>4(a+Db), czyli a+b>4,
gdyz a+b > 0. Dowdd jest zakonczony.
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12. Na mocy nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczng a geome-
tryczna otrzymujemy, ze

n" 4+ m™ > 2vnnvmm.
Skoro mn > 1, to takze
V(mn) " =/ (mn) Vi,

Laczac udowodnione nieréwnosci, dochodzimy do wniosku, ze wy-

starczy udowodni¢ nastepujaca nieréwnosc:

m+n

n"m™ =1/ (mn) "2

Podniesmy ja stronami do czwartej potegi, a nastepnie podzielmy
przez n"'m':

2m> m-+n, m+n

n?"m m n ,
m

m

=
n"m™ > m"n™,

co dalej jest rownowazne temu, ze

nn—mmm—n 1’

n—m
() 2

Jesli n > m, to podnosimy liczbe nie mniejsza niz 1 do nieujemnej

WV

potegi, zatem otrzymujemy liczbe nie mniejsza niz 1. Jesli m > n,
to podnosimy liczbe nie wigksza niz 1 do potegi niedodatniej, zatem
znowu otrzymujemy liczbe nie mniejsza niz 1. W obu przypadkach
otrzymujemy teze.

]
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I 6 Zasada minimum
i maksimum

1. OdpowiedZ. Nie jest to mozliwe.

Niech a bedzie najwieksza z wpisanych liczb. Jedli jest takich kilka,
to wybieramy dowolng z nich. Sasiadujace z nia liczby oznaczmy
przez b i ¢ tak, aby zachodzito b > ¢. Wowcezas a = b— ¢, wiec sko-
ro ¢ >0, to a < b. Ze sposobu wyboru liczby a wiemy, ze a > b.
Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze nie istnieje postulowane przy-
porzadkowanie liczb wierzchotkom tego wielokata.

2. OdpowiedZ. Nie, taki wielo$cian nie istnieje.

Rozwazmy najkrétsza krawedz wieloScianu i oznaczmy ja przez AB.
Z zatozen zadania wynika, ze istnieje taki wierzchotek C', ze ABC
jest $ciang wieloscianu i kat SACB jest rozwarty. W tréjkacie
rozwartokatnym naprzeciwko kata rozwartego jest najdtuzszy bok,
wiec AB > AC'. Nie jest to jednak mozliwe, gdyz z zalozenia mini-
malnoé$ci AB wynika AB < AC'. Uzyskana sprzecznosé¢ dowodzi, ze
szukany wielo$cian nie istnieje.

3. Niech a bedzie najmniejsza z liczb wpisanych w pola tablicy. Roz-
wazmy jedno z pol, w ktore jest wpisana liczba a. Liczby wpisane
w sasiadujace pola sa nie mniejsze od a, a ich Srednia arytmetyczna
to a, wigc kazda z nich jest rowna a. Zatem jesli w pole jest wpisana
liczba a, to we wszystkich sasiadujacych polach jest réwniez a.

Zauwazmy, ze do kazdego pola planszy mozna dojs¢ od pola zawie-
rajacego a, przechodzac w kazdym kroku przez pola sasiadujace.
Skoro w polu startowym jest a i sasiaduje ono z drugim polem,
przez ktoére przechodzimy, to w drugim polu réwniez musi by¢ a.
W ten sam sposoéb w trzecim i kazdym nastepnym polu jest wpisa-
ne a. Zatem w ostatnim polu na naszej Sciezce rowniez jest a. To
dowodzi, ze wszystkie liczby wpisane w pola sg rowne
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4. Zatézmy nie wprost, ze zaden rycerz nie wygrat ze wszystkimi
innymi. Niech A bedzie uczestnikiem turnieju, ktory wygral naj-
wiekszg liczbe pojedynkéw. Zgodnie z zalozeniem istnieje rycerz,
z ktorym A przegral — nazwijmy go B.

Niech C' bedzie pewnym rycerzem, ktorego pokonal A. Zauwazmy,
ze jesli B przegratby z C', to stanowiliby trojke, ktora wedtug zato-
zenia zadania nie istnieje. Oznacza to, ze B wygral z C.

Okazuje sie w ten sposéb, ze B pokonal kazdego rycerza, z ktorym
wygral A oraz samego A — czyli o jedng osobe wiecej. Poniewaz
to A miatl wygra¢ najwiecej pojedynkow, otrzymujemy sprzecznosc.
Istnieje wiec rycerz, ktora wygrat ze wszystkimi innymi.

5. Skoro uzyto kazdego z trzech koloréw, to istnieje przynajmniej
jeden trojkat o wierzchotkach réznych kolorow. Sposréd wszystkich
takich tréjkatéw wybierzmy ten o najmniejszym polu (jesli tréjka-
tow o najmniejszym polu jest wiecej niz jeden, wybieramy dowolny
z nich). Nazwijmy ten tréjkat ABC. Wykazemy, ze tréjkat ABC
spelnia warunki zadania.

Przypusémy, ze do wnetrza trojkata ABC nalezy pewien zaznaczo-
ny punkt X. Skoro ten tréjkat ma po jednym wierzchotku kazdego
koloru, to w szczegdlnosci ma wierzchotek tego samego koloru co
punkt X. Bez straty ogdlnoéci mozemy przyjac, ze punkty X i A
maja ten sam kolor. To oznacza, ze kazde dwa wierzchotki trojka-
ta BC'X maja rozne kolory. Jednak pole tego tréjkata jest mniejsze
od pola trojkata ABC. Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze do wne-
trza trojkata ABC' nie nalezy zaden zaznaczony punkt.

6. OdpowiedZ. Napisano liczby 0, x lub 0, y, —y dla z,y € R.

Wykazmy, ze na tablicy zapisano co najwyzej jedna liczbe dodatnig.
Przypusémy nie wprost, ze na tablicy sa co najmniej dwie liczby
wigksze od zera. Niech a bedzie najwicksza, a b inna zapisana liczba
dodatnia. Wéwczas na tablicy znajduje sie rowniez liczba a+b > a,
co przeczy maksymalnosci a. Stad wnioskujemy, ze na tablicy zapi-
sano co najwyzej jedng liczbe dodatnia. Analogicznie stwierdzamy;,
ze na tablicy zapisano co najwyzej jedna liczbe ujemna.

211



Zatézmy, ze na tablicy zapisano jedng liczbe dodatnig i jedng liczbe
ujemna. Oznaczmy je jako z > 0 > y. Wowcezas liczba z 4y réwniez
jest zapisana na tablicy. Skoro x, y sa rézne od zera, to x +y nie
jest réwne zadnej z nich. PokazaliSmy, ze na tablicy zapisano co
najwyzej jedng liczbe dodatnig i co najwyzej jedna liczbe ujemna,
wiec x +y musi by¢ réwne 0. Stad otrzymujemy, ze © = —y, czyli
na tablicy zapisano tréjke (—y,v,0).

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy na tablicy jest jedna liczba rézna
od zera — oznaczmy ja jako x. Skoro na tablicy zapisano wiecej niz
jednag liczbe, a x jest jedyna zapisang liczba niezerowa, to na tablicy
musi znajdowaé sie réwniez 0.

Zatem na tablicy mogta by¢ zapisana para (0,z) lub tréjka (—y,y,0),
gdzie z,y # 0. Obie mozliwosci spetniaja warunki zadania.

7. Nazwijmy cyklem takg grupe uczestnikow Ay, Ao, ..., A, ze Ay wy-
gral z A9, A z As, ... 1 A z A1. Przypu$émy nie wprost, ze nie
istnieje cykl dhugosci 3. Rozwazmy najmniejszy cykl istniejacy w tej
grupie. 7Z tresci zadania wiemy, ze jakis istnieje i ma wigcej niz tro-
je uczestnikéw. Niech A, B i C beda pewnymi trzema kolejnymi
uczestnikami w znalezionym przez nas najmniejszym cyklu — ozna-
cza to, ze A wygral z B, a B z C. Jesli A wygral z C, to mozemy
wykluczy¢ B z tego cyklu i znalez¢ w ten sposéb mniejszy — co byto-
by sprzeczne z zatozeniem, ze znaleziony cykl jest najmniejszy. Tak
wiec A przegrat z C, czyli A, B i C sg szukang tréjka zawodnikow.
8. Zalézmy, ze zbidr rozwiazan (x,y,z) tego réwnania w liczbach
catkowitych dodatnich jest niepusty. Wobec tego istnieje rozwigza-
nie (x0,yo0,20) 0 najmniejszej sumie. Wowczas

:1:’8 + 2yg’ + 428 = 820Y020-

Zauwazmy, ze liczba xg musi by¢ parzysta, zatem mozemy zapisac¢
xg = 2x1 dla pewnego catkowitego dodatniego x1. Wtedy

83 + 2yg’ +428’ = 16x1y020-
Po podzieleniu przez dwa otrzymujemy

y(?)’ + 228’ + 4:13? = 8y02071,
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czyli trojka (yo, z0,21) réwniez jest rozwigzaniem tego réwnania.
Jednak
1
Yo+z0+a1 = §l’o+yo+20 < Zo+ Yo + 20

SkonstruowaliSmy zatem rozwiazanie o mniejszej sumie. Powyzsza
sprzecznos¢ dowodzi, ze réwnanie to nie ma rozwigzan w liczbach
catkowitych dodatnich.

Uwaga

W powyzszym rozwigzaniu udowodniliémy, ze réwnanie nie ma roz-
wigzan catkowitych dodatnich, poprzez konstruowanie coraz to mniej-
szych rozwigzan. Ta metoda jest znana pod nazwa nieskonczonego
schodzenia.

9. Rozwazmy taki tréjkat ABC' o czerwonych wierzchotkach, kté-
rego pole P jest mozliwie najwigksze. Niech k4 to bedzie prosta
przechodzaca przez punkt A, ktéra jest rownolegta do boku BC.

Przypusémy, ze pewien czerwony punkt X lezy po przeciwnej stro-
nie prostej k4 co punkty B i C'. Wéwczas wysokosé opuszczona
z punktu X na prostag BC jest wieksza od wysokosci opuszczonej
z punktu A. Skoro trojkaty ABC oraz X BC maja te sama podsta-
we, to

[XBC] > [ABC] = P,
co przeczy maksymalnosci pola tréjkata ABC.

Zdefiniujmy analogicznie proste kp i kc. Pokazaliémy wtasnie, ze
kazdy czerwony punkt lezy po tej samej stronie prostej k, co B i C.
Podobnie mozna pokazaé, ze punkty te leza po tej samej stronie
prostej kp co punkty A i C, i tej samej stronie k. co A i B.

Latwo zauwazy¢, ze w takim razie czerwone punkty leza wewnatrz
tréjkata wyznaczonego przez proste kq, kp i ke albo na jego brzegu.
Odcinki AB, BC i C'A dzielg ten trojkat na cztery tréjkaty przy-
stajace, a wiec pole catego trojkata wynosi 4P < 4. UzasadniliSmy
zatem, ze ten trojkat spelnia warunki zadania.
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10. Rozpatrzmy dwie planety z najmniejsza odlegtoscig miedzy so-
ba. Nastepnie rozpatrzmy dwie planety z pozostalych 2n —1 z naj-
mniejsza odlegtodcia miedzy sobg. Postepujac tak dalej, otrzyma-
my n par planet oraz jedna samotna planete. Wykazemy, ze zaden
astronom nie obserwuje ostatniej planety.

Przypusémy nie wprost, ze jest ona obserwowana z planety P.
Wtedy ostatnia planeta jest blizej P niz jakakolwiek inna planeta,
w szczegllnosci blizej niz aktualna para P. Jednak wtedy w mo-
mencie wybierania pary dla P wybraliSmy najblizsza do niej planete
bez pary i nie byta nig ostatnia planeta. Z powyzszej sprzecznosci
wynika, ze ostatnia planeta jest nieobserwowana.
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Liczby pierwsze
i ztozone

1. Kazda liczbe catkowitag mozna przedstawi¢ w jednej z ponizszych
postaci:
6k, 6k+1, 6k+2, 6k+3, 6k+4, 6k+5.

Zauwazmy, ze liczba pierwsza wieksza od 3 jest niepodzielna przez 2
i przez 3. Natomiast wszystkie liczby postaci 6k, 6k +2 i 6k +4 sa
podzielne przez 2, za$ liczby postaci 6k + 3 sa podzielne przez 3.
Stad mozemy wywnioskowac, ze wszystkie liczby pierwsze wieksze
od 3 mozna przedstawi¢ w postaci 6k + 1 lub 6k + 5.

2. Wezmy dowolng liczbe catkowita n > 6. Jesli n jest liczba parzy-
sta, to szukanym przedstawieniem moze by¢

n=2+(n—2).

Liczba n — 2 jest liczba parzysta oraz wieksza od 2, wiec jest ztozo-
na, a 2 jest liczbg pierwsza.

Gdy n jest liczbag nieparzysta, to rozpatrzmy przedstawienie
n=3+(n-3).

Woéwezas n — 3 jest parzysta liczba wigksza od 2, a 3 jest liczba

pierwsza.

W rezultacie, w obu przypadkach szukane przedstawienie istnieje.

3. Zauwazmy, ze liczba p+ ¢ jest parzysta, jako suma liczb niepa-

rzystych. Liczba p—;q jest calkowita oraz nie jest liczbg pierwsza,

poniewaz lezy pomiedzy dwiema kolejnymi liczbami pierwszymi.

W jej rozktadzie na czynniki pierwsze wystepuja wiec przynajmniej

dwie liczby pierwsze. Stad w rozktadzie na czynniki pierwsze liczby
pP+q

=92.£ 1
P+q 5

wystepuja przynajmniej trzy liczby pierwsze.
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4. Odpowiedz. Szukanymi liczbami catkowitymi sg wszystkie liczby
ztozone rézne od 4.

Jesli n jest liczba pierwsza, to zadna z liczb 1,2,...,n — 1 nie jest
podzielna przez n. Skoro n jest liczba pierwsza i zaden z czynnikow
(n—1)! nie jest przez nig podzielny, to w szczegdlnosci caly iloczyn
nie jest podzielny przez n.

Jedli n = p?, dla pewnej liczby pierwszej p > 3, to liczby p i 2p
sa mniejsze od n. Stad wéréd liczb 1,2,...,n—1 sg liczby p i 2p.
Oznacza to, ze w iloczynie

1-2:3-...-(n—1)

sa co najmniej dwa czynniki podzielne przez p. Caly iloczyn jest
wiec podzielny przez p? = n.

Latwo sprawdzi¢, ze liczba n = 22 = 4 nie spelnia tezy zadania,
poniewaz liczba (4 —1)! = 6 nie jest podzielna przez 4.

Pozostaje do sprawdzenia przypadek, gdy n jest liczba ztozong
rozng od kwadratu liczby pierwszej. Niech a bedzie najmniejszym
dzielnikiem pierwszym n. Wéwczas liczba 7 réwniez jest dzielni-

kiem n. Ponadto, mamy

n
—>a.
a

Gdyby w powyzszej nierownosci zachodzita réwnosé, wtedy liczbe
n mozna by byto przedstawi¢ w postaci
n
n=—-a=a,
a

gdzie a jest liczba pierwsza. Przeczy to jednak zalozeniu, ze n nie
jest kwadratem. Mamy wiec, ze

n
n—1>—>a>1.
a

Otrzymujemy zatem
n
a-—|(n—1),
"\ (1)
czyli n‘ (n—1)
Ostatecznie wszystkimi liczbami n, speliajacymi warunek z zada-

nia, sg liczby ztozone rézne od 4.
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5. Zatézmy, ze istniejg takie parami roézne liczby pierwsze p1, po,

p37 R pk‘? Ze
1 1 1 1

-+ —4..+—=n.
p1 b2 b3 Pk
Wéwczas
P2:P3c. Pk tP1L-P3 - Pp TP P2 P3Pl =
=N-p1-P2-P3- .. Pk-
Zauwazmy, ze wszystkie sktadniki po obu stronach réwnosci, poza
liczba pa-p3- ... pi, sa podzielne przez p;. Stad liczba ps-p3- ... pg
rowniez dzieli si¢ przez pi, co jest sprzeczne z zatozeniami.

6. Rozpatrzmy rozktad liczby 50! na czynniki pierwsze:
500 =2%.37.57. ..

Zauwazmy, ze jesli liczba 50! bedzie miata na swoim koncu k zer,
to

10% = 2F. 5% 501.
Wystarczy wiec, aby o,y > k. Najwiekszym k, dla ktérego powyzsza
podzielno$é bedzie zachodzi¢ jest zatem min(a,y).

Obliczmy jaki jest wyktadnik 5 w rozktadzie 50!. Zauwazmy, ze w ilo-
czynie

wystepuje 8 liczb podzielnych przez 5, ale niepodzielnych przez 25,
oraz 2 liczby podzielne przez 25. Stad

v=8-1+2-2=12.

Latwo zauwazy¢, ze iloczyn 50! ma 25 parzystych czynnikéw, wiec
na pewno « = 25.

Laczac powyzsze wnioski, otrzymujemy, ze szukana liczba zer to
min(a,y) =~ =12.
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7. Zalézmy, ze istnieja takie parami rozne liczby pierwsze p, ¢ i r,

dla ktorych liczba (p +q)<§;;:)(r+p ) jest catkowita.

Gdyby p|p+ g, to wowczas p|q, co rzecz jasna przeczy temu, ze

piqsa roznymi liczbami pierwszymi. Stad liczba p nie dzieli liczby
p+ q. Analogicznie dowodzimy, ze p nie dzieli liczby p+ r. Wiemy,
ze zachodzi podzielno$é

p|(p+9)(a+7)(r+p).
Skoro p dzieli jeden z czynnikéw, to p ‘ q+r, skad
D ‘ p+q+r.
Analogicznie dowodzimy, ze
q’p+q+7‘ oraz r‘p—i—q—i—r.
Skoro liczby p, ¢ i r sa réznymi liczbami pierwszymi, to na mocy
powyzszych podzielnosci mozemy stwierdzié, ze
pqr ’ pt+q+r.

Zatézmy, bez straty ogdlnosci, ze p jest najwieksza z liczb p, ¢ i r.
Otrzymujemy cigg nieréwnosci

pqr =>p-2-2=4p>3p>p+q+r,
co jest sprzeczne z wczesniej otrzymana podzielnoscia.
8. Rozwazmy nastepujace n liczb:

(n+D)!1+2, (n+1)!+3,....(n+ 1)+ (n+1).

Zauwazmy, ze liczba (n—+1)!41 dzieli sie przez i oraz jest wieksza
od i, dla 2 <7< n+1, wiec wszystkie te liczby sa ztozone.

9. Gdyby liczby p,q,r byly wieksze od 2, to skoro sa pierwsze, mu-
siatyby by¢ nieparzyste. Wtedy jednak 2 ’ pP 4 ¢4, co jest niemozli-
we, gdyz 21 r". Oznacza to, ze co najmniej jedna z liczb p,q,r jest
rowna 2. Skoro p,q,r sa pierwsze, to p,q = 2, wiec r" = pP +¢% > 8.
Nie moze zaj$¢ wiec r = 2. W takim razie p = 2 lub ¢ = 2. Bez
straty ogdlnosci zaltézmy, ze p = 2. Pozostaje rozwigzaé¢ rownanie

A4qt=1r".
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Zauwazmy, ze skoro " > ¢4, to r > q, wiec tez r > g+ 1. Zatem
r" > Tq+1 > qq—l—l‘

Laczac otrzymane zaleznosci, otrzymujemy

¢! +4>qr,
i w konsekwencji

¢’(¢—1) <4
Jednakze ¢—1 > 1 oraz ¢4 > 2% = 4, wiec

(¢—1)q? >4,

co jest sprzeczne z otrzymang wczesniej nieréwnoscia.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze nie istnieje trojka liczb pierw-
szych (p,q,r) spelniajaca dang réwnosé.
10. Rozpatrzmy zbior liczb
S ={0,a,2a,3a,...,(p—1)a}.

Wykazemy, ze w S kazde dwa elementy daja r6zng reszte z dzielenia
przez p. Zatézmy nie wprost, ze pewne dwa elementy z S dajg taka
samg reszte z dzielenia przez p. Oznaczmy je przez i-a oraz j -a,
gdzie © # 7. Wowczas

p’i-a—j-a: (i—7j)a.
Liczba a nie dzieli sie przez p, wiec

p ‘ 1—7.
Zakltadamy, ze 0 < 1,7 < p—1, wiec
—p<1—7<p.

Skoro za$ © — j jest podzielne przez p, to

i—j=0 czyli i=j.
co przeczy temu, ze i # j. Stad w zbiorze S znajduje sie p elemen-
tow, z ktorych kazdy daje rozna reszte z dzielenia przez p. W zbiorze
S sa wiec wszystkie mozliwe reszty z dzielenia przez p. Istnieje za-

tem taka liczba n, ze an daje reszte 1 z dzielenia przez p. Innymi
stowy, liczba an — 1 dzieli si¢ przez p.
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]_ 8 Katy i okregi

1. Skoro na czworokatach BPSR i C'PS( mozna opisa¢ okregi,
to zachodzg réwnosci:

JRBP+ 4PSR = 180°,

JIPCQ+SQSP = 180°.

Suma miar katéw SQSR, $PSR i $QSP réwna jest 360°. Laczac
powyzsze obserwacje, otrzymujemy, ze

JQSR = 360°— PSR —4QSP =
= (180°— ¥ PSR) + (180° — ¥QSP) =
= YRBP+ 4PCQ = SABC + <BCA.

Zadanie 1

Wiadomo, ze suma miar katéw wewnetrznych w tréjkacie ABC
réwna jest 180°, skad

JABC 4+ IBCA =180°—JCAB = 180° — JQAR.

Laczac powyzsze réwnosci, dostajemy

JQSR=180°—4QAR, JQSR+JIQAR =180,
co dowodzi tego, ze punkty A, R, S'i @ leza na okregu.
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2. Oznaczmy srodek tuku AB niezawierajacego pozostatych wierz-
chotkéw danego pieciokata jako M. Wiemy, ze tuki AM i M B sg
rownej dtugosci. Stad katy na nich oparte sg rowne, czyli zachodza
rownosci

JACM = <4BCM, <SADM =<BDM, <AEM =<BEM.

Mozemy wiec stwierdzi¢, ze punkt M lezy na wszystkich dwusiecz-
nych danych w zadaniu, co w szczegdélnosci dowodzi, ze te proste
przecinaja si¢ w jednym punkcie.

D

A IY; B

Zadanie 2

3. Korzystajac z faktu, ze katy oparte na tym samym tuku maja
rowne miary, otrzymujemy

JAFB =<JACB oraz JCED = <CBD.

Wiedzac, ze suma miar katéow w trojkacie BPC wynosi 180° mamy
JACB+<4CBD = 180°— 4BPC = 4APB.

Laczac powyzsze réwnosci, otrzymujemy, ze

JAFB+<CED =<ACB+JCBD = JAPB.

Zadanie 3
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4. Wykazemy, ze skoro trapez ABCD jest wpisany w okrag, to jest
on rownoramienny. Na mocy wtasno$ci czworokata wpisanego w okrag
i tego, ze suma miar katow wewnetrznych trapezu przy jednym ra-
mieniu rowna jest 180°, wlasnos¢ ta potwierdza réwnosé

JIBAD = 180°— 4BCD = 4 ABC.
Przyjmijmy
a=<IBAC =<J4ABD.

Kat BSC jest katem srodkowym, a kat BAC' jest katem wpisanym
oraz oba sg oparte na tym samym tuku, wiec

JCSB = 2a.
Ponadto mamy, ze
JOEB =180°—~JAEB = 4EAB+ JEBA = 2a.

Teza wynika wprost z dwéch powyzszych réwnosci.

D C

S

A\—/B

Zadanie 4

5. Oznaczmy przez P punkt przeciecia okregéw opisanych na kwa-
dratach BCFFE i ACGH, rézny od punktu C. Wykazemy, ze lezy
on na kazdej z prostych o ktérych mowa w tezie.

Najpierw wykazemy, ze punkt P lezy na prostej BG. Z wtasnosci
katéw wpisanych w okrag opartych na tym samym tuku mamy

JGPC+ 4BPC = $GAC + (180° — $BFC) =
= 45°+ (180° — 45°) = 180°.

Punkty B, P i G sa wiec wspotliniowe. Fakt, ze punkty A, P i F
rowniez leza na jednej prostej dowodzimy w sposob analogiczny.
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Pozostato wykaza¢, ze punkty H, P i E sa wspétliniowe. Na mocy
wtasnosci katéw wpisanych opartych na tym samym tuku mamy

JCPH+4CPE = JSCAH + <CBE = 90° + 90° = 180°,

co konczy dowdd.

Zadanie 5

6. Oznaczmy przez F' srodek odcinka AC'. Prosta F'D jest wowczas
linia $rodkowa w tréjkacie ABC, czyli FD||BC, skad

JFDE =<4FDC = <4BCD = JCAE = 4FAE,
czyli punkty A, D, E| F leza na okregu.

c
%
AVD B

Zadanie 6

Pozostaje zauwazy¢, ze na mocy twierdzenia o linii srodkowej od-
cinki FFE i AD sa do siebie rownolegte. Stad czworokat ADEF jest
trapezem, a skoro mozna na nim opisa¢ okrag, to jest rownoramien-
ny. Rozwiazanie konczy rownosc:

AC=2-AF =2-DE=CD.
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7. Niech D, E,F oznaczaja spodki wysokosci opuszczonych odpo-
wiednio z punktow A, B,C. Zauwazmy, ze

JAHB =4AHF +<4FHB =

= (90°—~4FAH)+ (90° -~ S FBH) =

= (90°— 4BAD) + (90°— SABE)

=<JABD +4BAE = SABC 4+ 4BAC =

= 180°— JACB.
Skoro punkty H i H' sa symetryczne wzgledem prostej AB, to tréj-
katy AH'B oraz AHB s do siebie przystajace, czyli

JAH'B =<4AHB = 180° — 4 ACB.

7 powyzszej réwnosci wynika, ze punkt H' lezy na okregu opisanym
na trojkacie ABC.

7 tego, ze punkt H” jest odbiciem punktu H wzgledem $rodka
odcinka AB wynika, ze czworokat AH” BH jest réwnolegtobokiem,
skad mamy

JAH"B = <4AHB = 180°— JACB,
co dowodzi, ze punkt H” réwniez lezy na okregu opisanym na trdj-
kacie ABC.
Wykazali$my, ze punkty H' i H” leza na okregu opisanym na tréj-
kacie ABC, co jest réwnowazne temu, ze na pieciokacie AH'H”" BC'
mozna opisa¢ okrag.

C
' i>/ ’
Hl H/l
Zadanie 7
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8. Z Twierdzenia 2 ze skryptu wynika, ze
JEAC = 4ABC oraz JDAE =180°—JACB.

bLaczac pierwsza z powyzszych réwnosci z tym, ze AC = BC
i AF = BD, wnioskujemy, ze trojkaty FAC i DBC sa do siebie
przystajace. Mamy wiec SACE = <DCB, czyli

IDCE =<4DCA+<JACE = 4DCA+<4DCB = JACB.
Stad otrzymujemy, ze
IDAE + $DCE = (180° — SACB) + SACB = 180°,
czyli punkty A, D, C'i E lezg na jednym okregu. Korzystajac z fak-
tu, ze katy oparte na tym samym tuku maja réwne miary, otrzy-
mujemy, ze

JEDA=<YACE =<DCB,

co byto do udowodnienia.

Zadanie 8

9. Odpowied?. Kat <AC B ma miare 60°.
Skoro na czworokatach ABDFE i CDF E mozna opisa¢ okregi, to:
JFDC =180°—<JFDB = 180°— <ADB = 180°— JAERB
= 180°— JAEF = 4FEC = 180°— SFDC,
czyli YADC = 4 FDC = 90°. Analogicznie dowodzimy, ze < BEC = 90°.

Ponadto prawdziwa jest rownosé

IDEC =180°—JAED = <ABD = 4ABC.
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Podobnie $EDC = $BAC, zatem tréjkaty ABC i DEC sg po-
dobne, a skala tego podobienstwa wynosi % = 2. Stad wynika,
ze

AC=2-CD.
Ponadto, jak juz wykazalidémy, trojkat ADC' jest prostokatny, za-
tem jest to trojkat charakterystyczny 30-60-90 (poléwka trdjkata
réwnobocznego), skad wiemy, ze kat AC'B ma miare 60°.

Zadanie 9 Zadanie 10

10. Niech F' oznacza spodek wysokos$ci opuszczonej z wierzchot-
ka C. Na mocy tego, ze katy oparte na tym samym tuku sa réwnej
miary, otrzymujemy

JFEP =<4GEP =<4GDP = <4BDP = <JBAP = 4FAP,
zatem punkty A, F, P, E leza na okregu. Pozostaje zauwazyc¢, ze
JAPW = 180°— JAPE = 180° — JAFE = 90°,

czyli odcinek AW rzeczywidcie jest $rednica okregu opisanego na
tréjkacie ABC.
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]_ 9 Uktady

1. Podnoszac strony pierwszego rownania do kwadratu, mamy
22420y +9? =1.

Odejmujac 22 + y? = 1 stronami od powyzszego réwnania, otrzy-

mamy 2zxy = 0. Mozemy wiec wywnioskowaé, ze co najmniej jedna

z liczb z, y jest réwna 0. Wowcezas na mocy rownosci x4y = 1 druga

z nich musi by¢ réwna 1. Mozemy sprawdzié, ze pary (x,y) = (0,1)

oraz (z,y) = (1,0) sa jedynymi rozwiazaniami uktadu.

2. Dodajmy stronami wszystkie trzy réwnania. Otrzymamy wow-

czas

0= (22 42y +1)+ (12 +22+1)+ (22 +22+1)

= (22422 + 1)+ (P + 2+ 1)+ (2 4+2241) =

= (2 +1)°+ (y+1)*+ (2 +1)%
Skoro suma kwadratow liczb rzeczywistych jest zerem tylko wtedy,
gdy kazdy z nich jest zerem, to

r+l=y+1=2+1=0,
czyli x =y = 2z = —1. Wstawiajac otrzymany wynik do wyjsciowego
ukladu, sprawdzamy, ze istotnie tréjka (z,y,2) = (—1,—1,—1) jest
jego rozwigzaniem.
3. Mnozac wszystkie trzy rownania stronami, otrzymamy
a?b?c? = abe.

Skroci¢ przez abe mozemy teraz jedynie gdy abc # 0.
Jesli abc = 0, to oznacza to, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ réwna
jest zero. Gdyby ta liczba bylo a, to z pierwszego i trzeciego row-
nania wynika, ze réwniez b = ¢ = 0. Podobny rezultat otrzymamy
zaktadajac, ze b =0 lub ¢ = 0. Wiec w tym przypadku otrzymujemy
jedna tréjke spetniajaca warunki zadania — (a,b,c) = (0,0,0).
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Zatozmy odtad, ze abc # 0. Mozemy wiec podzieli¢ rownanie przez
abc, uzyskujac

a?b’? =abe, czyli  abe=1.

Mnozac pierwsze réwnanie przez ¢, dostajemy abc = 2, czyli ¢ =1,
zatem ¢ = +1. Analogicznie a = +1 i b = +1. Pozostaje rozstrzy-
gna¢, jakie znaki nalezy dobraé¢. Sprawdzajac wszystkie mozliwe
przypadki, otrzymamy, ze jedynymi niezerowymi rozwigzaniami sg
(a,b,c) =(1,1,1), (-1,—-1,1), (1,-1,-1), (—1,1,-1).
4. Odejmijmy réwnania stronami ( redukujemy w ten sposéb liczbe
2019). Mamy wiec
O:x2+y2+22—xy—yz—zx,
co po pomnozeniu stronami przez 2 daje
0= 2x2+2y2+2z2—2$y—2yz—22x =

— (=92t (y— 2+ (- 2)?,

co wobec wspomnianego we wstepie faktu daje
r=y=z.
Wstawiajac te réwnosci do pierwszego rownania, otrzymamy
327 = 2019,
czyli © = /673 lub z = —V/673. Sprawdzamy, ze obie tréjki
(vV673,v/673,/673), (=673, —/673, —\/673) sa rozwiazaniami.
5. Zauwazmy, ze gdyby zachodzila nieréwnos$¢ x > 1, to
23 + y3 = 23> 1.
Skoro wobec tresci zadania liczby x,y sa nieujemne, to mozemy wy-
wnioskowaé, ze , y < 1. Mamy wiec 0 <z < 1, czyli 0 < (1 —2)a3.
Oznacza to, ze z* < 23, a réwnosé zachodzi tylko dla z = 0 lub
z = 1. Analogicznie uzasadniamy, ze y* < y3. Mamy wiec
1=at+y* <2®+y° <,

zatem we wszystkich powyzszych nieréwnosciach musi zajs¢ row-
no$é; totez z,y € {0,1}. Latwo sie przekonaé, ze tylko pary (0,1),
(1,0) speliaja zadany uktad réwnari.
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6. Odejmujac pierwsze dwa rownania stronami, dostajemy
ab—bc=a—c,
bla—c) = (a—c).
Moglibyémy dokonaé skrécenia, o ile wiedzieliby$my, ze a — ¢ # 0.
Gdyby istotnie zachodzito a — ¢ # 0, to otrzymalibyémy b = 1. Wow-
czas pierwsze réwnanie przybratoby jednak postaé
a=a-+1,
co jest oczywiscie niemozliwe. Oznacza to, ze zachodzi¢ musi réw-
no$¢ a—c =0, czyli a = ¢. Odejmujac teraz trzecie rownanie od dru-
giego, dostaniemy w analogiczny sposob a = b, czyli a = b = c. Wsta-
wiajac otrzymany wynik do pierwszego réwnania, mamy a® = 2a,
czyli a =0 lub a = 2. Sprawdzamy, ze obie tréjki (0,0,0), (2,2,2)
sg rozwigzaniami uktadu.

7. Dla kazdego x # 0 zachodzi réwnosé

1 1
T+ = :—(xz—I—l).

x
Mnozac dane rownania stronami, otrzymujemy, ze

xly(:c2+1)(y2+1) = (a®+1)(y* +1).

Skoro

(@ + D" +1) =1,
to

(@*+1)(y* +1) #0,
zatem otrzymana réwnos$é oznacza xiy =1, czyli zy = 1. Stad

1 .1
x = ; i —=y

co po wstawieniu do pierwszego réwnania i skorzystaniu z pierwszej
poczynionej obserwacji daje

1
§(92+1) =y + 1,
zatem y = 1, czyli x = % = 1. Sprawdzamy, ze para (1,1) jest roz-

wigzaniem danego uktadu.
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8. Podniesmy oba dane réwnania do kwadratu stronami, uzyskujac
22— 2wyz4+y?t =1 i 2?22+ 2xyz+y? =4

Zauwazmy, ze mozemy zredukowaé¢ wyraz 2xyz, dodajac powyzsze
rownania stronami. Wéwczas

5=ty p a2 12 =
=2*(1+2%) +y*(1+2%)
= (2*+y°)(1+27).
Zapisalismy zatem liczbe 5 jako iloczyn dwéch nieujemnych liczb
catkowitych. Daje nam to dwa przypadki:

1. 224+ y?> =51 22+1 = 1. Stad natychmiast otrzymujemy z = 0.
Zanim zaczniemy rozpatrywac pierwszg réwnosé, wstawmy z =0
do wyjsciowego uktadu. Otrzymujemy od razu z =1, y = 2,
co jest zgodne z zatozeniami tego przypadku. Sprawdzamy, ze
trojka (1,2,0) jest rozwiazaniem uktadu.

2. 22 +y> =11 224+ 1=05. Z pierwszego réwnania wynika, ze
co najmniej jedna z liczb z,y jest réwna 0. W przeciwnym
wypadku kazda z nich bytaby nie mniejsza niz 1, zatem ich
suma bytaby niemniejsza od 2, zatem rézna od 1. Zalézmy
najpierw, ze x = 0. Wstawiajac ten warunek do uktadu, mamy
—yz =11y =2, co daje sprzecznos¢, bo z réwnosci tych wyni-
katoby, ze z = —%, co nie jest liczbg catkowita. Zatézmy teraz,
ze y=0. Wtedy x =11 xz =2, skad 2z = 2. Sprawdzamy, ze
trojka (1,0,2) jest rozwiazaniem uktadu.

9. Zauwazmy najpierw, ze jesli ktéras z liczb x,y, z réwna jest zeru
to pozostale réwniez sa zerami, co daje rozwigzanie (0,0,0). Zakta-
damy wiec dalej, ze x,y,z # 0.

Lewe strony wszystkich rownan, jako ilorazy liczb nieujemnych, sg
nieujemne, czyli z,y, 2z > 0. Zauwazmy dalej, ze (x —1)? > 0 daje po

. . . . V4 ’ 7 2 . . .
rozwinigciu nier6wnosé £ 2+ L > 2, a poniewaz 2 > 0, to tez < %,

_2
1+x2
zatem z pierwszego réwnania dostajemy
222 < z?
y=-——S<—=2.
1+22 = 2
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Analogicznie, z drugiego i trzeciego réwnania uzyskujemy odpo-
wiednio z <y i # < 2. Podsumowujac, uzyskaliSmy

ysr<zLy,

. o . .92 .
co oznacza, ze x =y = z. Mamy wiec, ze o2 =, skad uzyskujemy

rownanie

=2t tr=a(zr—1)2=0.
Ostatecznie uzyskujemy, ze tylko tréjki (0,0,0) i (1,1,1) moga spet-
nia¢ warunki zadania. Sprawdzamy, ze tak istotnie jest.

10. Odejmijmy stronami drugie rownanie od pierwszego. Mamy
-yt =y-—uz,
(z—y)(z+y)+(x—y) =0,
(x—y)(z+y+1)=0.
lloczyn liczb rowny jest 0 gdy co najmniej jedna z nich jest rowna 0.

Rozwazmy pierwszy przypadek: z —y =0, czyli z = y.
Uktad przybiera wtedy postac:

?=x42z
{z2 +2=uz.
Dodajmy réwnania stronami i przenieSmy wszystko na lewsg strone.
Uzyskamy
=2 +22—24+2=0.

Zauwazmy jednak, ze zachodzi réwnosé

1 2
2?2422 —242=(z—1)%+ (Z—Z) +->->0,
wiec w tym przypadku ukltad nie ma rozwigzan.
Rozwazmy drugi przypadek, gdy « +y = —1. Podstawiajac ten wa-
runek do réwnania trzeciego, natychmiast uzyskujemy sprzecznosc:

1
2

— _9_> -0,
® 2

Powyzsze rozumowanie dowodzi, ze dany uktad réwnan nie ma roz-
wigzan w liczbach rzeczywistych.
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Potegi

1. Zauwazmy, ze zachodzg nieréwnosci
(n+1)>=n’>+2n+1>n’+n>n,

zatem liczba n? +n lezy pomiedzy dwoma kolejnymi kwadratami,
wiec na mocy Faktu ze skryptu liczba ta nie moze by¢ kwadratem.

2. Zauwazmy, ze a® —b%> = (a—b)(a+b), zatem jedli jest to liczba
parzysta, to ktéras z liczb a —b, a+ b jest parzysta. Ale ich roz-
nica, rowna 2b, takze jest parzysta, zatem jesli jedna z tych liczb
jest parzysta, to druga tez. To oznacza, ze liczba (a —b)(a+b) jest
podzielna przez 4, co chcielismy udowodnié.

3. lloczyn kwadratéw liczb catkowitych
(abc) - (bed) - (cda) - (dab) = (abed)®

jest kwadratem liczby catkowitej, wiec liczba (abed)? takze nim jest,
a co za tym idzie jest nim réwniez liczba

(abed)?

abed =

Skoro liczby abed i bed sa kwadratami liczb catkowitych, to licz-

baa= ‘})bccdd takze nim jest. Analogicznie dowodzimy, ze kazda z liczb

b, ¢, d jest kwadratem liczby catkowite;j.

4. Sposob 1.
Niech p? 4 ¢ = a®. Wtedy

g=a’—p*=(a—p)(a+p).
Wiemy, ze a > pia-+p>a—p, a ponadto q jest liczba pierwsza,
zatem a+p =g¢qia—p=1. Odejmujac te dwa réwnania stronami,
mamy 2p = q— 1, czyli ¢ = 2p+ 1. Jedli takze ¢°> +p bytoby kwa-
dratem liczby catkowitej, to analogicznie mielibysmy, ze p = 2¢+ 1.
Obie te réwnosci nie moga jednak zachodzi¢ réwnoczesnie.

232



Sposob 2.

Zauwazmy, ze zachodzi co najmniej jedna z réwnosci ¢ < pip<q.

Zatozmy bez straty ogdlnosci, ze ¢ < p. Wtedy
PP<p’Hg<p’+2p+1=(p+1)%

wiec p? + ¢ znajduje sie pomiedzy dwoma kwadratami liczb cal-

kowitych, wiec na mocy Faktu ze skryptu, liczba ta nie moze by¢

kwadratem liczby catkowite;j.

5. Dla x = 1 dostajemy rozwiazanie (x,y) = (1,0), dla 2 = 2 mamy
rozwigzanie (z,y) = (2,0). Zauwazmy, ze dane réwnanie mozemy
przeksztalcié

2% — 3142 :y2—|—2y,
=3 +3=9+2+1=(y+1)>2
Dla x > 3 mamy
(r—2)2 =2’ -do+d<a®-3c+3<a®—22+1=(z—1)

totez 22 — 3z + 3 nie moze byé¢ kwadratem liczby catkowite;.
W rezultacie pary (x,y) = (1,0), (2,0) sa jedynymi rozwigzaniami.
6. Niech p? + pg+ ¢*> = a® dla pewnej liczby naturalnej a. Przyjmij-
my bez straty ogdélnosci, ze ¢ > p. Wtedy

pq=(p+q)°—ad*=(p+q—a)lp+q+a)
Wiemy, ze p4+q+a > p+ g — a, wiec albo mamy

pt+q+ta=pq ptqgta=q

albo
p+q—a=p.

Druga z tych opcji jest niemozliwa, gdyz p+ g+ a > q. Zatem

ptg—a=1

prq+a=pg i ptqg—a=1l,
czyli po dodaniu stronami
2p+2q = pq+1,
(r—2)(a—2) =3.

Czyli liczby p—2, ¢—2 to 1 i 3 w pewnej kolejnosci. Zatem pa-
ry (3,5), (5,3) jako jedyne speliaja warunki zadania.
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7. Niech a?°¥ bedzie iloczynem liczb z tablicy. Jesli liczba a jest na-
pisana na tablicy, to mozemy ja zetrzeé, otrzymujac iloczyn a2018.
Jesli tej liczby nie ma na tablicy, dopisujemy ja, otrzymujac ilo-
czyn a?%%0. Mozemy to zrobi¢, gdyz iloczyn wszystkich liczb jest

k2019

nie wigkszy od , astad a < k. W tym za$ przypadku a nie ma

na tablicy, zas k jest, wiec a # k.

8. Zauwazmy, ze dla n = ab mamy
(a+n)(b+n)=(a+ab)(b+ab) =ab-(a+1)(b+1).

Ostatnie wyrazenie jest iloczynem dwoch kwadratéw, a wiec jest
kwadratem liczby catkowitej.

Pozostaje tylko zapewni¢, ze n = ab > 1. Réwnos¢ ab = 1 zachodzi
tylko wtedy, gdy a =11 b = 1. Wéwczas n = 2 spelnia warunki
zadania.

9. Dana réwno$¢ jest rownowazna rownosci

(ab — 02) (bc — a2) (ca — b2) =0.
Zauwazmy, ze oznacza to, iz iloczyn pewnych dwoéch z tych liczb
jest kwadratem trzeciej, co dowodzi tezy.

10. Analogicznie jak w rozwigzaniu zadania czwartego dostajemy
q=2p+ 1. Zatézmy, ze ¢*> + p" = . Wtedy

p'=a*—¢" = (a+q)(a—q).
Jedyne dzielniki liczby p" sa postaci p’, gdyz p jest liczba pierwsza.

k

To oznacza, ze a+q=p* i a—q = p" % dla pewne liczby catkowi-

tej k. Odejmujac te réwnania stronami, mamy pF —p" =% = 2¢.
Rozwazmy dwa przypadki:

1. Zatézmy, ze p = 2. Wtedy ¢ = 5, czyli 28 —27~% = 10. Latwo
jednak zauwazy¢, ze to niemozliwe, gdyz jesli n — k jest réwne
co najmniej 2, to lewa strona jest podzielna przez 4 w prze-
ciwienistwie do prawej, a jesli n—k < 1, to 28 =10+2"%, co
jest rowne 12 lub 11, jednak zadna z tych liczb nie jest potega
dwdjki. To daje sprzecznosc.
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2. Zatézmy, ze p > 2. Wiemy, ze
pr=p" T =2g=2(2p+1) = dp+2.

Prawa strona tego réwnania nie jest podzielna przez p, zatem
lewa tez nie moze by¢, zatem

n—k=0 i pF=4p+3,
lub réwnowaznie p* —4p = 3. Lewa strona jest podzielna przez
p, zatem prawa strona tez, stad liczba 3 musi by¢ podzielna
przez p, a wiec p = 3. Jednak wtedy 3F = 4.3+ 3 = 15, co jest
niemozliwe, gdyz 15 nie jest potega trojki.
Sprzeczno$é¢ uzyskana w obu przypadkach konczy rozwiazanie za-
dania.

11. Wykazemy, ze taki zbior istnieje. Niech P bedzie liczbg pierwsza
wieksza od 142+ ... +2020. Rozpatrzmy zbiér S dany jako

S ={P,2P,3P,...,2020P}.

Uzasadnimy, ze suma elementéw dowolnego jego podzbioru nie jest
potega liczby catkowitej.

Na poczatku zauwazmy, ze suma wszystkich elementéw zbioru S
spelnia, na mocy zatozenia o liczbie P, zaleznosé

P+42P+...4+2020P = (1424 ... +2020) P < P%.

Zauwazamy, ze skoro kazdy element S jest podzielny przez P, to su-
ma elementéw dowolnego podzbioru S rowniez jest podzielna przez
P. Ta suma bedzie wszelako nie wicksza od sumy wszystkich ele-
mentéw ze zbioru S, czyli mniejsza od P2. W szczegdlnoéci nie
bedzie ona podzielna przez P2.

Jedli liczba postaci a¥, dla pewnych liczb catkowitych a,k > 1, jest
podzielna przez liczbe pierwsza P, to liczba a jest podzielna przez P.
Wiec liczba a¥ jest podzielna przez P, i w szczegblnosci przez P2.
bLaczac powyzsze wnioski, otrzymujemy, ze zbiér S spetnia warunki
zadania.
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2 ]_ Obroty

1. Wiadomo, ze CD = CB i $BCD = 60°. Rozpatrzmy wiec ta-
ki obrot o kat 60° wokdét punktu C') aby punkt D przeszedt na
punkt B. Trojkat AC'E réwniez jest rownoboczny, wiec punkt A
przejdzie w tym obrocie na punkt E. Czyli odcinek AD przejdzie
na odcinek BFE. Z Faktu ze skryptu wnioskujemy, ze AD = BFE.

D
C

A B
Zadanie 1

2. Rozpatrzmy taki obrot wokot punktu O o kat 90°, ze punkt D
przechodzi na punkt A. Wtedy punkt A przechodzi na punkt B.
Prosta AFE przejdzie na prosta przechodzaca przez B i prostopa-
dtg do AE — na prosta BP. Podobnie uzasadniamy, ze prosta D@
przejdzie na prostag AFE.

Stad punkt ) — przeciecie prostych DQ i AE — przejdzie w rozpa-
trywanym obrocie na punkt przeciecia obrazow tych prostych, czyli
na punkt P. Zatem <POQ = 90° 1 OP = OQ, co koticzy dowdd.

D FE C
s 0
- o
A B
Zadanie 2
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3. Rozwazmy obrét tréjkata ABM wokot A taki, zeby punkt B
przeszedt na punkt D. Latwo zauwazy¢, ze jest to obrét o 90°.

Niech N bedzie obrazem punktu M. Skoro mamy AM 1 AK oraz
AM = AK, to obracajac punkt M o 90°, otrzymamy taki punkt N
na prostej AK, ze punkt A bedzie srodkiem KN. W rezultacie,
srodkowa trojkata DAK opuszczona z A przechodzi przez srodki
bokéow DK i KN, wiec na mocy twierdzenia o linii srodkowej jest
ona réwnolegta do DN. Za$ prosta DN jest prostopadta do prostej
BM (powstala przez jej obrét o 90°). Laczac powyzsze wnioski
otrzymujemy teze.

Zadanie 3

4. Rozwazmy obrét o 90° wokét punktu A taki, ze punkt B prze-
chodzi na punkt D. Niech obrazem punktu M bedzie punkt M.
Wéwezas M’ lezy na prostej C'D. Ponadto AM' = AM oraz

NM'=BM+ DN =BC—-CM+CD—-CN = MN,
Na mocy cechy bok-bok-bok mamy wiec AAMN = AAM'N. Zatem
IMAN = SNAM' = SBAM +<NAD = 90°— <MAN.
Wobec tego wykazali$my, ze <M AN = 45°.

M’ D N c

45° T

Zadanie 4
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5. Rozwazmy obrot o 90° wokét punktu A taki, ze punkt B przecho-
dzi na punkt D. Niech obraz punktu M to bedzie punkt M’. Skoro
punkt M lezal na prostej BC, to punkt M’ lezy na jej obrazie —
prostej C'D. Ponadto DM' = BM oraz

JAM'N = SAMB = 90°— SBAM = 90°— SMAN = SNAM’,
stad trojkat NAM' jest réwnoramienny. Mamy wiec, ze
AN =NM'=ND+DM' = DN + BM.

M’ D N

A
Zadanie 5

6. Rozwazmy obrét o kat 60° punktu P wokdét A taki, ze C' prze-
chodzi na B. Niech punkt ) bedzie obrazem punktu P, wéwczas
zachodzg réwnosci

AP=AQ i <JPAQ =60°,
skad trojkat APQ jest réwnoboczny, wiec PQ) = AP.

Pozostaje zauwazy¢, ze z wtasnosci obrotu wynika, ze BQ = CP,
czyli trojkat BP(Q) ma boki dtugosci AP, BP,CP, co konczy dowdd.

C

T B
Q

Zadanie 6
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7. Rozwazmy obrot wokét srodka kwadratu taki, ze punkt A prze-
chodzi na punkt D. Latwo zauwazy¢, ze jest to obrét o kat prosty.
Wowczas prosta AP przechodzi na prostg [p, prosta B P przechodzi
na prostg l4, prosta C'P przechodzi na prosta g oraz prosta DP
przechodzi na prosta [o. Wobec tego, skoro proste AP, BP,CP,DP
przechodza przez punkt P, to proste l4,lp,lc,[p beda przechodzity
przez obraz punktu P w rozpatrywanym obrocie. Stad wniosek, ze
przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Q
D _ i C C
o ij
P /' \\\
/ A
A B B
R
P
Zadanie 7 Zadanie 8

8. Rozwazmy obrét wokot B taki, ze punkt C przechodzi na punkt
A. Niech obrazem punktu () bedzie przy tym obrocie punkt R.
Woéwezas, skoro punkt M to srodek PQ i AC, to APC(Q) jest row-
nolegtobokiem, wiec AP = QC oraz

JPAQ = SQCP =180°— SCPA = 180°— SCBA = 120°.
Z drugiej strony mamy RA = QC' oraz
JQAR = 360°— SPAQ —<RAB+<PAB =
=360°— <PAQ —JIQCB+JIPCB =
=360°— JPAQ — IQCP =120° = SPAQ.

Wobec tego tréjkaty RAQ i PAQ) sa przystajace, na mocy cechy
kat-bok-kat, a stad PQ = R(Q). Zauwazmy jednak, ze trojkat BQR
jest réwnoboczny, w zwigzku z tym R(Q) = BQ), co konczy dowdd.
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9. Rozwazmy obrét o kat 60° wokét punktu C. Wtedy punkt B’
przechodzi na punkt A oraz punkt B przechodzi na punkt A’.

Niech punkt E bedzie obrazem punktu C’ przy tym obrocie. Skoro
JAC'B = 60° i skoro obrécilismy odcinek C’'B o 60°, otrzymujac
odcinek A’E, to mozemy wywnioskowaé, ze proste A'E oraz C'A
sg réwnolegle. Mamy tez, ze A’E = BC' = AC’, zatem czworokat
AC'E A’ jest réwnolegtobokiem. Stad odcinki AE, A’C’ przecinaja
sie w potowie, czyli w punkcie Q).

Zauwazmy jednak, ze obrazem odcinka B'C” jest AE, wigc obrazem
punktu P musi by¢ punkt (). Skoro obrét byt o 60°, to mamy,
ze CP = CQ oraz 4 PCQ = 60°, co daje nam, ze tréjkat C'PQ jest
réwnoboczny.

Zadanie 9
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10. Rozwazmy obrot wokét punktu C' taki, ze punkt B przechodzi
na punkt D. Niech obrazem punktu F przy tym obrocie bedzie
punkt E’. Wéwczas

E'D=BE, E'C=CE, E'C1CE.

/ !
S i B Analogicznie, niech obrazem punktu C

po obrocie wokét punktu E takim, ze
punkt A przechodzi na punkt D, bedzie
punkt C’. Wéwezas

C'D=AC, EC'=CE, EC' LCE.
Stad czworokat CEC'E’ jest kwadra-
tem i w rezultacie C'E’ = CE. Wobec
tego tréjkat DC'E’ ma boki dlugoéci
CFE,AC,BE, co konczy dowdd.

Zadanie 10

241



2 2 Niezmienniki

1. OdpowiedZ. Nie mozna.

Rozpatrywanym niezmiennikiem bedzie parzystos¢ wyniku rozpa-
trywanego dzialania. Zastanoéwmy sie, jak si¢ ona zmienia, gdy za-
mienimy znak + na znak —. Niech wynik poprzedniego wyrazenia
przed tg zamiang to S. Przypusémy, ze zamieniamy znak przy licz-
bie k. Skoro zamiast dodawaé liczbe k odejmujemy ja, to po za-
mianie suma wszystkich liczb bedzie wynosi¢ S — 2k. Oczywiscie
liczba S — 2k jest tej samej parzystosci co S. W takim razie, parzy-
sto$¢ wyniku wyrazenia nie zmienia si¢ podczas zmieniania znaku
+ na —. W szczegdlnosci, parzystos¢é wyniku zawsze bedzie taka
sama, jak parzystos¢ liczby 1+2+... 41017 = M = 5H17653.
Stad wartos¢ tej sumy zawsze bedzie liczba nieparzysta. W szcze-
gblnosci nigdy nie bedzie ona rowna 0. Stad taka zamiana znakow
nie jest mozliwa.

2. OdpowiedZ. Nie jest to mozliwe.

Tym razem rozwazmy parzystosé¢ liczby minuséw na szachownicy.
Zauwazmy, ze podczas dowolnego dozwolonego ruchu, zmieniamy
znaki na przeciwne w doktadnie 2020 polach. Jesli £ jest liczba mi-
nusOw w zmienianych polach, to liczba minuséw po zmianie, réwna
liczbie plusow przed zmiana, wynosi 2020 — k. Latwo sprawdzi¢, ze
liczba k jest tej samej parzystosci, co 2020 — k. W takim razie parzy-
stosé liczby minuséw wsrod zmienionych podl nie zmienia sie. Stad
parzystosé liczby minuséw na planszy réwniez pozostaje stata.

Na poczatku na planszy jest tylko jeden minus, czyli nieparzyscie
wiele. Zatem zawsze bedzie ich nieparzyscie wiele. Wobec tego nie-
mozliwym jest, zeby uzyska¢ szachownice z parzysta liczba minu-
sow, w szczegdlnosci z zerowg, liczbg minuséw. Dowodzi to faktu, ze
uzyskanie szukanej szachownicy nie jest mozliwe.
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3. Zauwazmy, ze po wykonanej operacji na okregu bedzie nadal
n liczb. W tym zadaniu korzystamy z péiniezmiennika, ktorym jest
suma wszystkich n liczb. Zbadamy, jak moze sie on zmieni¢ po
wykonanej operacji.

Wykazemy najpierw, ze suma wszystkich liczb nie zmniejszy si¢ po
wykonanej operacji. Nazwijmy liczby na okregu przed wykonaniem
tej operacji

ai,ag,...,0n.
Niech b; bedzie liczba wpisana pomiedzy liczby a; i a;j+1 (dla kazde-
go ). Zauwazmy, ze b; > a;, poniewaz b; = max(a;,a;+1). W takim
razie, po dodaniu tych nieréwnosci stronami, otrzymujemy

bi+bo+...+by, =a1+as+ ...+ an.
Stad wiemy, ze rozwazana suma nigdy sie nie zmniejsza.

Zastanowmy sie, kiedy suma po wykonanej operacji pozostanie taka
sama. Wowczas dla kazdej liczby ¢ musi zachodzi¢ a; = b;. Poniewaz
b; > ajy1, to musiatoby zachodzi¢ a; > a;4+1 dla kazdego numerka
pozycji t. Wobec tego mozemy napisac¢ nastepujacy ciag nieréwnosci

ay =z az 2 ... 2 ap 2 a.

W istocie wszystkie one sa réwnosciami. Czyli suma wszystkich
liczb po wykonanej operacji pozostaje taka sama wtedy i tylko wte-
dy, gdy wszystkie liczby poprzednio byly réwne, a w przeciwnym
razie suma ta si¢ zwickszy.

Teraz zastanéwmy sie, jaka maksymalng wartos¢ moze osiagnac ta
suma podczas wykonywania operacji. Niech A bedzie najwicksza
sposrdd liczb napisanych na poczatku na okregu. Wowcezas podczas
wykonywania operacji zadna liczba nie moze przekroczyé¢ A, czyli
suma wszystkich liczb wynosi zawsze co najwyzej A -n.
Zauwazamy wiec, ze suma zapisanych liczb nie moze sie zwiek-
szaC W sposoOb nieograniczony. A stagd mozemy wywnioskowaé, ze
przy pewnym wykonaniu operacji suma nie wzrosnie. Udowodnili-
sSmy wczesniej, ze wtedy wszystkie liczby beda sobie rowne.
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4. OdpowiedZ. Nie jest to mozliwe.

Pokolorujmy szachownice tak, by w kazdej kolumnie i kazdym wier-
szu pola byly na zmiane biate i czarne. Zauwazmy, ze w takim razie
kazdy pionek zmienit po przestawieniu miejsce na pole o przeciw-
nym kolorze, bo tylko takie byly obok pola, na ktérym stat weze-
$niej. Czyli wszystkie pionki z biatych pdl stoja teraz na czarnych,
a pionki z czarnych pol — na biatych.

Stad wniosek, ze jesli po wykonaniu ruchu na kazdym polu stoi
pionek, to pél biatych jest tyle samo, co czarnych. Wszystkich pél
szachownicy jest 2019 -2021 = 4080399. Biatych pél powinna by¢
zatem potowa, czyli %. Ale ta liczba nie jest catkowita, wiec
jest to niemozliwe. W konsekwencji, nie mozna tak przesuna¢ pion-
kéw, by nadal kazde pole byto zapemhione.

5. Odpowiedz. Ta liczbg jest 9.

Tutaj niezmiennikiem bedzie reszta z dzielenia przez 9 tej liczby.
Zauwazmy, ze liczba 2020! jest podzielna przez 9. Z cechy podziel-
nosci przez 9 wynika, ze suma cyfr liczby podzielnej przez 9 jest
podzielna przez 9. W rezultacie po kazdym kroku liczba zapisana
na tablicy bedzie podzielna przez 9.

Zauwazamy, ze sg tylko dwie liczby jednocyfrowe, ktére sa podzielne
przez 9 — sa to liczby 0 i 9. Jedyng liczbg catkowita, ktorej suma
cyfr wynosi 0 jest 0, a wiec liczba 0 nie pojawi sie nigdy na tablicy.
Whioskujemy wigc, ze na koncu zostanie napisana liczba 9.

6. OdpowiedZ. Jedyna mozliwa ostatnig liczba jest 2020! — 1.
Latwo sprawdzi¢, ze zachodzi réwnosé

ab+a+b=(a+1)(b+1)—1.

Niech ay,as,...,a; beda wyrazami rozwazanego ciagu liczb po pew-
nej liczbie wykonanych operacji. Powyzsza rownos¢ nasuwa nam
pomyst, ze niezmiennikiem moze by¢ iloczyn wszystkich zapisanych
liczb powigkszonych o 1

(a1 +1)(a2+ 1) . (ak—l—l)
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Rzeczywiscie — przyjmijmy, ze wykonujemy rozwazana operacje na
pewnych dwoéch liczbach a;,a; z tego ciggu. Wowcezas iloczyn pozo-
statych liczb si¢ nie zmienia. Czeéé iloczynu tych dwdéch liczb przed
operacjg wynosit (a;+1)(a; +1). Po operacji zastapiono ten ilo-
czyn jedng liczbg a;a; + a; + a;j — czyli do rozpatrywanego iloczynu
n liczb powigkszonych od 1 wnosi ona czynnik
aiaj+a;+aj+1=(a;+1)(a;+1).
W rezultacie, rozpatrywany niezmiennik pozostanie staty. Zatoz-

my, ze po wykonaniu 2018 operacji na tablicy pozostanie liczba x.
Korzystajac z wprowadzonego niezmiennika, mamy, ze

r4+1=(14+1)(241)(3+1)-...- (20194 1) = 2020!.

Wobec tego mozliwa wartos¢ x jest doktadnie jedna — niezaleznie
od kolejnosci wykonywania operacji.

7. OdpowiedZ. Nie mozna przetozy¢ kamieni na jedno pole.

Ponumerujmy wszystkie pola w kolejnosci wyznaczonej rzedami —
tj. w pierwszym rzedzie sa pola o numerach od 1 do 100, w drugim
pola o numerach od 101 do 200, i tak dalej. Niezmiennikiem bedzie,
jak wykazemy, suma numeréw pol, na ktorych leza kamienie.

Zauwazamy, ze przy takim ponumerowaniu, przetozenie dwoch ka-
mieni nie zmienia sumy numeréw poél, na ktérych one leza. Czyli
suma numerow pol wszystkich kamieni jest stala.

Na poczatku wynosi ona
10000 - 10001

2
Przypusémy nie wprost, ze po pewnej liczbie operacji wszystkie

14+243+4...4+10000 =

kamienie znajda sie na tym samym polu. Policzmy numer tego pola.
Kamieni jest 10000, wiec jest on réwny sumie wszystkich numeréw
pol podzielonej przez 10000 — czyli wynosi on

1000010001 10001

2-10000 2
Jednak liczba ta nie jest catkowita, czyli nie moze by¢ numerem

pola. To prowadzi do sprzecznosci. WykazaliSmy zatem, ze nie mo-
zemy przetozy¢ wszystkich kamieni na jedno pole.
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8. OdpowiedZ. Nie mozna otrzymac tego trojkata.

Wykazemy, ze pole tréjkata jest stale, czyli nie zmienia sie przy
wykonywaniu operacji. Niech D, F, F' bedzie trojkatem uzyskanym
z wyjsciowego po pewnej liczbie przeksztatcen. Zalézmy bez straty
ogoblnosci, ze odbijamy punkt D wzgledem punktu F. Oznaczmy to
odbicie jako D’. Wykazemy, ze pole tréjkata DEF jest réwne polu
tréjkata D'EF.

Z definicji odbicia, punkty D, E, D’ lezg na tej samej prostej k, po-
nadto odcinki DFE i D'E majg réwne dlugosci. Zauwazmy, ze te
dwa tréjkaty maja wspolna wysokosé¢ poprowadzong z wierzchot-
ka F' — jest to odcinek prostopadty do prostej k przechodzacy przez
punkt F. Oznaczmy jego dtugosé jako h. Wobec tego pole trojka-
ta DEF jest réwne Dg'h, a pole tréjkata D'E'F jest réwne D;E'h.
Pola te sg zatem rowne.

Stad wiemy, ze pole tréjkata nie zmienia sie podczas wykonywania
tej operacji. Policzmy teraz pole poczatkowego i koncowego troj-
kata. Latwo sprawdzié¢, ze pole poczatkowego trojkata wynosi %,
a koncowego 1 — czyli nie sa one réwne. Wobec tego nie mozna
doj$¢ za pomoca tej operacji z tréjkata (0,0);(0,1);(1,0) do troj-
kata (0,0);(2,0);(0,1).

9. W tym rozwiazaniu poéiniezmiennikiem okaze sie liczba takich
granic, ktore dzielag panstwa o réznych ustrojach.

Zastandéwmy sie, jak ta liczba sie zmienia, gdy wybucha rewolucja.
Jesli rewolucja wybuchta w panstwie A, ktore mialo k sasiadow,
to znaczy, ze wiecej niz potowa sasiadéw A miata przeciwny ustroj.
Zatoézmy, ze s sasiadow miato przeciwny ustréj niz A. W takim razie
5> %, czyli 2s > k. Natomiast w momencie, gdy A zmienito ustroj,
zaczeto mie¢ k — s sgsiadow o przeciwnym ustroju.

Wezesniej A tworzyto wiec s granic miedzy panstwami o przeciw-
nych ustrojach, a teraz tworzy ich k —s. Zauwazmy, ze s > k—s, bo
2s > k. Stad po zmianie ustroju A tworzy mniej granic pomiedzy
panstwami o przeciwnych ustrojach, niz wczes$niej.
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Poniewaz ustréj zmienit si¢ tylko w A, to zadne inne granice si¢ nie
zmienity, czyli mozemy powiedzie¢, ze taczna liczba granic dziela-
cych panstwa o przeciwnych ustrojach zmniejszyta sie. Uzasadnili-
smy zatem, ze po kazdej rewolucji ta liczba sie zmniejsza.

Niech poczatkowa liczba granic dzielacych panstwa o przeciwnych
ustrojach bedzie rowna K. Poniewaz przy kazdej rewolucji ta licz-
ba si¢ zmniejsza o co najmniej jeden, to po K + 1 krokach powinna
by¢ ona ujemna. Jednak liczba granic nie moze by¢ ujemna, wiec
w pewnym momencie rewolucje przestang wybuchaé, czyli wszyst-
kie kraje stana sie stabilne.

10. OdpowiedZ. Nie jest to mozliwe.

Zacznijmy od ponumerowania wszystkich wrobli wedtug ich poczat-
kowej kolejnosci siedzenia, przypisujac im liczby 1, 2, 3, ..., 2019.
Kolejnos¢, ktora chcemy uzyska¢ na koncu to 2019, 2018, ..., 1.
Jak si¢ okaze, niezmiennikiem rozwazanego procesu bedzie liczba
odwroconych par wrébli, przy czym pare wrobli o numerach a,b,
a < b, nazywamy odwrocona, gdy a siedzi dalej niz b — czyli po pro-
stu, gdy ptaki o numerach a i b siedzg w odwrotnej kolejnosci niz na
poczatku. Rozwazamy wszystkie mozliwe pary, wiec jeden wrébel
moze naleze¢ do wielu takich par. Na poczatku liczba takich par
wynosi 0.

Niech pewne dwa wréble o numerach k i [ siedza po pewnej liczbie
takich zamian obok siebie. Zastanéwmy sie, jak zmieni si¢ liczba
takich par, gdy te wréble zamienig si¢ miejscami. Zauwazmy, ze
jedyng para, ktéra moze staé¢ sie odwrocona lub przestaé nig by¢
jest para, ktéra jest wladnie zamieniana kolejnoscig. Czyli rozwaza-
na liczba zmieni sie o doktadnie 1 — zmniejszy sie, jesli ptaki o nu-
merach k i [ zmienig si¢ tak, by by¢ w takiej kolejnosci wzgledem
siebie jak na poczatku, a zwickszy sie, gdy ptaki te zmienig si¢ tak,
by by¢ wzgledem siebie w odwrotnej kolejnosci niz na poczatku.

W rezultacie, po kazdej sekundzie parzystosé¢ liczby odwréconych
par sie zmienia. Po parzystej liczbie sekund, liczba ta bedzie zatem
zawsze parzysta.
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Policzmy teraz liczbe takich par w zadanej, odwrotnej kolejnosci.
Zauwazmy, ze wtedy kazda para wrobli bytaby w odwrotnej kolej-
nosci, niz na poczatku (tj. ten o wiekszym numerze bytby zawsze
wezesniej). Zatem gdyby mozliwe byto odwrécenie kolejnosci wré-
bli, liczba ,,odwroconych” par bytaby w rezultacie réwna po prostu
liczbie wszystkich par wrobli, czyli

2019-2018

2
ktora to jest liczbg nieparzysta.

= 2037171,

Wiemy jednak, ze liczba odwrdéconych par po parzystej liczbie se-
kund bedzie zawsze parzysta. Stad wniosek, Ze nie mozna osiagnaé
zadanej kolejnosci po parzystej liczbie sekund.
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2 3 Kongruencje

1. Latwo recznie sprawdzi¢, ze kazda z liczb 02,12,22, 32,42 52,62
i 72 daje reszte 0, 1 lub 4 z dzielenia przez 8. Niech r € {0,1,4}
bedzie reszta z dzielenia liczby a? przez 8. Wowczas

a?~r=0 (mod 8),
co konczy rozwigzanie zadania.

2. OdpowiedZ. Ostatnia cyfra danej liczby to 7.

Ostatnia cyfra liczby w zapisie dziesietnym jest reszta z dzielenia
tej liczby przez 10. Zauwazmy, ze

2°=32=2 (mod 10) oraz 3'=81=1 (mod 10).

Po pomnozeniu stron pierwszej kongruencji przez 2"~ otrzymuje-
my wniosek, ze 2”4 =2" (mod 10) dla n > 1. Zatem

20 =924 =16=6 (mod 10).
Wiemy tez, ze
310 = (397 =15 =1 (mod 10).
Laczac powyzsze wnioski, otrzymujemy
2100 1310 =61 1=7 (mod 10).
3. OdpowiedZ. Liczby spetniajace dane réwnanie nie istnieja.

Skoro liczby 22 — 3y? oraz 1001 sa sobie réwne, to w szczegblnodci
daja te sama reszte z dzielenia przez 3. Mozemy wiec kolejno zapisaé
2% —3y*=1001 (mod 3),

22— 0y’ =2 (mod 3),
22=2 (mod 3).

Ostatnia kongruencja przeczy tezie Przyktadu 1 ze skryptu, co do-
wodzi, ze szukane liczby nie istnieja.
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4. Oznaczmy wspélny dzielnik liczb a —1, b—1 i ¢—1 jako d.
Mozemy wowczas zapisac, ze

a=1 (modd), b=1 (modd), c¢=1 (modd).
Uzyskujemy
abc=1-1-1=1 (mod d),
skad otrzymujemy, ze liczba abc — 1 jest podzielna przez d.

Skoro liczba a — 1 jest dodatnia i podzielna przez d, to jest nie
mniejsza od d. Pozostaje zauwazy¢, ze skoro a,b,c > 1, to

abc—1>a—12>d.
Liczba abc — 1 jest podzielna przez d i wieksza od d, a wiec jest
liczba ztozona.
5. Zauwazmy, ze
n—2=-2 (mod n).

Laczac to spostrzezenie z faktem, ze k jest liczbg nieparzysta, otrzy-
mujemnmy

Pt (n-2)f =24 (—2)F =2k - (—1)*2F =2 —2F =0 (mod n),
czego nalezato dowiesc.

6. Odpowiedz. Jedyna liczba spetniajaca warunki zadania jest 1.
Zauwazmy, ze dla n =1 rozwazane liczby sa réwne odpowiednio:
315, a wiec sg liczbami pierwszymi.

Wykazemy, ze zawsze jedna z rozpatrywanych liczb jest podzielna
przez 3. Rozpatrzmy trzy przypadki.

1.n=0 (mod 3). Wéwczas n>+n+3=02+0+3=0 (mod 3).
2.n=1 (mod 3). Wtedy n®’+n+1=1241+1=0 (mod 3).
3.n=2 (mod 3). Zatem n? +n+3=224+2+3=0 (mod 3).

Gdy n>1, to
n+n+3>n’4+n+1 > 3,

wiec jedna z rozpatrywanych liczb jest wieksza od 3 i jest podzielna
przez 3 — czyli jest liczbg ztozona.
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7. Postepujac podobnie jak w Przykladzie 1, mozemy wykazac,
ze kwadrat liczby catkowitej daje reszte 0 lub 1 z dzielenia przez 4.
Odnotujmy tez, ze dla k = 0 réwnanie nie ma rozwiazan.

Przypusémy, ze szukane liczby istnieja i wezmy taka trojke (a,b, k),
dla ktorej liczba k jest najmniejsza. Gdyby istniata wigcej niz jed-
na taka tréjka, to wezmy dowolng z nich. Na mocy wcze$niejszego
wniosku wiemy, ze k > 1. Zatézmy, ze jedna z liczb a, b jest niepa-
rzysta — bez straty ogoélnosci niech to bedzie a. Wowczas
a?>=1 (mod 4),
skad
P¥=4"-0a>=0-1=3 (mod 4),
co jest sprzeczne z faktem, ze kwadrat liczby catkowitej daje reszte 0
lub 1 z dzielenia przez 4.
Wiemy wiec, ze liczby a, b sa parzyste. Przyjmijmy a = 2ag oraz
b= 2b0. Wtedy
4P = 0?10 =46+ 403, czyli 4FT=ad 403
Widzimy, ze dane réwnanie ma rozwigzanie (ag,bg,k —1). Przeczy
to jednak zatozonej minimalnosci £ i konczy rozwigzanie zadania.

8. Zalézmy, ze pewna liczba a; jest podzielne przez pewna liczbe
catkowita n > 1. Zapiszemy to jako a; =0 (mod n). Wéwczas

ay1=a; —a;+1=0>-0+1=1 (mod n).

Rozpatrzmy dalej przypadek, gdy as =1 (mod n), dla pewnego s.
Wtedy

asp1 =02 —as+1=12~14+1=1 (mod n).

bLaczac powyzsze wnioski, otrzymujemy, ze jesli pewne a; dzieli si¢
przez n, to kazda nastepna liczba w tym ciagu — to jest asy1,a¢42, ...
— daje reszte 1 z dzielenia przez n. Przypu$émy teraz nie wprost,
ze dla pewnych t1 i to (przy czym to > 1) liczby a¢, oraz as, sa
podzielne przez n. Jednakze skoro to > t1, to na mocy wczesniej
udowodnionego faktu wiemy, ze a;, daje reszte 1 przy dzieleniu
przez n. DoszliSmy do sprzecznosci, ktéra konczy dowdd nie wprost.
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9. Zapisujac dane w zadaniu podzielnosci za pomocs kongruencji,
otrzymujemy
a>=—-20> (mod p), & =-2d° (mod 5).
Podnoszac strony tych zaleznosci odpowiednio do pigtej i szostej
potegi, otrzymujemy
al® =201 (mod p), =2 (mod p).

Mamy wigc

—25p19¢30 = 26015030 (mod p),
czyli

()P = —2(ad®)?  (mod p).

Zatem liczba (bc?)1® +2(ad?)' jest podzielna przez p, skad bezpo-
srednio wynika teza.

10. Odpowiedz. Jedynymi rozwiazaniami danego réwnania sg pa-
ry (n,m) = (1,1) i (3,3).

Zauwazmy, ze dla n > 5, liczba n! =1-2-...-n jest podzielna za-
rowno przez 2 jak i przez 5. Wynika stad, ze liczba ta jest podzielna
takze przez 10. A wiec dla n > 5 mamy

U214 4n!=11421431+41=142+6+24=3 (mod 10).

Pozostaje zauwazy¢, ze dla kazdego m liczba m? nie daje reszty 3

z dzielenia przez 10. Wystarczy w tym celu rozpatrzy¢ odpowiednie

przypadki, tak jak w Przyktadzie 1 ze skryptu. Wnioskujemy stad,

ze dla n > 5 réwnanie nie ma rozwiazan.

Sprawdzajac n = 1,2,3,4, wnioskujemy, ze pary (n,m) = (1,1), (3,3)
sg jedynymi rozwigzaniami danego rownania.
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Co dalej?

Mamy nadzieje, ze praca z ksiazka byta przyjemna i owocna.
Chcielibysmy da¢ Ci kilka porad i pokazaé¢ kilka ciekawych
zrodel, dzieki ktérym bedziesz mogt/mogta rozwijaé sie dalej.

Na stronach Olimpiady Matematycznej — om.sem.edu.pl — oraz
Olimpiady Matematycznej Junioréw — omj.edu.pl — zamiesz-
czone sg zadania z minionych zawodow. Nieco trudniejsze be-
da zadania z obozéw naukowych organizowanych przez kazda
z olimpiad. Sa one réwniez dostepne na wyzej wymienionych
stronach.

Zadania z olimpiad matematycznych z innych krajéow znaj-
dziesz choéby na stronie artofproblemsolving.com/community
(w jezyku angielskim).

Oczywiscie jest wiele publikacji, ktére moga sie przydac¢ w przy-
gotowaniach. Sg to na przyktad:

» Gazetka Olimpiady Matematycznej Junioréw Kwadrat (do-
stepna na stronie omj.edu.pl),

o Seria ksiazek Biblioteczka Stowarzyszenia na rzecz Edu-
kacji Matematycznej,

e Seria Zadania z olimpiad matematycznych z calego swiata
autorstwa Henryka Pawtowskiego,

o Seria Matematyka Olimpijska autorstwa Adama Neuge-
bauera i Beaty Bogdanskie;j.
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