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Wstęp

Ob óz Naukowy Olimpiady Matematycznej Juniorów (p oziom OMJ) przeprowadzono
w dniach 2-8 czerwca 2024 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym „Wieczernik”
w Świętej Katarzynie (wo j. świętokrzyskie). Do udziału w Ob ozie zakwalifikowano
uczniów z klas 5-7 szkół p o dstawowych z na jlepszymi wynikami w XIX OMJ.

Każdego dnia uczestnicy Ob ozu rozwiązywali zadania w formule konkursowej, pra-
cując zarówno indywidualnie, jak i w grupach. Pop ołudnia p oświęcone były na wy-
kłady tematyczne i za jęcia warsztatowe. W czwartek o dbył się spacer do Świętokrzy-
skiego Parku Naro dowego, a w piątek przeprowadzony został mecz matematyczny.

W niniejszym opracowaniu zebrane są zadania konkursowe wraz z rozwiązaniami.
Zachęcamy do wykorzystania tych materiałów w przygotowaniach do startów w ko-
lejnych edycjach Olimpiady Matematycznej Juniorów — zwłaszcza w ramach trenin-
gu przed zawo dami finałowymi, a także w przygotowaniach do rozp o częcia przygo dy
z Olimpiadą Matematyczną dla szkół p onadp o dstawowych — p o dejmowanych jesz-
cze w trakcie lub b ezp ośrednio p o zakończeniu nauki w szkole p o dstawowej.

Poziom trudności niektórych problemów zawartych w niniejszym opracowaniu prze-
wyższa p oziom zawo dów finałowych OMJ. Tematyka p o dejmowana na Ob ozie o dnosi
się przy tym do programu merytorycznego Olimpiady, czerpiąc inspiracje z między-
naro dowych zawo dów matematycznych rozgrywanych na p oziomie juniorskim.

Miłej lektury!

Kadra Obozu

Uczestnicy Ob ozu Naukowego OMJ (p oziom OMJ)

Antoni Czapkowski, Zuzanna Czubińska, Wiktor Gatner, Antoni Glinka, Nina Teresa
Głowacka, Marcin Jerzy Jaźwiński, Anna Teresa Jeżo, Karol Kaczmarek, Wo jciech
Klich, Aleksandra Ławniczak, Tomasz Miłkowski, Patryk Niewczas, Filip Tomasz
Osiński, Dominik Puzio, Adam Jakub Rowiński, Piotr Słabicki, Michał Szczurek,
Michał Paweł Waleron, Weronika Wilczek, Krzysztof Tomasz Witkowski.

Kadra: Paweł Dziuba (kierownik), Bartosz Głowacki, Kosma Kasprzak, Arkadiusz
Męcel, Witold Sikora.
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Rozkład o cen za rozwiązania zadań indywidualnych

Prace uczestników Ob ozu o ceniane były w skali olimpijskiej 0, 2, 5, 6. Rozkład o cen
przyznanych za rozwiązania zadań przedstawiony jest w p oniższej tab eli.

6 p. 5 p. 2 p. 0 p.
1. 10 3 1 6

2. 13 2 1 4

3. 1 2 4 13

4. 0 0 0 20

5. 0 0 5 15

6. 18 0 0 2

7. 4 1 5 10

8. 0 0 0 20

9. 2 2 2 14

10. 6 0 2 12

11. 19 0 1 0

12. 12 1 0 7

13. 9 2 2 7

14. 2 0 4 14

15. 3 1 0 16

16. 5 5 1 9

17. 5 1 1 13

18. 3 0 3 14

19. 1 5 2 12

20. 2 0 1 17

Zadania 21-32 rozwiązywane były w ramach pracy grup owej.
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Treści zadań

Zadanie 1.

Zna jdź wszystkie liczby sześcio cyfrowe p ostaci aaabbb, które są kwadratami liczby
całkowitej.

Zadanie 2.

Niech n > 3 b ędzie liczbą całkowitą. Wykaż, że w zbiorze dowolnych n parami
różnych liczb rzeczywistych można wskazać takie trzy liczby, że ich suma jest liczbą
do datnią lub takie dwie liczby, że ich suma jest liczbą ujemną.

Zadanie 3.

Wierzchołki n-kąta foremnego p onumerowano w p ewnej kolejności liczbami całko-
witymi o d 1 do n. Wiadomo przy tym, że istnieje do datnia liczba całkowita m taka,
że p omiędzy każdymi dwoma wierzchołkami p onumerowanymi kolejnymi liczbami
zna jduje się m innych wierzchołków. Zna jdź wartość n wiedząc, że p ewne trzy ko-
lejne wierzchołki wielokąta p onumerowano kolejno liczbami 11; 4; 17.

Zadanie 4.

Dwusieczne tró jkąta ABC przecina ją się w punkcie I. Proste AC i BC o dbito o dp o-
wiednio względem dwusiecznych BI i AI, a uzyskane w ten sp osób proste przecięły
się w punkcie X. Wykaż, że proste AB oraz XI są prostopadłe.

Zadanie 5.

Jacek napisał na tablicy wszystkie do datnie dzielniki p ewnej do datniej liczby cał-
kowitej n, p o czym obliczył ich ilo czyn. Placek zrobił to samo z p ewną inną liczbą
całkowitą do datnią m. Wykaż, że uzyskali różne wyniki.

Zadanie 6.

Prostokąty ABCD i BEFG, oba o p olu 10, ułożone są w taki sp osób, że punkt C
leży na o dcinku GB. Zna jdź p ole czworokąta AFGD.

Zadanie 7.

W galerii wisi 100 obrazów — każdy namalowany przy użyciu dokładnie k kolorów,
przy czym żaden kolor nie występuje na wszystkich obrazach. Okazuje się że nieza-
leżnie o d tego jak wybierzemy trzy obrazy, p ewien kolor występuje na wszystkich
trzech. Jaka jest na jmniejsza do datnia liczba całkowita k, dla której taka sytuacja
jest możliwa?
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Zadanie 8.

W tró jkącie ABC punkt D leży na b oku AB w taki sp osób, że okręgi wpisane
w tró jkąty ADC i DBC ma ją równe promienie. Niech dwusieczne kątów ACD

i DCB przecina ją b ok AB o dp owiednio w punktach X i Y . Wykaż, że XD = DY .

Zadanie 9.

Wykaż, że istnieje dziesięć parami różnych do datnich liczb całkowitych takich, że
żadna z nich nie dzieli żadnej innej, ale każda z nich dzieli kwadrat każdej innej.

Zadanie 10.

Na szachownicy o wymiarach 15�15 stoi 15 sko czków (koni) szachowych, p o jednym
w każdym rzędzie i w każdej kolumnie. W p ewnym momencie każdy sko czek wyko-
nuje jeden ruch. Czy jest możliwe, że w rezultacie nadal w każdym rzędzie i w każdej
kolumnie stoi dokładnie jeden sko czek?

Zadanie 11.

Wyznacz wszystkie tró jki liczb całkowitych (a; b; c) takich, że

a2 + b2 = c2 oraz (a+ 1)2 + (b+ 1)2 = (c+ 1)2:

Zadanie 12.

Punkty M i N są śro dkami o dp owiednio b oków AB i BC równoległob oku ABCD.
Odcinki DM i DN przecina ją o dcinek AC o dp owiednio w punktach X i Y . Wykaż,
że AX = XY = Y C.

Zadanie 13.

Niech a 6= b b ędą do datnimi liczbami całkowitymi. Wykaż, że istnieje nieskończenie
wiele do datnich całkowitych n, dla których NWD(a+ n; b+ n) = 1.

Zadanie 14.

W p ewnej klasie jest n osób i wiadomo, że każda osoba ma w tej klasie co na jmniej
2024 zna jomych. Udowo dnij, że można p o dzielić całą klasę na dwie drużyny tak,
aby każda osoba miała w drużynie przeciwnej co na jmniej 1012 zna jomych.
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Zadanie 15.

Wykaż, że dla dowolnej liczby całkowitej n > 6 można znaleźć (niekoniecznie różne)
do datnie liczby całkowite a1; a2; : : : ; an sp ełnia jące

1

a21
+

1

a22
+ : : :+

1

a2n
= 1:

Zadanie 16.

Zna jdź wszystkie tró jki (a; b; c) liczb całkowitych sp ełnia jące układ równań
8>><
>>:
a+ bc = 6

b+ ca = 6

c+ ab = 6

Zadanie 17.

Na płaszczyźnie dane jest sześć kół przecina jących się w p ewnym punkcie P . Wykaż,
że śro dek p ewnego z tych kół leży wewnątrz lub na brzegu innego z tych kół.

Zadanie 18.

Punkt M jest śro dkiem b oku AD równoległob oku ABCD. Niech punkt F b ędzie
sp o dkiem wysokości tró jkąta BCM p oprowadzonej z punktu B na prostą CM .
Wykaż, że tró jkąt AFB jest równoramienny.

Zadanie 19.

Dana jest do datnia liczba rzeczywista a. Dla jakich tró jek do datnich liczb całkowi-
tych (r; s; t) o sumie 2024 wartość

ar + as + at

jest możliwie na jwiększa?

Zadanie 20.

Dany jest równoległob ok ABCD, którego śro dkiem (tzn. punktem przecięcia prze-
kątnych) jest punkt O. Niech P b ędzie wybranym punktem na płaszczyźnie. Oznacz-
my przez M;N śro dki o dcinków AP;BP i przyjmijmy że o dcinki MC i ND przeci-
na ją się w p ewnym punkcie Q. Wykaż, że punkty O;P i Q są wsp ółliniowe.
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Mecz matematyczny

Zadanie 21.

Rozstrzygnij czy kwadrat liczby całkowitej może być równy sumie kwadratów dwó ch
liczb pierwszych.

Zadanie 22.

Ustalmy liczb ę całkowitą n > 1 i rozważmy liczb ę, której zapis dziesiętny składa się
ze złączonych kolejno zapisów dziesiętnych wszystkich liczb całkowitych o d 1 do n.
Czy możliwe jest, że ta rozważana liczba jest palindromem?

Zadanie 23.

Liczby naturalne o d 1 do 2k p o dzielono na dwa rozłączne p o dzbiory k-elementowe
tak, że dowolne dwie liczby z tego samego p o dzbioru ma ją nie więcej niż dwa różne
wsp ólne dzielniki pierwsze. Jaka jest na jwiększa możliwa liczba k, dla której taka
sytuacja jest możliwa?

Zadanie 24.

Klockiem nazywamy figurę p owstałą p o usunięciu jednego p ola z kwadratu 2 � 2.
Układamy p ewną niezerową liczb ę klo cków w prostokącie o wymiarach 5 � 7 tak,
by każdy za jmował p ewne trzy p ola prostokąta. Klo cki mogą nacho dzić na siebie
nawza jem. Czy możemy w ten sp osób sprawić, aby na każdym z p ól prostokąta
leżała taka sama liczba klo cków?

Zadanie 25.

Operacją na wielokącie na płaszczyźnie nazwiemy wybranie dowolnej prostej prze-
cina jącej jego obwó d w dokładnie dwó ch punktach A i B, a następnie o dbicie wzglę-
dem symetralnej o dcinka AB jednej z dwó ch części, na które wielokąt został prze-
cięty. Udowo dnij, że żadnym skończonym cią giem op eracji nie można przekształcić
kwadratu w tró jkąt.

Zadanie 26.

Dla każdej liczby całkowitej o d 100 do 1000 obliczono ilo czyn jej cyfr. Następnie
do dano wszystkie uzyskane wyniki. Wykaż, że uzyskana suma jest sześcianem liczby
całkowitej.
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Zadanie 27.

Liczby rzeczywiste a; b; c są nieujemne i każda z nich jest mniejsza lub równa 2.
Wykaż, że zacho dzi nierówność

(a� b)(b� c)(a� c) 6 2:

Zadanie 28.

Zna jdź wszystkie pary liczb całkowitych (a; b) dla których

2a4 + 1 = b2:

Zadanie 29.

Na płaszczyźnie narysowano cztery punkty w taki sp osób, że p o zmazaniu dowol-
nego z nich figura złożona z p ozostałych trzech punktów jest osiowosymetryczna.
Czy wynika stąd, że figura złożona ze wszystkich czterech punktów ma oś symetrii?

Zadanie 30.

Punkt D leżący wewnątrz tró jkąta ABC sp ełnia warunek AD = DB. Proste CD

i AB przecina ją się w punkcie E sp ełnia jącym

CD

CE
=
EB

AE
:

Wykaż, że tró jkąt AEC jest równoramienny.

Zadanie 31.

Punkt M jest śro dkiem b oku BC w tró jkącie ABC. Oznaczmy przez I i J śro dki
okręgów wpisanych w tró jkąty AMB i AMC. Okręgi opisane na tró jkątach ABI

i ACJ przecina ją się w punktach A i X. Wykaż, że punkt X leży na prostej AM .

Zadanie 32.

W tró jkącie ostrokątnym ABC b oki AC i BC są równej długości. Punkt D leżący
wewnątrz tró jkąta ABC sp ełnia <)CAD = <)CBD = 30�. Wykaż, że dwusieczne
kątów ABC i ADC przecina ją się na o dcinku AC.
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Rozwiązania zadań

Zadanie 1.

Zna jdź wszystkie liczby sześcio cyfrowe p ostaci aaabbb, które są kwadratami liczby
całkowitej.

Rozwiązanie: Zauważmy, że

aaabbb = 111 � a00b = 111(1000a+ b):

Zapiszmy 111 jako ilo czyn liczb pierwszych 3 � 37. Obie te liczby dzielą aaabbb, więc
aby była ona kwadratem, zacho dzić musi p o dzielność

32 � 372 j aaabbb; czyli 111 j 1000a+ b:

Skoro
1000a+ b = 9 � 111a+ a+ b;

to z p owyższej p o dzielności wynikałoby również, że liczba 111 jest dzielnikiem liczby
a+ b, co nie jest możliwe, gdyż 2 6 a+ b 6 18. Zatem żadna liczba p ostaci aaabbb
nie jest kwadratem liczby całkowitej.

Zadanie 2.

Niech n > 3 b ędzie liczbą całkowitą. Wykaż, że w zbiorze dowolnych n parami
różnych liczb rzeczywistych można wskazać takie trzy liczby, że ich suma jest liczbą
do datnią lub takie dwie liczby, że ich suma jest liczbą ujemną.

Rozwiązanie: Rozważmy dowolne n parami różnych liczb rzeczywistych. Wybierz-
my p ewne trzy i oznaczmy je przez a < b < c. Rozpatrujemy dwa przypadki.

• Jeśli a+ b < 0, to liczby a; b tworzą parę sp ełnia jącą warunek zadania.

• Jeśli a + b > 0, to jedna z liczb a; b musi być nieujemna, a skoro liczba c jest
większa o d obu z nich, to musi być ona do datnia. Zatem

a+ b+ c > a+ b+ 0 > 0;

więc uzyskujemy tró jkę liczb o do datniej sumie.
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Zadanie 3.

Wierzchołki n-kąta foremnego p onumerowano w p ewnej kolejności liczbami całko-
witymi o d 1 do n. Wiadomo przy tym, że istnieje do datnia liczba całkowita m taka,
że p omiędzy każdymi dwoma wierzchołkami p onumerowanymi kolejnymi liczbami
zna jduje się m innych wierzchołków. Zna jdź wartość n wiedząc, że p ewne trzy ko-
lejne wierzchołki wielokąta p onumerowano kolejno liczbami 11; 4; 17.

Rozwiązanie:

Przyjmijmy b ez straty ogólności, że wierzchołki n-kąta p onumerowane liczbami
11; 4; 17 leżą w kolejności zgo dnej z ruchem wskazówek zegara. Nazwijmy skokiem
w prawo przejście w kierunku zgo dnym z ruchem wskazówek zegara z dowolnego
wierzchołka A rozważanego n-kąta do takiego wierzchołka B, tak by między nimi
zna jdowało się dokładnie m wierzchołków, a skokiem w lewo — przejście o tyle
samo wierzchołków w kierunku przeciwnym.

Wiemy, że z wierzchołka o numerze 1 do wierzchołka o numerze 2 można się dostać
skokiem w którąś stronę. Ewentualnie zastępując m przez n�m�2 możemy założyć,
że był to skok w lewo.

Nietrudno uzasadnić, że z wierzchołka o numerze i do wierzchołka o numerze i+ 1

możemy się dostać skokiem w lewo, dla i = 1; 2; : : : ; n � 1. Rzeczywiście, dla i = 1

jest to prawda. Załóżmy więc, że jest to prawda dla p ewnego 1 6 i < n� 1. Wtedy
skacząc z wierzchołka i + 1 w którąś stronę, musimy nap otkać wierzchołek i + 2.
Ale skok w prawo przeprowadziłby nas na wierzchołek i, więc musiał to być skok
w lewo.

Skoro wierzchołki o numerach 11 i 4 są sąsiednie, to p o wykonaniu siedmiu sko-
ków w lewo (w każdym przesuwa jąc się p o brzegu wielokąta o m+1 wierzchołków),
p o cząwszy o d wierzchołka o numerze 4, okrążymy wielokąt p ewną liczb ę razy i w re-
zultacie zna jdziemy się o jeden wierzchołek na lewo. Otrzymujemy więc p o dzielność

n j 7(m+ 1)� 1:

Rozumując p o dobnie dla wierzchołków o numerach 11 i 17, otrzymujemy p o dzielność

n j 6(m+ 1) + 2:

Zatem przez n p o dzielna jest również liczba:

7 � (6(m+ 1) + 2)� 6 � ((7m+ 1)� 1) = 20:

Jasne jest, że n > 17, więc jedyną możliwością jest n = 20. Nietrudno sprawdzić
że dosta jemy w tym przypadku m = 2, a dla takiej wartości m sytuacja opisana
w treści zadania faktycznie zacho dzi.
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Zadanie 4.

Dwusieczne tró jkąta ABC przecina ją się w punkcie I. Proste AC i BC o dbito o dp o-
wiednio względem dwusiecznych BI i AI, a uzyskane w ten sp osób proste przecięły
się w punkcie X. Wykaż, że proste AB oraz XI są prostopadłe.

Rozwiązanie: Załóżmy, że punkt X leży p o przeciwnej stronie prostej ABC niż
punkt C; w przeciwnym wypadku rozwiązanie przebiega p o dobnie. Oznaczmy ob-
razy punktów A;C w symetrii względem prostej BI o dp owiednio przez A0 i C 0.
Zauważmy wnioskujemy, że

<)XC 0B = <)A0C 0A0 = <)ACA0:

Definiując B00 i C 00 jako obrazy punktów B;C w symetrii względem dwusiecznej AI,
możemy rozumować analogicznie jak wyżej i zauważyć, że C 00I = CI = C 0I oraz

<)XC 00A = <)BCB0 = <)XC 00B:

Z tych równości wynika, że tró jkąty C 0IC 00 oraz C 0XC 00 są równoramienne. Zatem
prosta XI jest symetralną o dcinka C 0C 00, więc jest do niego prostopadła.

A B

C

I

C 0

A0

C 00

B00

X
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Zadanie 5.

Jacek napisał na tablicy wszystkie do datnie dzielniki p ewnej do datniej liczby cał-
kowitej n, p o czym obliczył ich ilo czyn. Placek zrobił to samo z p ewną inną liczbą
całkowitą do datnią m. Wykaż, że uzyskali różne wyniki.

Rozwiązanie:

Niech dzielnikami liczby n b ędą 1 = d1 < d2 < : : : < dk = n. Interesuje nas więc
ilo czyn d1 �d2 � : : : �dk. Aby uzależnić go o d n, b ędziemy p otrzeb owali następującego
o czywistego faktu: jeżeli liczba d jest dzielnikiem liczby n, to dzielnikiem n jest
również liczba n

d
. Stąd uzyskujemy:

(d1 : : : dk)
2 =

�
d1 �

n

d1

�
� : : : �

�
dk �

n

dk

�
= n � : : : � n| {z }

k razy

= nk:

W rezultacie d1 � : : : � dk = n
k

2 .

Załóżmy b ez straty ogólności, że n > m. Przypuśćmy wbrew tezie zadania, że Jacek
i Placek otrzymali ten sam wynik. Wtedy

n
k

2 = m
t

2 ;

gdzie t to liczba dzielników liczby m. Skoro n > m, to t > k. Jasne jest też, że jeśli p
jest dzielnikiem pierwszym liczby m, to jest również dzielnikiem pierwszym liczby n

(i analogicznie w drugą stronę), więc rozkłady m i n na czynniki pierwsze są p ostaci

n = p
a1
1 : : : pass

m = p
b1
1 : : : pbss :

Zapisując zatem równość n
k

2 = m
t

2 jako

n = m
t

k

otrzymujemy, że dla i = 1; 2; : : : ; s zacho dzi

ai =
t

k
� bi;

czyli w szczególności ai > bi. Oznacza to, że liczba m jest dzielnikiem n, więc
liczba n ma więcej dzielników niż liczba m, a stąd k > t. Uzyskaliśmy sprzeczność,
która oznacza, że Jacek i Placek musieli uzyskać różne wyniki.
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Zadanie 6.

Prostokąty ABCD i BEFG, oba o p olu 10, ułożone są w taki sp osób, że punkt C
leży na o dcinku GB. Zna jdź p ole czworokąta AFGD.

Rozwiązanie: Tró jkąt AGD ma taką samą p o dstawę i wysokość, co tró jkąt ABD,
więc

[AGD] = [ABD] =
[ABCD]

2
= 5:

Po dobnie [AFG] = [EFG] = 5, więc rozważany czworokąt ma p ole równe

[AFGD] = [AGD] + [AFG] = 5 + 5 = 10:

A B

CD

E

FG

Zadanie 7.

W galerii wisi 100 obrazów — każdy namalowany przy użyciu dokładnie k kolorów,
przy czym żaden kolor nie występuje na wszystkich obrazach. Okazuje się że nieza-
leżnie o d tego jak wybierzemy trzy obrazy, p ewien kolor występuje na wszystkich
trzech. Jaka jest na jmniejsza do datnia liczba całkowita k, dla której taka sytuacja
jest możliwa?

Rozwiązanie: Zacznijmy o d wykazania, że dla k = 3 taka sytuacja jest możliwa.
Po dzielmy 100 obrazów na cztery grupy G1; G2; G3; G4 p o 25 obrazów. Ustalmy
p ewne cztery kolory C1; C2; C3; C4 i dla każdego 1 6 i 6 4 p okolorujmy obrazy
zna jdujące się w grupie Gi na wszystkie kolory p oza kolorem Ci. W rezultacie, jeśli
wybierzemy dowolne trzy obrazy, to jasne jest, że z p ewnej grupy — p owiedzmy Gi

— nie wybraliśmy żadnego obrazu. Wtedy każdy z tych obrazów jest p okolorowany
kolorem Ci, więc przedstawiona konstrukcja sp ełnia warunki zadania.
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Udowo dnimy teraz, że k > 3. Jasne jest, że użyto więcej niż jednego koloru, więc
wystarczy rozważyć k = 2. W tym przypadku wybierzmy dowolny obraz X — p o-
wiedzmy, że p okolorowany kolorami C1; C2. Z założenia p ewien obraz Y nie zawiera
koloru C1. Jeśli nie zawiera również C2, to niech Z b ędzie dowolnym innym obra-
zem. Jeśli natomiast Y zawiera C2, to niech Z b ędzie obrazem różnym o d X i Y
niezawiera jącym C2. Wtedy tró jka obrazów X;Y; Z nie sp ełnia warunku zadania.
Uzyskana sprzeczność dowo dzi że k > 3, więc na jmniejszym możliwym k jest 3.

Zadanie 8.

W tró jkącie ABC punkt D leży na b oku AB w taki sp osób, że okręgi wpisane
w tró jkąty ADC i DBC ma ją równe promienie. Niech dwusieczne kątów ACD

i DCB przecina ją b ok AB o dp owiednio w punktach X i Y . Wykaż, że XD = DY .

Rozwiązanie: Oznaczmy śro dki okręgów wpisanych w tró jkąty ADC i DBC o dp o-
wiednio przez I, J , a ich punkty styczności do prostej CD o dp owiednio przez S; T .
Niech M b ędzie punktem przecięcia o dcinków IJ i CD. Zauważmy, że w tró jkątach
prostokątnych ISM i JTM kąty przy wierzchołku M są równe, a przyprostokąt-
ne IS i JT to promienie rozważanych okręgów, więc z założenia są równe. Zatem
tró jkąty ISM i JTM są przysta jące. W szczególności IM =MJ .

Skoro punkty I i J są równo o dległe o d AB (ta o dległość to wsp ólny promień rozwa-
żanych okręgów), to proste IJ oraz AB są równoległe. Z twierdzenia Talesa otrzy-
mujemy zatem

IM

XD
=
CM

CD
=
MJ

DY
;

a skoro IM =MJ , to XD = DY .

C

D

I
J

S

T

M

A BX Y
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Zadanie 9.

Wykaż, że istnieje dziesięć parami różnych do datnich liczb całkowitych takich, że
żadna z nich nie dzieli żadnej innej, ale każda z nich dzieli kwadrat każdej innej.

Rozwiązanie: Niech p1; p2; : : : ; p10 b ędą różnymi liczbami pierwszymi, a liczba M

ilo czynem tych liczb. Rozważmy liczby

ni =M � pi

dla i = 1; 2; : : : 10. Wtedy łatwo zweryfikować, że dla i 6= j liczba ni nie jest dzielni-
kiem nj , p onieważ p2i jest dzielnikiem ni oraz p2i nie jest dzielnikiem nj .

Z drugiej strony jest jasne, że każda liczba ni dzieli M2, która to liczba dzieli kwadrat
dowolnego nj . Stąd dla dowolnych 1 6 i; j 6 10 liczba ni jest dzielnikiem liczby n2j .

Zadanie 10.

Na szachownicy o wymiarach 15�15 stoi 15 sko czków (koni) szachowych, p o jednym
w każdym rzędzie i w każdej kolumnie. W p ewnym momencie każdy sko czek wyko-
nuje jeden ruch. Czy jest możliwe, że w rezultacie nadal w każdym rzędzie i w każdej
kolumnie stoi dokładnie jeden sko czek?

Rozwiązanie: Przypuśćmy nie wprost, że tak się stało. Ponumerujmy kolumny
i wiersze p o kolei liczbami o d 1 do 15. Dla każdego sko czka możemy rozważyć dwie
jego wsp ółrzędne — numer wiersza i numer kolumny, w których się zna jduje.

Gdy w każdej kolumnie i w każdym wierszu stoi dokładnie jeden sko czek, suma obu
wsp ółrzędnych wszystkich sko czków równa jest

(1 + 2 + : : :+ 15) + (1 + 2 + : : :+ 15) = 0;

więc jest taka sama zarówno przed ruchami sko czków, jak i p o wszystkich ruchach.

Zauważmy, że na skutek ruchu wsp ółrzędne sko czka zmienia ją się — jedna o 2,
a druga o 1. Stąd w wyniku ruchu suma wsp ółrzędnych sko czka zmienia się o liczb ę
nieparzystą. Zatem w wyniku 15 skoków suma obydwu wsp ółrzędnych wszystkich
sko czków p owinna zmienić parzystość, więc w szczególności musi zmienić wartość.
Uzyskana sprzeczność dowo dzi, że sytuacja opisana w treści zadania nie może mieć
miejsca.
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Zadanie 11.

Wyznacz wszystkie tró jki liczb całkowitych (a; b; c) takich, że

a2 + b2 = c2 oraz (a+ 1)2 + (b+ 1)2 = (c+ 1)2:

Rozwiązanie: Rozwija jąc kwadraty w drugim równaniu, otrzymujemy

a2 + 2a+ 1 + b2 + 2b+ 1 = c2 + 2c+ 1:

Odejmując pierwsze równanie o d drugiego równania w p ostaci wyżej, otrzymujemy

2a+ 2b+ 1 = 2c:

Łatwo zauważyć, że lewa strona uzyskanej równości jest parzysta, prawa zaś —
nieparzysta. W takim razie szukana tró jka liczb całkowitych nie istnieje.

Zadanie 12.

Punkty M i N są śro dkami o dp owiednio b oków AB i BC równoległob oku ABCD.
Odcinki DM i DN przecina ją o dcinek AC o dp owiednio w punktach X i Y . Wykaż,
że AX = XY = Y C.

Rozwiązanie: Skoro o dcinki AM i CD są równoległe, to możemy skorzystać z twier-
dzenia Talesa, otrzymując

XC

XA
=

CD

AM
:

Wiadomo przy tym, że punkt M jest śro dkiem o dcinka AB, który ma tą samą
długość co o dcinek CD. Zatem p owyższe ułamki wyraża jące prop orcje o dcinków
ma ją wartość 2, więc

AC = AX +XC = 3AX:

Po dobnie możemy otrzymać równość AC = 3Y C. W rezultacie

XY = AC � AX � Y C =
AC

3
= AX = Y C:

A B

CD

M

N

X

Y
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Zadanie 13.

Niech a 6= b b ędą do datnimi liczbami całkowitymi. Wykaż, że istnieje nieskończenie
wiele do datnich całkowitych n, dla których NWD(a+ n; b+ n) = 1.

Rozwiązanie: Przyp omnijmy, że dla dowolnych do datnich liczb całkowitych x > y

zacho dzi równość
NWD(x; y) = NWD(x� y; y):

Załóżmy b ez straty ogólności, że a > b. Na mo cy wsp omnianej własności mamy

NWD(a+ n; b+ n) = NWD(a+ n; (a+ n)� (b+ n)) = NWD(a+ n; a� b):

Powyższa liczba równa jest 1 cho ćby wtedy, gdy a+ n da je resztę 1 przy dzieleniu
przez a� b. Stąd dla k > a liczba

n = k(a� b) + 1� a

sp ełnia warunek NWD(a+ n; b+ n) = 1. Mamy też

k(a� b) + 1� a > a � 1 + 1� a = 1;

więc jako liczba do datnia n sp ełnia warunek zadania. Liczb opisanej p ostaci jest
o czywiście nieskończenie wiele.

Zadanie 14.

W p ewnej klasie jest n osób i wiadomo, że każda osoba ma w tej klasie co na jmniej
2024 zna jomych. Udowo dnij, że można p o dzielić całą klasę na dwie drużyny tak,
aby każda osoba miała w drużynie przeciwnej co na jmniej 1012 zna jomych.

Rozwiązanie: Rozważmy p o dział klasy, dla którego liczba zna jomości p omiędzy
drużynami jest możliwie na jwiększa. Załóżmy nie wprost, że p ewne dziecko ma
w drużynie przeciwnej d < 1012 zna jomych. Wtedy w swo jej drużynie osoba ta
ma co na jmniej 2024 � d zna jomych, więc przenosząc ją do przeciwnej drużyny
zmienilibyśmy liczb ę zna jomych między drużynami o co na jmniej

(2024� d)� d = 2024� 2d > 0:

To przeczy sp osob owi, w jaki wybraliśmy rozważany p o dział, zarazem dowo dząc że
sp ełnia on warunki zadania.

18



Zadanie 15.

Wykaż, że dla dowolnej liczby całkowitej n > 6 można znaleźć (niekoniecznie różne)
do datnie liczby całkowite a1; a2; : : : ; an sp ełnia jące

1

a21
+

1

a22
+ : : :+

1

a2n
= 1:

Rozwiązanie: Zauważmy, że dla n = 6; 7; 8 warunek zadania sp ełnia ją o dp owiednio
cią gi

(2; 2; 2; 3; 3; 6); (2; 2; 2; 4; 4; 4; 4); (2; 2; 3; 3; 3; 3; 6; 6):

Przypuśćmy, że teza zadania nie jest sp ełniona. Weźmy taką na jmniejszą liczb ę
n > 9, dla której nie można znaleźć liczb a1; : : : ; an sp ełnia jących warunek zadania.
W szczególności dla liczby m = n�3 można znaleźć już liczby a1; : : : ; am sp ełnia jące
warunek

1 =
1

a21
+ : : :+

1

a2m
= 4 �

1

(2a1)2
+

1

a22
+ : : :+

1

a2m
:

Zatem zastępując a1 przez cztery kopie 2a1 otrzymujemy n = m+3 liczby, których
o dwrotności kwadratów ma ją sumę równą 1. Uzyskana sprzeczność kończy dowó d.

Zadanie 16.

Zna jdź wszystkie tró jki (a; b; c) liczb całkowitych sp ełnia jące układ równań8>><
>>:
a+ bc = 6

b+ ca = 6

c+ ab = 6

Rozwiązanie: Odejmując drugą równość o d pierwszej otrzymujemy

0 = a� b+ bc� ca = (c� 1)(b� a);

czyli c = 1 lub a = b. Analogicznie

(a� 1)(c� b) = (b� 1)(a� c) = 0:

Załóżmy na jpierw, że p ewna z liczb a; b; c jest równa 1 — b ez straty ogólności niech
b ędzie to a. Wtedy druga z p owyższych równości przybiera p ostać (b�1)(c�1) = 0,
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więc jedna z liczb b; c jest równa 1. Bez straty ogólności przyjmijmy, że b = 1. Mamy
wtedy

6 = c+ ab = 1 + c;

więc c = 5.

Jeśli natomiast liczby a; b; c są wszystkie różne o d 1, to mamy

a� b = b� c = c� a = 0;

czyli a = b = c. Wraca jąc do wyjściowego układu mamy zatem

a2 + a� 6; czyli (a� 2)(a+ 3) = 0;

stąd a = 2 lub a = �3.

Łącząc wszystkie przypadki widzimy, że tró jka (a; b; c) jest jednej z p ostaci

(1; 1; 5); (1; 5; 1); (5; 1; 1); (2; 2; 2); (�3;�3;�3):

Możemy sprawdzić, że wszystkie te tró jki sp ełnia ją zadany układ równań.

Zadanie 17.

Na płaszczyźnie dane jest sześć kół przecina jących się w p ewnym punkcie P . Wykaż,
że śro dek p ewnego z tych kół leży wewnątrz lub na brzegu innego z tych kół.

Rozwiązanie: Przypuśćmy, że teza zadania nie zacho dzi.

Gdyby dla śro dków A;B p ewnych dwó ch z sześciu danych kół zacho dził warunek
AB 6 AP , to punkt B byłby wewnątrz lub na brzegu koła o śro dku w A. Za-
tem AB > AP i analogicznie AB > BP . Nietrudno zauważyć, że w takim razie
punkty A;B; P nie mogą być wsp ółliniowe. Skoro zatem b ok AB tró jkąta ABP jest
na jdłuższy, to musi leżeć naprzeciwko na jwiększego kąta. Zatem <)APB > 60�:

Jednakże, jeśli O1; : : : ; O6 są śro dkami danych kół, to p ółproste PA;PB; : : : ; PO6

tworzą sześć kątów, których suma równa jest 360� (p ewien z nich może być wklęsły).
Jeden z tych kątów musi mieć miarę nie większą o d

360�

6
= 60�:

Uzyskana sprzeczność kończy dowó d.
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Zadanie 18.

Punkt M jest śro dkiem b oku AD równoległob oku ABCD. Niech punkt F b ędzie
sp o dkiem wysokości tró jkąta BCM p oprowadzonej z punktu B na prostą CM .
Wykaż, że tró jkąt AFB jest równoramienny.

Rozwiązanie: Oznaczmy przez X punkt symetryczny do punktu B względem punk-
tu A. Wtedy XA = AB = CD i o dcinki XA i CD są równoległe, więc czworokąt
XACD jest równoległob okiem. W szczególności jego przekątne przecina ją się w p o-
łowie, więc punkt M leży na prostej CX.

W rezultacie tró jkąt BFX jest prostokątny, a punkt A jest śro dkiem przeciwpro-
stokątnej, więc AX = AF = AB, co kończy dowó d.

A B

CD

M

X

F

Zadanie 19.

Dana jest do datnia liczba rzeczywista a. Dla jakich tró jek do datnich liczb całkowi-
tych (r; s; t) o sumie 2024 wartość

ar + as + at

jest możliwie na jwiększa?

Rozwiązanie: Dla a = 1 rozważana wartość jest równa 3 dla każdej tró jki (r; s; t).
Przyjmijmy więc, że a 6= 1. Wykażemy, że w tym przypadku rozważana suma jest
na jwiększa dla tró jek

(1; 1; 2022); (1; 2022; 1); (2022; 1; 1):

Niech tró jka liczb (r; s; t) sp ełnia warunek zadania. Załóżmy b ez straty ogólności,
że r 6 s 6 t. Załóżmy też nie wprost, że s > 1. Wtedy

(as�1 + at+1)� (as + at) = at(a� 1)� as�1(a� 1) = (a� 1)(at � as�1)
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Zauważmy, że liczby a � 1 i at � as�1 ma ją ten sam znak, dla dowolnej do datniej
liczby a. Istotnie, jeśli a > 1, to at > as�1. Jeśli zaś, a < 1, to at < as�1. Stąd

ar + as�1 + at+1 > ar + as + at

Ponieważ liczby r, s�1 i t+1 są do datnie, to uzyskujemy sprzeczność z określeniem
tró jki (r; s; t). Z tej sprzeczności wynika, że s = 1, więc również r = 1.

Zadanie 20.

Dany jest równoległob ok ABCD, którego śro dkiem (tzn. punktem przecięcia prze-
kątnych) jest punkt O. Niech P b ędzie wybranym punktem na płaszczyźnie. Oznacz-
my przez M;N śro dki o dcinków AP;BP i przyjmijmy że o dcinki MC i ND przeci-
na ją się w p ewnym punkcie Q. Wykaż, że punkty O;P i Q są wsp ółliniowe.

Rozwiązanie: Zauważmy, że MN jest linią śro dkową w tró jkącie ABP . Wynika
stąd, że proste MN oraz CD są równoległe oraz

MN =
1

2
CD:

Z twierdzenia Talesa zastosowanego do tró jkątów MQN i CQD mamy

MQ

QC
=
MN

CD
=

1

2
:

Stąd punkt Q leży na śro dkowej CM w tró jkącie PAC i dzieli ją w stosunku 2 : 1.
Zatem punkt Q jest śro dkiem ciężkości tró jkąta PAC.

Co więcej, punkt O — jako punkt przecięcia przekątnych w równoległob oku — jest
śro dkiem b oku AC. W takim razie punkt Q leży na śro dkowej PO, skąd b ezp ośrednio
wynika wsp ółliniowość punktów P , O i Q.

A B

CD

P

M N

O

Q
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Mecz matematyczny

Zadanie 21.

Rozstrzygnij czy kwadrat liczby całkowitej może być równy sumie kwadratów dwó ch
liczb pierwszych.

Rozwiązanie: Przypuśćmy nie wprost, że dla p ewnych liczb pierwszych p; q oraz
liczby całkowitej n mamy przedstawienie p2 + q2 = n2:

Bez straty ogólności możemy przyjąć, że n > 0. Gdyby liczby p i q były nieparzyste,
to z p owyższej równości dostalibyśmy, że liczba n2 da je resztę 2 z dzielenia przez 4,
co nie jest możliwe. W takim razie co na jmniej jedna z liczb p; q musi być równa 2.

Bez straty ogólności przyjmijmy, że p = 2, co prowadzi do warunku

q2 = n2 � 4 = (n� 2)(n+ 2):

Jasne jest, że n+2 > n�2, więc skoro q jest liczbą pierwszą, to n�2 = 1 i n+2 = q2.
Stąd n = 3 i w rezultacie q2 = 5, co nie jest możliwe. Uzyskana sprzeczność dowo dzi,
że nie istnieją liczby pierwsze sp ełnia jące warunki zadania.

Zadanie 22.

Ustalmy liczb ę całkowitą n > 1 i rozważmy liczb ę, której zapis dziesiętny składa się
ze złączonych kolejno zapisów dziesiętnych wszystkich liczb całkowitych o d 1 do n.
Czy możliwe jest, że ta rozważana liczba jest palindromem?

Rozwiązanie: Przypuśćmy nie wprost, że taka liczba n istnieje. Jasne jest, że cyfrą
jedności n jest 1, więc n > 10. Zatem cyfrą dziesiątek n jest 2. Nietrudno sprawdzić
że 21 nie sp ełnia warunku z zadania, więc n > 101. Niech więc k > 2 b ędzie na j-
większą liczbą całkowitą, dla której 10k < n. Wtedy w zapisie rozważanej w zadaniu
liczby p o jawi się cią g kolejnych cyfr

91 00 : : : 0| {z }
k cyfr

10;

złożony z ostatniej cyfry liczby 10k � 1, cyfr liczby 10k i pierwszych dwó ch cyfr
liczby 10k + 1. Gdyby rozważana liczba była palindromem, to musiałby p o jawić się
w niej również ”o dwró cony” p owyższy cią g, czyli

01 00 : : : 0| {z }
k cyfr

19:
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Żadna z liczb o d 1 do n nie zaczyna się o d cyfry 0, więc w p owyższym cią gu cyfry
1 00 : : : 0| {z }

k cyfr

muszą należeć do tej samej liczby, p owiedzmy i. Ale

i < n 6 10k+1;

więc i ma co na jwyżej k cyfr, zatem musi być równe właśnie 10k. Jednak wtedy
p o cyfrach i p owinny p o jawić się w zapisie szukanej liczby cyfry 10, nie zaś 19.
Sprzeczność ta dowo dzi, że liczba n sp ełnia jąca warunki zadania nie istnieje.

Zadanie 23.

Liczby naturalne o d 1 do 2k p o dzielono na dwa rozłączne p o dzbiory k-elementowe
tak, że dowolne dwie liczby z tego samego p o dzbioru ma ją nie więcej niż dwa różne
wsp ólne dzielniki pierwsze. Jaka jest na jwiększa możliwa liczba k, dla której taka
sytuacja jest możliwa?

Rozwiązanie: Zacznijmy o d wykazania, że warunki zadania nie mogą być sp ełnione
dla k > 45. Liczby 30; 60; 90 ma ją b owiem wsp ólne trzy różne dzielniki pierwsze,
więc musielibyśmy wszystkie umieścić w innych grupach, co nie jest możliwe.

Załóżmy, więc że k = 44. Wykażemy, że grupy

1; 2; : : : 44; oraz 45; 46; : : : ; 88

sp ełnia ją warunki zadania. Niech x i y b ędą różnymi z dostępnych nam liczb, które
ma ją wsp ólne co na jmniej 3 różne dzielniki pierwsze. Oznaczmy je przez p; q; r.
Wtedy

pqr > 2 � 3 � 5 = 30; czyli 3pqr > 90 > 88:

Oznacza to, że wśró d x i y jedna jest dwukrotnością drugiej. Niech y = 2x. Wtedy

x =
1

2
y >

1

2
� 88 = 44;

więc x jest w pierwszej grupie. Natomiast

y > 2pqr > 22 � 3 � 5 = 60;

czyli y jest w drugiej grupie.

Zatem dowolne dwie liczby o trzech wsp ólnych dzielnikach pierwszych zna jdą się
w różnych grupach, co dowo dzi p oprawności naszej konstrukcji. Na jwiększą możliwą
liczbą k sp ełnia ją warunki zadania jest zatem 44.
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Zadanie 24.

Klockiem nazywamy figurę p owstałą p o usunięciu jednego p ola z kwadratu 2 � 2.
Układamy p ewną niezerową liczb ę klo cków w prostokącie o wymiarach 5 � 7 tak,
by każdy za jmował p ewne trzy p ola prostokąta. Klo cki mogą nacho dzić na siebie
nawza jem. Czy możemy w ten sp osób sprawić, aby na każdym z p ól prostokąta
leżała taka sama liczba klo cków?

Rozwiązanie:

Kolorujemy niektóre p ola szachownicy kolorem czerwonym w sp osób zaprezentowa-
ny p oniżej.

Kładąc klo cki na tablicy kolorujmy ich p ola na kolory p ól, na które je kładziemy.
Każdy klo cek b ędzie miał co na jwyżej jedno czerwone p ole, więc sp ośró d wszystkich
p ól wszystkich p ołożonych klo cków co na jwyżej jedna trzecia jest czerwona.

Z drugiej strony, gdyby każde p ole było przykryte taką samą liczbą klo cków, to
stosunek liczby czerwonych p ól klo cków do liczby wszystkich p ól klo cków byłby
taki sam, jak stosunek liczby czerwonych p ól tablicy do liczby wszystkich p ól tablicy.
Stosunek ten równy jest natomiast

12

35
>

12

36
=

1

3
:

Zatem nie możemy sprawić, by na każdym p olu tablicy było tyle samo klo cków.

Zadanie 25.

Operacją na wielokącie na płaszczyźnie nazwiemy wybranie dowolnej prostej prze-
cina jącej jego obwó d w dokładnie dwó ch punktach A i B, a następnie o dbicie wzglę-
dem symetralnej o dcinka AB jednej z dwó ch części, na które wielokąt został prze-
cięty. Udowo dnij, że żadnym skończonym cią giem op eracji nie można przekształcić
kwadratu w tró jkąt.
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Rozwiązanie: Zauważmy na jpierw, że obwó d i p ole wielokąta p ozosta ją niezmie-
nione p o wykonaniu opisanej operacji. Rozważmy kwadrat o b oku długości x.

Przypuśćmy nie wprost, że można ten kwadrat przekształcić w tró jkąt za p omo cą
skończenie wielu op eracji. W takim razie p ole tego tró jkąta musiałoby być równe
x2, a jego obwó d wynosiłby 4x. Udowo dnimy, że taki tró jkąt nie istnieje.

Załóżmy nie wprost, że taki tró jkąt istnieje i oznaczmy przez a; b; c długości jego
b oków, a przez h — długość wysokości opuszczonej na b ok o długości a. Ze wzoru
na p ole tró jkąta mamy

x2 =
ha

2
:

Jasne jest że b > h i c > h, przy czym co na jmniej jedna tych nierówności jest ostra.
Mamy zatem

4x = a+ b+ c > 2h+ a = 2h+ 2 �
x2

h
> 4x;

gdzie ostatnia nierówność jest równoważna nierówności (h�x)2 > 0 (lub nierówności
między średnią arytmetyczną i geometryczną). Uzyskaliśmy sprzeczność.

Zadanie 26.

Dla każdej liczby całkowitej o d 100 do 1000 obliczono ilo czyn jej cyfr. Następnie
do dano wszystkie uzyskane wyniki. Wykaż, że uzyskana suma jest sześcianem liczby
całkowitej.

Rozwiązanie: Ilo czyn cyfr liczby 1000 równy jest 0, więc możemy się ograniczyć
do rozważania sum ilo czynów liczb o d 100 do 999. Możemy ją zapisać w p ostaci

(1 + 2 + : : :+ 9)(0 + 1 + : : :+ 9)(0 + 1 + : : :+ 9) = 453;

gdzie każdy z nawiasów o dp owiada wyb orowi o dp owiednio cyfry setek, dziesiątek
i jedności składników sumy.

Zadanie 27.

Liczby rzeczywiste a; b; c są nieujemne i każda z nich jest mniejsza lub równa 2.
Wykaż, że zacho dzi nierówność

(a� b)(b� c)(a� c) 6 2:

Rozwiązanie: Wystarczy wykazać, że

j(a� b)(b� c)(a� c)j 6 2:
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Wyrażenie p o lewej stronie tej nierówności jest symetryczne w zmiennych a; b; c,
więc możemy b ez straty ogólności założyć że a > b > c.

Następnie zauważmy, że przy założeniu 2 > a > b > c > 0 mamy

(a� b)(b� c)(a� c) 6 (2� b)(b� 0)(2� 0) = 2b(2� b):

Pozosta je wykazać, że b(2� b) 6 1. Po sprowadzeniu wszystkich wyrazów na jedną
stronę nierówność ta równoważna jest z następującą, w sp osób o czywisty prawdziwą:

0 6 1� b(2� b) = 1� 2b+ b2 = (b� 1)2:

Zadanie 28.

Zna jdź wszystkie pary liczb całkowitych (a; b) dla których

2a4 + 1 = b2:

Rozwiązanie: Załóżmy b ez straty ogólności, że b > 0. Przepiszmy równianie jako

2a4 = (b� 1)(b+ 1):

Jasne jest, że liczba b musi być nieparzysta, więc zapisując b = 2c+ 1 dosta jemy

2a4 = 4c(c+ 1);

Zatem liczba a musi być parzysta. Niech a = 2a0. Wtedy

8a40 = c(c+ 1):

Skoro liczby c i c+ 1 są względnie pierwsze, to x4 = c oraz 8y4 = c+ 1 lub 8x4 = c

oraz y4 = c+ 1, dla p ewnych liczb całkowitych x; y.

W pierwszym przypadku mamy x4 + 1 = 8y4: Lewa strona p owyższego równania
da je przy dzieleniu przez 5 resztę 1 lub 2, a prawa strona tego równania da je przy
dzieleniu przez 5 resztę 0 lub 3, co jest niemożliwe.

Natomiast w drugim przypadku uzyskujemy 8x4 + 1 = y4, co możemy zapisać jako

8x4 = (y � 1)(y + 1)(y2 + 1):

Wnioskujemy stąd, że liczba y jest nieparzysta. Niech więc y = 2z + 1. Wtedy

x4 = z(z + 1)(2z2 + 2z + 1):
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Każde dwa z czynników ilo czynu p o prawej stronie są względnie pierwsze. Oznacza
to, że liczby z i z + 1 są kolejnymi kwadratami, więc z = 0. Stąd b = 1.

Uwzględnia jąc, że przyjęliśmy wcześniej założenie b > 0, otrzymujemy ostatecznie
dwa rozwiązania: (0; 1) oraz (0;�1).

Zadanie 29.

Na płaszczyźnie narysowano cztery punkty w taki sp osób, że p o zmazaniu dowol-
nego z nich figura złożona z p ozostałych trzech punktów jest osiowosymetryczna.
Czy wynika stąd, że figura złożona ze wszystkich czterech punktów ma oś symetrii?

Rozwiązanie: Uzasadnimy, że o dp owiedź na pytanie p ostawione w zadaniu jest ne-
gatywna, wskazując o dp owiedni kontrprzykład.

Niech ABC b ędzie tró jkątem sp ełnia jącym AB = BC i <)ABC = 36�. Wtedy

<)ACB = <)CAB =
180� � 36�

2
= 72�:

Wybieramy punkt D na o dcinku AB tak, by

<)ACD = <)DCB = 36�:

Wtedy jasne jest, że tró jkąt BCD jest równoramienny. Wiemy też, że

<)ADC = 180� � <)CAD � <)ACD = 72� = <)CAD;

więc tró jkąt ACD również jest równoramienny. Zatem każde trzy z czwórki punktów
A;B;C;D tworzą wierzchołki tró jkąta równoramiennego alb o leżą na jednej prostej,
więc tworzą figurę osiowosymetryczną.

Nietrudno się natomiast przekonać, że figura złożona z punktów A;B;C;D nie ma
osi symetrii. Oś taka musiałaby być symetralną o dcinka o końcach w p ewnych dwó ch
z tych punktów, a żadna taka symetralna nie jest osią symetrii figury.

A B

C

D
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Zadanie 30.

Punkt D leżący wewnątrz tró jkąta ABC sp ełnia warunek AD = DB. Proste CD

i AB przecina ją się w punkcie E sp ełnia jącym

CD

CE
=
EB

AE
:

Wykaż, że tró jkąt AEC jest równoramienny.

Rozwiązanie: Sp osób I. Niech punkt F p owsta je przez o dbicie punktu E względem
śro dka prostej AB. Z warunków zadania mamy

AF

AE
=
CD

CE
:

Zatem, z twierdzenia o dwrotnego do twierdzenia Talesa, o dcinek FD jest równoległy
do AC. Skoro punkt D leży na symetralnej prostej AB, uzyskujemy równość kątów

<)DFE = <)DEF:

Łącząc p owyższe obserwacje otrzymujemy <)CAE = <)DFE = <)DEF = <)CEA;

skąd b ezp ośrednio wynika teza.

Sp osób I I

Niech G b ędzie punktem leżącym na b oku AC, takim że o dcinek DG jest równoległy
do prostej AB. Z twierdzenia Talesa oraz z warunków zadania mamy

GD

AE
=
CD

CE
=
EB

AE
:

Uzyskujemy stąd GD = EB. Do datkowo, skoro <)GDE = <)BED, to tró jkąty
GDE oraz BED są przysta jące (cecha b ok–kąt–b ok). Stąd DB = GE = AD, zgo d-
nie z warunkami zadania. Trap ez AEDG ma zatem równe przekątne, czyli jest rów-
noramienny. Kąty przy p o dstawie AE są więc równe, co kończy dowó d.

A BE

C

D

F

G
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Zadanie 31.

Punkt M jest śro dkiem b oku BC w tró jkącie ABC. Oznaczmy przez I i J śro dki
okręgów wpisanych w tró jkąty AMB i AMC. Okręgi opisane na tró jkątach ABI

i ACJ przecina ją się w punktach A i X. Wykaż, że punkt X leży na prostej AM .

Rozwiązanie: Niech Y b ędzie takim punktem na śro dkowej AM , że

MY =MB =MC:

Rozważmy tró jkąty BMI i YMI. Ma ją one wsp ólny b ok MI oraz sp ełnia ją

<)BMI = <)YMI oraz BM =MY:

Tró jkąty BMI i YMI są zatem przysta jące. Wynika stąd równość kątów

<)MY I = <)MBI = <)ABI:

Z p owyższych równości wnioskujemy, że punkty A;B; I; Y leżą na jednym okręgu.

Analogicznie wykazujemy, że punkty A;C;M; Y leżą na jednym okręgu. Wynika
stąd, że X = Y , co kończy dowó d.

B C

A

M

I J

X
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Zadanie 32.

W tró jkącie ostrokątnym ABC b oki AC i BC są równej długości. Punkt D leżący
wewnątrz tró jkąta ABC sp ełnia <)CAD = <)CBD = 30�. Wykaż, że dwusieczne
kątów ABC i ADC przecina ją się na o dcinku AC.

Rozwiązanie: Na p o czątku zauważmy, że tró jkąt ADB jest także równoramienny.
Istotnie,

<)BAD = <)BAC � 30� = <)ABC � 30� = <)ABD:

Niech D0 b ędzie o dbiciem punktu D względem prostej CB. Oczywiście tró jkąty
ADC i BD0C są przysta jące. Stąd CD = CD

0

oraz <)ACB = <)DCD0. Wynika
stąd, że tró jkąty ACB i DCD0 są p o dobne, a zatem

CD

DD0
=
CB

AB
: (*)

Mamy <)DBD0 = 2<)DBC = 60� oraz DB = D0D, a zatem tró jkąt DBD0 jest
równob o czny. Łącząc równość DD0 = DB = DA z (*), otrzymujemy równość

CD

DA
=
CB

BA
:

A B

C

D

D0

Niech K i L to sp o dki dwusiecznych o dp owiednio kątów CDA i CBA na b ok AC.
Korzysta jąc dwukrotnie z twierdzenia o dwusiecznej oraz p owyższej równości sto-
sunków, otrzymujemy

CK

KA
=
CB

BA
=
CD

DA
=
CL

LA
:

Wynika stąd, że K = L, co kończy dowó d.
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