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Wstęp

Ob óz Naukowy Olimpiady Matematycznej Juniorów (p oziom OMJ) przeprowadzono
w dniach 2-8 czerwca 2024 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym „Wieczernik”
w Świętej Katarzynie (wo j. świętokrzyskie). Do udziału w Ob ozie zakwalifikowano
uczniów z klas 5-7 szkół p o dstawowych z na jlepszymi wynikami w XIX OMJ.

Każdego dnia uczestnicy Ob ozu rozwiązywali zadania w formule konkursowej, pra-
cując zarówno indywidualnie, jak i w grupach. Pop ołudnia p oświęcone były na wy-
kłady tematyczne i za jęcia warsztatowe. W czwartek o dbył się spacer do Świętokrzy-
skiego Parku Naro dowego, a w piątek przeprowadzony został mecz matematyczny.

W niniejszym opracowaniu zebrane są zadania konkursowe wraz z rozwiązaniami.
Zachęcamy do wykorzystania tych materiałów w przygotowaniach do startów w ko-
lejnych edycjach Olimpiady Matematycznej Juniorów — zwłaszcza w ramach trenin-
gu przed zawo dami finałowymi, a także w przygotowaniach do rozp o częcia przygo dy
z Olimpiadą Matematyczną dla szkół p onadp o dstawowych — p o dejmowanych jesz-
cze w trakcie lub b ezp ośrednio p o zakończeniu nauki w szkole p o dstawowej.

Poziom trudności niektórych problemów zawartych w niniejszym opracowaniu prze-
wyższa p oziom zawo dów finałowych OMJ. Tematyka p o dejmowana na Ob ozie o dnosi
się przy tym do programu merytorycznego Olimpiady, czerpiąc inspiracje z między-
naro dowych zawo dów matematycznych rozgrywanych na p oziomie juniorskim.

Miłej lektury!

Kadra Obozu

Uczestnicy Ob ozu Naukowego OMJ (p oziom OMJ)

Antoni Czapkowski, Zuzanna Czubińska, Wiktor Gatner, Antoni Glinka, Nina Teresa
Głowacka, Marcin Jerzy Jaźwiński, Anna Teresa Jeżo, Karol Kaczmarek, Wo jciech
Klich, Aleksandra Ławniczak, Tomasz Miłkowski, Patryk Niewczas, Filip Tomasz
Osiński, Dominik Puzio, Adam Jakub Rowiński, Piotr Słabicki, Michał Szczurek,
Michał Paweł Waleron, Weronika Wilczek, Krzysztof Tomasz Witkowski.

Kadra: Paweł Dziuba (kierownik), Bartosz Głowacki, Kosma Kasprzak, Arkadiusz
Męcel, Witold Sikora.
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Rozkład o cen za rozwiązania zadań indywidualnych

6 p. 5 p. 2 p. 0 p.
1. 10 3 1 6

2. 13 2 1 4

3. 1 2 4 13

4. 0 0 0 20

5. 0 0 5 15

6. 18 0 0 2

7. 4 1 5 10

8. 0 0 0 20

9. 2 2 2 14

10. 6 0 2 12

11. 19 0 1 0

12. 12 1 0 7

13. 9 2 2 7

14. 2 0 4 14

15. 3 1 0 16

16. 5 5 1 9

17. 5 1 1 13

18. 3 0 3 14

19. 1 5 2 12

20. 2 0 1 17
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Treści zadań

Zadanie 1.

Zna jdź wszystkie liczby sześcio cyfrowe p ostaci aaabbb, które są kwadratami liczby
całkowitej.

Zadanie 2.

Niech n > 3 b ędzie liczbą całkowitą. Wykaż, że w zbiorze dowolnych n parami
różnych liczb rzeczywistych można wskazać takie trzy liczby, że ich suma jest liczbą
do datnią lub takie dwie liczby, że ich suma jest liczbą ujemną.

Zadanie 3.

Wierzchołki n-kąta foremnego p onumerowano w p ewnej kolejności liczbami o d 1

do n. Wiadomo przy tym, że istnieje do datnia liczba całkowita m taka, że p omię-
dzy każdymi dwoma wierzchołkami o kolejnych numerach jest dokładnie m innych
wierzchołków. Zna jdź wartość n wiedząc, że p ewne trzy kolejne wierzchołki wielo-
kąta p onumerowano kolejno liczbami 11; 4; 17.

Zadanie 4.

Dwusieczne tró jkąta ABC przecina ją się w punkcie I. Proste AC i BC o dbito o dp o-
wiednio względem dwusiecznych BI i AI, a uzyskane w ten sp osób proste przecięły
się w punkcie X. Wykaż, że proste AB oraz XI są prostopadłe.

Zadanie 5.

Jacek napisał na tablicy wszystkie do datnie dzielniki p ewnej do datniej liczby cał-
kowitej n, p o czym obliczył ich ilo czyn. Placek zrobił to samo z p ewną inną liczbą
całkowitą do datnią m. Wykaż, że uzyskali różne wyniki.

Zadanie 6.

Prostokąty ABCD i BEFG, oba o p olu 10, ułożone są w taki sp osób, że punkt C
leży na o dcinku GB. Zna jdź p ole czworokąta AFGD.

Zadanie 7.

W galerii wisi sto obrazów — każdy namalowany przy użyciu dokładnie k kolorów,
przy czym żaden kolor nie jest ob ecny na wszystkich stu obrazach. Okazuje się że
niezależnie jak wybierzemy trzy obrazy, p ewien kolor widnieje na wszystkich trzech.
Jaka jest na jmniejsza do datnia liczba całkowita k, dla której taka sytuacja jest
możliwa?
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Zadanie 8.

W tró jkącie ABC punkt P leży na b oku AB w taki sp osób, że okręgi wpisane
w tró jkąty APC i PBC ma ją równe promienie. Niech dwusieczne kątów ACP i PCB
przecina ją AB o dp owiednio w punktach X i Y . Wykaż, że XP = PY .

Zadanie 9.

Wykaż, że istnieje dziesięć parami różnych do datnich liczb całkowitych takich, że
dla dowolnych dwó ch z nich, p owiedzmy n i m, zacho dzi n - m oraz njm2; to znaczy:
jedna z liczb nie jest dzielnikiem drugiej, ale jest dzielnikiem jej kwadratu.

Zadanie 10.

Na szachownicy o wymiarach 15�15 stoi 15 sko czków (koni) szachowych, p o jednym
w każdym rzędzie i w każdej kolumnie. W p ewnym momencie każdy sko czek wyko-
nuje jeden ruch. Czy jest możliwe, że w rezultacie nadal w każdym rzędzie i w każdej
kolumnie stoi dokładnie jeden sko czek?

Zadanie 11.

Wyznacz wszystkie tró jki liczb całkowitych (a; b; c) takich, że

a2 + b2 = c2 oraz (a+ 1)2 + (b+ 1)2 = (c+ 1)2:

Zadanie 12.

Punkty M i N są śro dkami o dp owiednio b oków AB i BC równoległob oku ABCD.
Odcinki DM i DN przecina ją o dcinek AC o dp owiednio w punktach X i Y . Wykaż,
że AX = XY = Y C.

Zadanie 13.

Niech a 6= b b ędą do datnimi liczbami całkowitymi. Wykaż, że istnieje nieskończenie
wiele do datnich całkowitych n, dla których NWD(a+ n; b+ n) = 1.

Zadanie 14.

W p ewnej klasie jest n osób i wiadomo, że każda osoba ma w tej klasie co na jmniej
2024 zna jomych. Udowo dnij, że można p o dzielić całą klasę na dwie drużyny tak,
aby każda osoba miała w drużynie przeciwnej co na jmniej 1012 zna jomych.
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Zadanie 15.

Wykaż, że dla dowolnej liczby całkowitej n > 6 można znaleźć (niekoniecznie różne)
do datnie liczby całkowite a1; a2; : : : ; an sp ełnia jące

1

a2
1

+
1

a2
2

+ : : :+
1

a2
n

= 1:

Zadanie 16.

Zna jdź wszystkie tró jki (a; b; c) liczb całkowitych sp ełnia jące układ równań
8>><
>>:

a+ bc = 6

b+ ca = 6

c+ ab = 6

Zadanie 17.

Na płaszczyźnie narysowano 6 kół przecina jących się w p ewnym punkcie P . Wykaż,
że śro dek p ewnego z tych kół leży wewnątrz lub na brzegu innego z tych kół.

Zadanie 18.

Punkt M jest śro dkiem b oku AD równoległob oku ABCD. Niech punkt F b ędzie
sp o dkiem wysokości tró jkąta BCM p oprowadzonej z punktu B na prostą CM .
Wykaż, że tró jkąt AFB jest równoramienny.

Zadanie 19.

Dana jest do datnia liczba rzeczywista a. Dla jakich tró jek do datnich liczb całkowi-
tych (r; s; t) o sumie 2024 wartość

ar + as + at

jest możliwie na jwiększa?

Zadanie 20.

Dany jest równoległob ok ABCD, którego śro dkiem (tzn. punktem przecięcia prze-
kątnych) jest punkt O. Niech P b ędzie wybranym punktem na płaszczyźnie. Oznacz-
my przez M;N śro dki o dcinków AP;BP i przyjmijmy że o dcinki MC i ND przeci-
na ją się w p ewnym punkcie Q. Wykaż, że punkty O;P i Q są wsp ółliniowe.
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Mecz matematyczny

Zadanie 21.

Rozstrzygnij, czy kwadrat liczby całkowitej może być równy sumie kwadratów dwó ch
liczb pierwszych?

Zadanie 22.

Ustalmy liczb ę całkowitą n > 1 i rozważmy liczb ę, której zapis dziesiętny składa się
ze złączonych kolejno zapisów dziesiętnych wszystkich liczb całkowitych o d 1 do n.
Czy możliwe jest, że ta rozważana liczba jest palindromem?

Zadanie 23.

Liczby naturalne o d 1 do 2k p o dzielono na dwa rozłączne p o dzbiory k-elementowe
tak, że dowolne dwie liczby z tego samego p o dzbioru ma ją nie więcej niż dwa różne
wsp ólne dzielniki pierwsze. Jaka jest na jwiększa możliwa liczba k, dla której taka
sytuacja jest możliwa?

Zadanie 24.

Klockiem nazywamy figurę p owstałą p o usunięciu jednego p ola z kwadratu 2 � 2.
Układamy p ewną niezerową liczb ę klo cków w prostokącie o wymiarach 5 � 7 tak,
by każdy za jmował p ewne trzy p ola prostokąta. Klo cki mogą nacho dzić na siebie
nawza jem. Czy możemy w ten sp osób sprawić, aby na każdym z p ól prostokąta
leżała taka sama liczba klo cków?

Zadanie 25.

Operacją na wielokącie na płaszczyźnie nazwiemy wybranie dowolnej prostej prze-
cina jącej jego obwó d w dokładnie dwó ch punktach A i B, a następnie o dbicie wzglę-
dem symetralnej o dcinka AB jednej z dwó ch części, na które wielokąt został przecię-
ty. Udowo dnij, że żadnym cią giem op eracji nie można zamienić kwadratu w tró jkąt.

Zadanie 26.

Dla każdej liczby całkowitej o d 100 do 1000 obliczono ilo czyn jej cyfr. Następnie do-
dano uzyskane wyniki. Wykaż, że uzyskana suma jest sześcianem liczby całkowitej.

Zadanie 27.

Liczby rzeczywiste a; b; c są nieujemne i każda z nich jest mniejsza lub równa 2.
Wykaż, że zacho dzi nierówność

(a� b)(b� c)(a� c) 6 2:
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Zadanie 28.

Zna jdź wszystkie pary liczb całkowitych (a; b) dla których

2a4 + 1 = b2:

Zadanie 29.

Na płaszczyźnie narysowano cztery punkty w taki sp osób, że p o zmazaniu dowol-
nego z nich figura złożona z p ozostałych trzech punktów jest osiowosymetryczna.
Czy wynika stąd, że figura złożona ze wszystkich czterech punktów ma oś symetrii?

Zadanie 30.

Punkt D leżący w tró jkącie ABC sp ełnia AD = DB. Proste CD i AB przecina ją
się w punkcie E sp ełnia jącym

CD

CE
=
EB

AE
:

Wykaż, że tró jkąt AEC jest równoramienny.

Zadanie 31.

Punkt M jest śro dkiem b oku BC w tró jkącie ABC. Oznaczmy przez I i J śro dki
okręgów wpisanych w tró jkąty AMB i AMC. Okręgi opisane na tró jkątach ABI

i ACJ przecina ją się w punktach A i X. Wykaż, że punkt X leży na prostej AM .

Zadanie 32.

W tró jkącie ostrokątnym ABC b oki AC i BC są równej długości. Punkt D leżący
wewnątrz tró jkąta ABC sp ełnia

<)CAD = <)CBD = 30�:

Wykaż, że dwusieczne kątów ABC i ADC przecina ją się na o dcinku AC.
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