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Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej Junioréw (poziom OMJ) przeprowadzono
w dniach 2-8 czerwca 2024 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym , Wieczernik”
w Swietej Katarzynie (woj. $wigtokrzyskie). Do udzialu w Obozie zakwalifikowano
uczniéw z klas 5-7 szkét podstawowych z najlepszymi wynikami w XIX OMJ.

Kazdego dnia uczestnicy Obozu rozwigzywali zadania w formule konkursowej, pra-
cujac zarowno indywidualnie, jak i w grupach. Popoludnia po§wiecone byly na wy-
ktady tematyczne i zajecia warsztatowe. W czwartek odbyt sie spacer do Swietokrzy-
skiego Parku Narodowego, a w pigtek przeprowadzony zostal mecz matematyczny.

W niniejszym opracowaniu zebrane sg zadania konkursowe wraz z rozwigzaniami.
Zachecamy do wykorzystania tych materialéw w przygotowaniach do startéw w ko-
lejnych edycjach Olimpiady Matematycznej Junioréw — zwlaszcza w ramach trenin-
gu przed zawodami finalowymi, a takze w przygotowaniach do rozpoczecia przygody
z Olimpiadg Matematyczna dla szkét ponadpodstawowych — podejmowanych jesz-
cze w trakcie lub bezposrednio po zakonczeniu nauki w szkole podstawowe;j.

Poziom trudnosci niektérych probleméw zawartych w niniejszym opracowaniu prze-
wyzsza poziom zawoddéw finalowych OMJ. Tematyka podejmowana na Obozie odnosi
sie przy tym do programu merytorycznego Olimpiady, czerpigc inspiracje z miedzy-
narodowych zawodéw matematycznych rozgrywanych na poziomie juniorskim.

Mitej lektury!
Kadra Obozu

Antoni Czapkowski, Zuzanna Czubinska, Wiktor Gatner, Antoni Glinka, Nina Teresa
Glowacka, Marcin Jerzy Jazwinski, Anna Teresa Jezo, Karol Kaczmarek, Wojciech
Klich, Aleksandra Lawniczak, Tomasz Mitkowski, Patryk Niewczas, Filip Tomasz
Osinski, Dominik Puzio, Adam Jakub Rowinski, Piotr Stabicki, Michal Szczurek,
Michat Pawel Waleron, Weronika Wilczek, Krzysztof Tomasz Witkowski.

Kadra: Pawet Dziuba (kierownik), Bartosz Glowacki, Kosma Kasprzak, Arkadiusz
Mecel, Witold Sikora.
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Znajdz wszystkie liczby szeSciocyfrowe postaci aaabbb, ktore sg kwadratami liczby
catkowite;j.

Niech n > 3 bedzie liczba catkowita. Wykaz, ze w zbiorze dowolnych n parami
réznych liczb rzeczywistych mozna wskazac takie trzy liczby, ze ich suma jest liczba
dodatnig lub takie dwie liczby, ze ich suma jest liczbg ujemna.

Wierzcholki n-kata foremnego ponumerowano w pewnej kolejnosci liczbami od 1
do n. Wiadomo przy tym, ze istnieje dodatnia liczba catkowita m taka, ze pomie-
dzy kazdymi dwoma wierzchotkami o kolejnych numerach jest doktadnie m innych
wierzchotkéw. Znajdz warto§¢ n wiedzac, ze pewne trzy kolejne wierzcholki wielo-
kata ponumerowano kolejno liczbami 11,4, 17.

Dwusieczne tréjkata ABC przecinajg sie w punkcie I. Proste AC i BC odbito odpo-
wiednio wzgledem dwusiecznych Bl i Al, a uzyskane w ten sposéb proste przeciety
sie w punkcie X. Wykaz, ze proste AB oraz X I sa prostopadte.

Jacek napisal na tablicy wszystkie dodatnie dzielniki pewnej dodatniej liczby cat-
kowitej n, po czym obliczyt ich iloczyn. Placek zrobit to samo z pewna inng liczba
catkowitg dodatnig m. Wykaz, ze uzyskali rézne wyniki.

Prostokaty ABCD i BEFG, oba o polu 10, utozone sg w taki sposéb, ze punkt C
lezy na odcinku GB. Znajdz pole czworokata AFGD.

W galerii wisi sto obrazéw — kazdy namalowany przy uzyciu doktadnie k£ koloréw,
przy czym zaden kolor nie jest obecny na wszystkich stu obrazach. Okazuje sie ze
niezaleznie jak wybierzemy trzy obrazy, pewien kolor widnieje na wszystkich trzech.
Jaka jest najmniejsza dodatnia liczba catkowita k, dla ktérej taka sytuacja jest
mozliwa?



W tréjkacie ABC punkt P lezy na boku AB w taki sposdb, ze okregi wpisane
w tréjkaty APC i PBC majg réwne promienie. Niech dwusieczne katéow ACP i PCB
przecinaja AB odpowiednio w punktach X i Y. Wykaz, ze XP = PY.

Wykaz, ze istnieje dziesie¢ parami réznych dodatnich liczb catkowitych takich, ze
dla dowolnych dwéch z nich, powiedzmy n i m, zachodzi n { m oraz n|m?, to znaczy:
jedna z liczb nie jest dzielnikiem drugiej, ale jest dzielnikiem jej kwadratu.

Na szachownicy o wymiarach 15 x 15 stoi 15 skoczkéw (koni) szachowych, po jednym
w kazdym rzedzie i w kazdej kolumnie. W pewnym momencie kazdy skoczek wyko-
nuje jeden ruch. Czy jest mozliwe, ze w rezultacie nadal w kazdym rzedzie i w kazdej
kolumnie stoi doktadnie jeden skoczek?

Wyznacz wszystkie tréjki liczb catkowitych (a, b, ¢) takich, ze

2

a®+b*=c* oraz (a+1)+(b+1)% =(c+1)>

Punkty M i N s3 érodkami odpowiednio bokéw AB i BC réwnolegltoboku ABCD.
Odcinki DM i DN przecinaja odcinek AC odpowiednio w punktach X i Y. Wykaz,
ze AX =XY=YC.

Niech a # b beda dodatnimi liczbami catkowitymi. Wykaz, ze istnieje nieskoniczenie
wiele dodatnich catkowitych n, dla ktérych NWD(a + n,b+ n) = 1.

W pewnej klasie jest n 0séb i wiadomo, ze kazda osoba ma w tej klasie co najmniej
2024 znajomych. Udowodnij, ze mozna podzieli¢ cala klase na dwie druzyny tak,
aby kazda osoba miata w druzynie przeciwnej co najmniej 1012 znajomych.



Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 6 mozna znalez¢ (niekoniecznie rézne)

dodatnie liczby catkowite a;,as, ..., a, spelniajace
1 1 1
72+72+...+72:1.
a; a3 an

Znajdz wszystkie tréjki (a, b, ¢) liczb catkowitych spelniajace uktad réwnan

a+bc=26
b+ca=26
ct+ab=26

Na plaszczyznie narysowano 6 két przecinajacych sie w pewnym punkcie P. Wykaz,
ze Srodek pewnego z tych kot lezy wewnatrz lub na brzegu innego z tych két.

Punkt M jest srodkiem boku AD réwnolegtoboku ABCD. Niech punkt F' bedzie
spodkiem wysokosci tréjkata BC'M poprowadzonej z punktu B na prosta CM.
Wykaz, ze trojkat AF' B jest rtéwnoramienny.

Dana jest dodatnia liczba rzeczywista a. Dla jakich tréjek dodatnich liczb catkowi-
tych (r,s,t) o sumie 2024 wartos¢

a” +a° +at

jest mozliwie najwieksza?

Dany jest réwnolegtobok ABC D, ktérego srodkiem (tzn. punktem przeciecia prze-
katnych) jest punkt O. Niech P bedzie wybranym punktem na plaszczyznie. Oznacz-
my przez M, N érodki odcinkéw AP, BP i przyjmijmy ze odcinki MC i ND przeci-
naja sie w pewnym punkcie (). Wykaz, ze punkty O, P i @ sq wspétliniowe.



Rozstrzygnij, czy kwadrat liczby catkowitej moze by¢ réwny sumie kwadratéw dwdch
liczb pierwszych?

Ustalmy liczbe catkowita n > 1 i rozwazmy liczbe, ktérej zapis dziesietny sklada sie
ze zlaczonych kolejno zapiséw dziesietnych wszystkich liczb catkowitych od 1 do n.
Czy mozliwe jest, ze ta rozwazana liczba jest palindromem?

Liczby naturalne od 1 do 2k podzielono na dwa roztaczne podzbiory k-elementowe
tak, ze dowolne dwie liczby z tego samego podzbioru maja nie wiecej niz dwa rézne
wspolne dzielniki pierwsze. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba k, dla ktérej taka
sytuacja jest mozliwa?

Klockiem nazywamy figure powstala po usunieciu jednego pola z kwadratu 2 x 2.
Ukladamy pewna niezerowg liczbe klockéw w prostokacie o wymiarach 5 x 7 tak,
by kazdy zajmowal pewne trzy pola prostokata. Klocki moga nachodzi¢ na siebie
nawzajem. Czy mozemy w ten sposéb sprawié, aby na kazdym z pdl prostokata
lezata taka sama liczba klockéw?

Operacjg na wielokacie na plaszczyznie nazwiemy wybranie dowolnej prostej prze-
cinajgcej jego obwdd w dokladnie dwéch punktach A i B, a nastepnie odbicie wzgle-
dem symetralnej odcinka AB jednej z dwdch czesci, na ktoére wielokat zostal przecie-
ty. Udowodnij, ze zadnym ciggiem operacji nie mozna zamieni¢ kwadratu w tréjkat.

Dla kazdej liczby catkowitej od 100 do 1000 obliczono iloczyn jej cyfr. Nastepnie do-
dano uzyskane wyniki. Wykaz, ze uzyskana suma jest szeScianem liczby catkowite;j.

Liczby rzeczywiste a,b,c sg nieujemne i kazda z nich jest mniejsza lub réwna 2.
Wykaz, ze zachodzi nieréwnosé

(a—b)(b—c)(a—c) <2



Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych (a,b) dla ktérych

2a* +1 =%,

Na plaszczyznie narysowano cztery punkty w taki sposéb, ze po zmazaniu dowol-
nego z nich figura zlozona z pozostatych trzech punktéw jest osiowosymetryczna.
Czy wynika stad, ze figura ztozona ze wszystkich czterech punktéw ma o$ symetrii?

Punkt D lezacy w tréojkacie ABC speilnia AD = DB. Proste CD i AB przecinajg

sie w punkcie F spelniajagcym
CD EB

CE =~ AE’
Wykaz, ze trojkat AEC jest réwnoramienny.

Punkt M jest srodkiem boku BC w tréjkacie ABC. Oznaczmy przez [ i J Srodki
okregéow wpisanych w trojkaty AMB i AMC. Okregi opisane na tréjkatach ABIT
i ACJ przecinaja si¢ w punktach A i X. Wykaz, ze punkt X lezy na prostej AM.

W tréjkacie ostrokatnym ABC boki AC i BC sa réwnej dlugosci. Punkt D lezacy
wewnatrz tréjkata ABC spelnia

JCAD = SCBD = 30°.

Wykaz, ze dwusieczne katéw ABC i ADC przecinajg sie na odcinku AC.



