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Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej Junioréw (poziom OMJ) przeprowadzono
w dniach 1-7 czerwca 2025 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym , Wieczernik”
w Swietej Katarzynie (woj. §wietokrzyskie). Do udziatu w Obozie zakwalifikowano
uczniéw z klas 5-7 szkél podstawowych z najlepszymi wynikami w XX OMJ.

Kazdego dnia uczestnicy Obozu rozwigzywali zadania w formule konkursowej, pra-
cujac zaréwno indywidualnie, jak i w grupach. Popoludnia poéwiecone byly na wy-
klady tematyczne i zajecia warsztatowe. W piatek przed potudniem przeprowadzony
zostal konkurs Néboj. W trakcie obozu chetni uczestnicy wzieli udziat w Konkursie
St@$ oraz w III Mistrzostwach Polski w Geometrii Elementarnej (kat. Junioréw).

W niniejszym opracowaniu zebrane sg zadania konkursowe wraz z rozwigzaniami.
Zachecamy do wykorzystania tych materialéw w przygotowaniach do startéw w ko-
lejnych edycjach Olimpiady Matematycznej Junioréw — zwtaszcza w ramach trenin-
gu przed zawodami finatowymi, a takze w przygotowaniach do rozpoczecia przygody
z Olimpiadg Matematyczna dla szkét ponadpodstawowych — podejmowanych jesz-
cze w trakcie lub bezposrednio po zakonczeniu nauki w szkole podstawowej.

Poziom trudnoéci niektérych probleméw zawartych w niniejszym opracowaniu prze-
wyzsza poziom zawodoéw finalowych OMJ. Tematyka podejmowana na Obozie odnosi
sie przy tym do programu merytorycznego Olimpiady, czerpigc inspiracje z miedzy-
narodowych zawodéw matematycznych rozgrywanych na poziomie juniorskim.

Mitej lektury!
Kadra Obozu

Mateusz Bak, Jacek Furmanczyk, Ignacy Gatlek, Franciszek Jastrzebski,
Benedykt Kaczmarek, Mateusz Kazmierczak, Adam Kapka, Michal Kolodziejczyk,
Leonard Krélczyk, Maksymilian Le$niak, Oleksandra Lysakova, Aleksandra Mazur,
Paulo Moreno Joao, Grzegorz Motylewski, Adam Mroczkowski, Szymon Rynkiewicz,
Krzysztof Rzonca, Mateusz Sobanski, Lukasz Sulowski, Michal Zabrocki

Kadra: Jadwiga Czyzewska, Pawel Dziuba (kierownik), Bartosz Glowacki, Kosma
Kasprzak, Piotr Kuc, Arkadiusz Mecel, Urszula Pastwa, Witold Sikora



Prace uczestnikéw Obozu oceniane byty w skali olimpijskiej 0, 2, 5, 6. Rozklad ocen
przyznanych za rozwigzania zadan przedstawiony jest w ponizszej tabeli.

’ \6p.‘5p.\2p.\0p.‘

13 1 4 2
12 3 1 4
12 4 3 1
13 0 0 7
1 5 4 10
10 0 0 10
3 0 4 13
10 1 2
2 3
2 0 2 16
3 6 7
1 5 10
11 1 3 5
5 0 0 15
2 2 0 16
16 1 0
14 1 1
9 0 1 10
1 0 1 18
1 1 3 15




Na tablicy napisano trzy liczby trzycyfrowe o sumie réwnej 1000. Wszystkie uzyte
cyfry byty rézne. Jakiej cyfry nie uzyto?

W réwnolegtoboku ABC D prosta przechodzaca przez punkt C przecina odcinki B.D
i AB odpowiednio w punktach F i F' tak, ze punkt F' jest §rodkiem odcinka AB.
Zalézmy, ze pole trojkata BEC jest réwne 1. Wyznacz pole czworokata AFED.

Czy mozna pokolorowa¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite na czerwono i niebiesko
w taki sposdb, by dla kazdej liczby n liczby n i 2n byly réznych koloréw?

Dane jest 2025 prostokatéw o wymiarach 1 x 1,1 x2,1x 3,...,1 x 2024, 1 x 2025.
Czy mozna wybraé pewne z nich (co najmniej dwa) i ulozy¢ z nich kwadrat?

Zalézmy, ze dla pewnych niezerowych liczb rzeczywistych z, y, 2 zachodza réwnosci
T+yYy yY+z TH+=z
z oz oy

Znajdz wszystkie mozliwe wartosci liczby

(z +y)(y +2)(z +z)
TYZz '

Punkt X lezy na okregu w o $srodku w punkcie O, a punkt P # O lezy wewnatrz tego
okregu. Prosta X P przecina okrag w po raz drugi w punkcie Y, a okrag opisany na
tréjkacie X PO przecina okrag w po raz drugi w punkcie Z. Wykaz, ze PY = PZ.

Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych z, y o niezerowej sumie spelniajacych

22 + 42 B
T+Yy N

10.



W kazde z dziewieciu pdl kwadratu 3 x 3 wpisana jest liczba 0. Ruch polega na
wybraniu dwdéch sasiadujacych pdl i albo dodaniu do obu liczb w wybranych polach
liczby 1, albo odjeciu od obu liczb w wybranych polach liczby 1. Czy po pewnej
liczbie ruchéw moze si¢ okazaé, ze w kazde z dziewieciu pdl wpisana jest liczba 27

Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych a, b wigkszych od 1 spelniajacych warunki

bla—1 oraz 2a+1|5b—3.

Méwimy, ze ciag liczb ay, as, .. ., a, zawiera arytmetyczng trojke, jesli dla pewnych
liczb k < I < m spelniony jest warunek ax + a,, = 2a;. Wykaz, ze liczby 1,2,...,n
mozna ustawi¢ w taki cigg, ktéry nie zawiera zadnych arytmetycznych tréjek.

Na n kartkach napisano liczby catkowite od 1 do n. Nastepnie jedng z kartek wy-
rzucono. Wyznacz wszystkie wartosci n, dla ktérych Srednia arytmetyczna liczb
555

zapisanych na pozostatych n — 1 kartkach mogta wynies¢ 57>

W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C' ma miare 60°. Przez D oznaczmy spodek
dwusiecznej kata BAC poprowadzonej z punktu A na bok BC, a przez E oznaczmy
spodek dwusiecznej kata ABC poprowadzonej z punktu B na bok AC. Wykaz, ze
punkt przeciecia prostych AD i BE lezy na symetralnej odcinka DE.

W pewnej klasie jest 24 ucznidéw. Kazdy podzbiér uczniow tej klasy ztozony z trzech
0s0b spotyka sie i daje prezent jednemu z pozostalych 21 uczniéw tej klasy. Wykaz,
ze pewien uczen z tej klasy dostal prezenty od co najmniej 10 réznych oséb.

Tréjkat ABC nazwiemy podzielnym, jesli mozna rozcig¢ go na pie¢ tréjkatéw po-
dobnych do ABC. Wykaz, ze istnieje trojkat podzielny, ktéry nie jest prostokatny.



Powiemy, ze para liczb calkowitych (a,b) jest kwadratowa, jesli liczba ab + 1 jest
kwadratem liczby catkowitej. Ja§ ma liczby 1,2,...,2n, dla pewnej dodatniej liczby
catkowitej n. Chce on podzieli¢ je na n kwadratowych par. Wykaz, ze moze to zrobié
dla dowolnej parzystej liczby n, a nie moze — dla dowolnej nieparzystej liczby n.

Na tablicy napisano 10 kolejnych dodatnich liczb catkowitych. Czy mozliwe jest, ze
w tym celu kazdej z cyfr 0,1, 2,...,9 uzyto tyle samo razy?

Dodatnie liczby catkowite a, b spelniajg réwnosé
NWD(a,b) + N\WW(a,b) =a+b.

Wykaz, ze jedna z liczb a, b dzieli drugg.

Przekatne AC i BD trapezu ABC D przecinaja si¢ w punkcie P. Okregi opisane na
tréjkatach APD i BPC przecinajg podstawe AB po raz drugi odpowiednio w punk-
tach X i Y. Niech M bedzie srodkiem odcinka XY. Wykaz, ze MC = M D.

Na okregu zaznaczono 1000 punktéw dzielacych go na 1000 tukéw — kazdy o diu-
gosci 1. Stas wybiera 501 tukéw okregu o koncach w zaznaczonych punktach — po
jednym tuku o kazdej z dlugosci 1,2,...,501. Wykaz, ze jeden z wybranych przez
Stasia lukéw zawiera si¢ w innym wybranym tuku.

Niech a, b beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, dla ktérych liczba /a + /b
jest wymierna. Wykaz, ze liczby ¥/a i /b réwniez sa wymierne.



Na tablicy napisano trzy liczby trzycyfrowe o sumie réwnej 1000. Wszystkie uzyte
cyfry byly rézne. Jakiej cyfry nie uzyto?

Rozungzanie: Zapiszmy rozwazane trzy liczby w postaci ajazas, azasae, ayagag,
gdzie ay, ..., a9 sg réznymi cyframi. Dla dowolnej liczby trzycyfrowej zyz mamy

zyz = 100z + 10y + z = 9(llz + y) + z + y + =.

Zatem przy dzieleniu przez 9 liczba zyz daje taka samg reszte, co liczba z + y + 2.
W szczegdlnosci suma liczb ayasas, azasaq, a7agag, réwna 1000, daje przy dzieleniu
przez 9 taka samga reszte, co liczba (a1 + a2 + a3) + (as + as + ag) + (a7 + ag + ag).

Jesli zatem przez k oznaczymy niewykorzystang cyfre, uzyskujemy, ze liczba 1000+ k&
daje przy dzieleniu przez 9 taka sama reszte, co liczba a; + ... + ag + k, ktdéra to
liczba jest réwna 0+ 1+ ...+ 9 = 45. Zatem liczba 1000 + k jest podzielna przez 9
i w konsekwencji liczba k+ 1 jest podzielna przez 9. Jedyng cyfra k spelniajaca taka
podzielnos¢ jest 8. Jest to zatem niewykorzystana cyfra.

W réwnolegtoboku ABC D prosta przechodzaca przez punkt C przecina odcinki BD
i1 AB odpowiednio w punktach EF i F' tak, ze punkt F' jest §rodkiem odcinka AB.
Zalozmy, ze pole trojkata BEC jest réwne 1. Wyznacz pole czworokata AFED.

Rozungzanie: Proste FB i CD sa réwnoleglte. Z twierdzenia Talesa otrzymujemy
DE _CE _DC _
EB EF FB
Zatem pola tréjkatow FED i BEC sa dwa razy wieksze od pola tréjkata BEF.
Czyli [BEF] = % i[BFD] = %
Tréjkaty AFD i BFD maja wspolng wysokos¢ i réwne podstawy AF 1 BF, wiec
[AFD] = [BFD] = 2. Ostatecznie [AFED] = [AFD]+ [FED] =2 +1= 3.

D C




Czy mozna pokolorowa¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite na czerwono i niebiesko
w taki sposdb, by dla kazdej liczby n liczby n i 2n byly réznych koloréw?

Rozwigzanie: Kazda catkowitg liczbe dodatnia n mozna przedstawi¢ na doktadnie
jeden sposéb w postaci 2% - m, gdzie m jest dodatnia liczba nieparzysta, a a > 0 jest
liczbg catkowity. Jesli otrzymana w ten sposdb liczba a jest nieparzysta, pokolorujmy
liczbe n na niebiesko, a jesli liczba a jest parzysta, pokolorujmy n na czerwono.

W ten sposéb dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n liczby n = 2% - m oraz
2n = 2%T! . m maja rézne kolory, poniewaz liczby a i a + 1 sg réznej parzystosci.

Dane jest 2025 prostokatow o wymiarach 1 x 1,1 x 2,1 x 3,...,1 x 2024, 1 x 2025.
Czy mozna wybraé pewne z nich (co najmniej dwa) i ulozy¢ z nich kwadrat?

Rozungzanie: Zalézmy nie wprost, ze z pewnej liczby wskazanych w tresci zadania
prostokatéw mozna ulozy¢ kwadrat o boku n. Skoro trzeba uzy¢ co najmniej dwdch
prostokatéw, to n > 1. Nietrudno uzasadnié, ze wszystkie boki uzytych prostokatéw
muszg by¢ réwnolegle do boku ulozonego kwadratu.

Zauwazmy, ze nie mogly zosta¢ uzyte prostokaty 1 x a, dla a > n, poniewaz prosto-
katy te nie mieszcza si¢ w kwadracie n x n. Zatem moglisSmy uzy¢ tylko prostokatéw
sposrod 1 x1,1x2,...,1xn. W takim razie pole utozonej figury musi by¢ mniejsze
od n?, co wynika z rachunku

1424...4n<n+n+...+n=n2

Jednakze zatozyliémy, ze z prostokatéw ulozono kwadrat o boku 7, czyli o polu n?.
Uzyskana sprzeczno$¢ konczy dowdd.

Zalézmy, ze dla pewnych niezerowych liczb rzeczywistych z, y, 2 zachodzg réwnosci

z+y yYy+z T+ 2z
z oz oy

Znajdz wszystkie mozliwe wartosci liczby

(z +y)(y +2)(z + z)
zTYz ’




Rozwigzanie: Oznaczmy przez k wspdlng wartos¢ utamkoéw z tresci zadania. Checemy
znalezé wszystkie mozliwe wartosci k°. Wystarczy wiec znalezé wszystkie mozliwe
wartoéci liczby k. Dodajac do kazdego z utamkéw réwnych k liczbe 1, uzyskujemy

kil— T+Yy+=z _ T+yY+z _ :E+y+z‘
z Y z

Zatem albo z + y + z = 0 i wtedy uzyskujemy k = —1, albo po podzieleniu stron

powyzszych réwnosci przez z + y + z dostajemy

1 1 1

T Yy =z

czyli ¢ = y = z. Wtedy otrzymujemy k = 2.

Obie uzyskane wartosci k sg osiggalne, choéby dla tréjek (z,y, z) réwnych (1,1, —2)
i(1,1,1). Zatem mozliwe wartosci k® réwne sa —1 oraz 8.

Punkt X lezy na okregu w o $srodku w punkcie O, a punkt P # O lezy wewnatrz tego
okregu. Prosta X P przecina okrag w po raz drugi w punkcie Y, a okrag opisany na
tréjkacie X PO przecina okrag w po raz drugi w punkcie Z. Wykaz, ze PY = PZ.

Rozwigzanie: Wystarczy wykazaé, ze PY Z = {PZY . Korzystajac z twierdzenia
o kacie §rodkowym i kacie wpisanym dla okregu w dostajemy

IX0Z=2-4XYZ =2-JPYZ.
Z drugiej strony, z twierdzenia o katach wpisanych mamy
IXPZ = 4XO02Z.
Laczac powyzsze rownosci i z sumy miar katéw w tréjkacie PY Z dostajemy
JPZY =180° — JPYZ — (180° —2- SPY Z) = {PY Z.

Uzyskana réwnos$¢ konczy dowdd.




Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych z, y o niezerowej sumie spetniajacych
2?4+
T+y B

10.

Rozungzanie: Mnozac strony réwnania przez z + y dostajemy
2® +y* =10(z +y),
co mozemy zapisa¢ jako
(z —5)% + (y — 5)% = 50.

Sprawdzamy, ze jedyne pary kwadratéw liczb catkowitych o sumie 50 to (1, 49), (5, 5)
i (49,1). Zatem wszystkie pary (z,y) spelniajace wyjSciowe réwnanie sg postaci
(5+ a,5+b), gdzie (a,bd) jest jedng z par (1, £7), (£5,£5), (£7,£1).

Wykluczamy pare (z,y) = (0,0), jako Ze z zalozenia suma z + y jest niezerowa.
Otrzymujemy zatem rozwigzania

(6,12), (4,12), (6, —2), (4, —2), (10, 10), (10, 0),(0, 10), (-2, 4), (-2, 6), (12,4), (12, 6).

W kazdej z tych par suma elementéw jest niezerowa, i wyjSciowa réwnos¢ istotnie
zachodzi. Zatem sag to wszystkie rozwiazania.

W kazde z dziewieciu pdél kwadratu 3 x 3 wpisana jest liczba 0. Ruch polega na
wybraniu dwdch sasiadujacych pdl i albo dodaniu do obu liczb w wybranych polach
liczby 1, albo odjeciu od obu liczb w wybranych polach liczby 1. Czy po pewnej
liczbie ruchdéw moze sie okazac, ze w kazde z dziewieciu pdl wpisana jest liczba 27

Rozungzanie: Pokolorujmy pola tablicy w szachownice, jak na rysunku ponizej.

Na poczatku suma liczb w bialych polach jest réwna sumie
liczb w czerwonych polach. Zauwazmy, ze wsrdd kazdej pa-
ry sasiadujacych pdl jest jedno pole biate i jedno czerwone,
wiec obie wspomniane sumy zwiekszaja sie o jeden albo obie
zmniejszaja sie o jeden. Zatem w kazdym ruchu zmieniaja sie
o te samg warto$¢, wiec zawsze bedg sobie réwne.

Ale gdy w kazde pole wpisana jest liczba 2, suma liczb na
bialych polach to 10, a suma liczb na czerwonych polach
to 8. Sumy te sg rézne, wiec nie mozna dojs¢ do tej pozycji ciggiem ruchéw.

11



Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych a, b wigkszych od 1 spelniajacych warunki

bla—1 oraz 2a+1|5b—3.

Rozungzanie: Z podzielnoéci podanej w zadaniu wiemy, ze
a—1=20k i 5b—3 = (2a + 1),
dla pewnych dodatnich liczb catkowitych k, . Wtedy
5b — 3 =(2a+ 1)l = (2(bk + 1) + 1)l = 2bkl + 3L.
Przenoszac wyrazy zawierajace b na lewga strone, uzyskujemy
b(5 — 2kl) = 3(L + 1).

Skoro 50 —3 > 0 oraz 2a + 1 > 0, to I > 0. Stad takze 5 — 2kl > 0, czyli 2kl < 5.
Wynika stad, ze para (k,!) musi by¢ jedng z par (2,1), (1,2),(1,1).

W pierwszym przypadku uzyskana réwnos¢ daje
5b — 3 = 2bkl + 31l = 4b + 3,

czyli b = 6. Podobnie uzyskujemy a = bk + 1 = 13.

Pozostate dwa przypadki rozpatrujemy analogicznie, dochodzac odpowiednio do
par rozwigzad (a,b) = (10,9) i (a,b) = (3,2). Wszystkie trzy otrzymane pary
(13,6),(10,9) i (3,2) istotnie spelniajg zalozenia zadania.

Méwimy, ze ciag liczb a1, as, . . ., a, zawiera arytmetyczng trojke, jesli dla pewnych
liczb k < I < m spelniony jest warunek ax + a,, = 2a;. Wykaz, ze liczby 1,2,...,n
mozna ustawi¢ w taki cigg, ktéry nie zawiera zadnych arytmetycznych tréjek.

Rozungzanie: Zauwazmy najpierw, ze jeSli teza jest spelniona dla pewnego n, to
jest spelniona réwniez dla wszystkich dodatnich liczb calkowitych m < n. Rze-
czywiscie, majac ciag ai,as,...,a, spelniajacy warunek zadania, mozemy usunaé
z niego wszystkie wyrazy wieksze od m i otrzymac ciag spelniajacy warunek zadania
dla m. Wystarczy wiec wykazal, ze teza jest spelniona dla liczb postaci n = 2°.

12



Oczywiscie jest to prawda dla s = 1. Przypusémy jednak, ze istnieje s > 1, dla
ktérego teza nie zachodzi i wezmy najmniejsze takie s. Zatem dla n = 257! teza jest
spetniona i liczby od 1 do n = 25! mozemy ulozy¢ w ciag ai,...,a, bez tréjek
arytmetycznych. Zauwazmy, ze ciag 2a; — 1,2a2 — 1,...,2a, — 1 réwniez nie zawiera
zadnej tréjki arytmetycznej. Istotnie, gdyby dla pewnych k£ < I < m zachodzilo

(2ak — 1) + (2am — 1) =2- (2(1[ — 1),

to mielibySmy réwniez ar+a,, = 2a;. Podobnie uzasadniamy, ze w ciagu 2a, ..., 2a,
nie ma tréjek arytmetycznych. Wspomniane dwa ciagi jednak stanowia cigg wszyst-
kich liczb nieparzystych i wszystkich liczb parzystych z ciggu 1,2,...,2n. Zatem
ciag
2a; —1,2a, - 1,...,2a, — 1,2a1,2as3,...,2ay,

zawiera kazda z liczb od 1 do 2n = 2° dokladnie raz. Gdyby wiec istnialy w tym ciggu
tréjki arytmetyczne, to zaczynac by sie musiaty od liczby nieparzystej, a koiczylyby
sie na liczbie parzystej.

Zauwazmy jednak, ze jeSli warunek z + z = 2y jest spelniony dla pewnych liczb
catkowitych z,y, 2, to liczby z i z musza by¢ tej samej parzystosci. Zatem tréjka
arytmetyczna w rozwazanym ciggu 2° liczb musiataby mie¢ pierwszy wyraz w bloku
nieparzystym i trzeci w bloku parzystym, co jest niemozliwe, bo w tréjce arytme-
tycznej skrajne wyrazy maja te sama parzystos¢. Zatem przedstawiony ciag 2° liczb
nie zawiera tréjek arytmetycznych, co przeczy zaltozeniu o liczbie s. Dowdd jest
zatem zakonczony.

Na n kartkach napisano liczby catkowite od 1 do n. Nastepnie jedng z kartek wy-
rzucono. Wyznacz wszystkie wartosci n, dla ktérych Srednia arytmetyczna liczb
zapisanych na pozostatych n — 1 kartkach mogta wynies¢ %

Rozwigzanie: Najmniejsza mozliwa Srednia jest réwna

1 1 (n—1)n n
poy et (n-1)) =y 2 2

a najwieksza mozliwa Srednia jest réwna

1 1 (n—1)(n+2) n+2
(24+... = . = .
pot Bt =0 2 2
Whioskujemy stad, ze
n 55 _n+2
2 511 T2



Otrzymujemy stad 99 < n < 100. Zatem liczba n moze by¢ réwna 99 lub 100.

Zauwazmy tez, ze skoro §rednia liczb na pozostatych n — 1 kartkach wyniosta %, to

suma liczb na tych kartkach wyniosta % -(n—1), i musiala by¢ to liczba catkowita.

Zatem liczba 11 dzieli 555(n — 1). Skoro jednak liczba 11 jest wzglednie pierw-
sza z 555, to otrzymujemy 11|n — 1. Tylko liczba n = 100 spelnia ten waru-
nek. W takim przypadku usuwamy kartke z liczbg 55 i sprawdzamy, ze suma liczb
1,...,54,56,...,100 jest réwna

101-1
%—55=4995=555-9=%~99.

W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C' ma miare 60°. Przez D oznaczmy spodek
dwusiecznej kata BAC poprowadzonej z punktu A na bok BC, a przez E oznaczmy
spodek dwusiecznej kata ABC poprowadzonej z punktu B na bok AC. Wykaz, ze
punkt przeciecia prostych AD i BE lezy na symetralnej odcinka DF.

Rozungzanie: Zachodzg rownosci
JAIB =180° — YBAI — JABI =
= 180° ~ J $BAC — | $A4BC =
=90° + %{ACB = 120°.

Zatem
JEID + SECD = 120° + 60° = 180°,

wiec punkty E, I, D, C leza na jednym okregu.

Zatem JEDI = SECI = <DCI = 4DEI, wiec rzeczywiscie EI = ID.
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W pewnej klasie jest 24 ucznidéw. Kazdy podzbidr uczniéw tej klasy ztozony z trzech
0s6b spotyka sie i daje prezent jednemu z pozostatych 21 ucznidw tej klasy. Wykaz,
ze pewien uczen z tej klasy dostal prezenty od co najmniej 10 réznych oséb.

Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze prezentéw lacznie rozdanych bytlo tyle samo,

co trzyelementowych podzbioréw zbioru uczniéw, czyli (234) = 2024.

Przypus$émy nie wprost, ze kazdy uczen dostal prezenty od nie wiecej niz 9 réznych
os6b. Kazdy uczen musiat zatem dostaé nie wiecej niz (Z) = 84 prezentéw. Skoro
jednak ucznidéw jest 24, to lacznie prezentéw rozdano nie wiecej niz

24 -84 = 2016 < 2024.

Otrzymana sprzeczno$¢ konczy dowdd.

Tréjkat ABC nazwiemy podzielnym, jesli mozna rozcigé go na pie¢ tréjkatéw po-
dobnych do ABC. Wykaz, ze istnieje trojkat podzielny, ktéry nie jest prostokatny.

Rozwigzanie: Niech ABC bedzie tréjkatem réwnobocznym o Srodku w punkcie O,
a na prostej AB zaznaczmy punkty D i E w taki sposéb, zeby DA = AB = BE.

9

D A B E

Wtedy kazdy z pieciu tréjkatéw DAC, AOC, BOC, AOB, BCE ma katy o miarach
30°,30°,120°, podobnie jak tréjkat DCE. Zatem tréjkat DCE spelnia warunek
zadania.

Powiemy, ze para liczb catkowitych (a,b) jest kwadratowa, jesli liczba ab + 1 jest
kwadratem liczby catkowitej. Ja§ ma liczby 1, 2,...,2n, dla pewnej dodatniej liczby
catkowitej n. Chce on podzieli¢ je na n kwadratowych par. Wykaz, ze moze to zrobié
dla dowolnej parzystej liczby n, a nie moze — dla dowolnej nieparzystej liczby n.
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Rozwigzanie: Zatézmy najpierw, ze n jest liczbg parzysta. Zauwazmy, ze dwie liczby
catkowite odlegte o 2 tworza pare kwadratowa. Istotnie: n(n +2) + 1 = (n + 1)
Mozemy podzieli¢ wiec zbidr 1, ..., 2n na czworki kolejnych liczb naturalnych postaci

{4k + 1,4k + 2,4k + 3,4k + 4},

i kazda taks czwérke podzieli¢ na dwie pary kwadratowe postaci: (4k + 1,4k + 3)
oraz (4k + 2,4k + 4). To konczy dowdd w przypadku, gdy n jest liczba parzysta.

Zalézmy teraz, ze n jest liczba nieparzysta. Zauwazmy, ze jeSli liczba a, dajaca
reszte 2 z dzielenia przez 4, tworzy z pewng inng liczbg b pare kwadratowa, to
liczba b musi by¢ podzielna przez 4. Istotnie, w takim wypadku dla pewnej liczby
naturalnej m zachodzi réwnosc

ab=m?—-1=(m—-1)(m+1).

Skoro liczba po lewej stronie réwnosci jest parzysta, to jako iloczyn dwdéch kolejnych
liczb parzystych jest ona podzielna przez 8, a skoro 41 a to 4| b.

Jednak przy zalozeniu, ze liczba n jest nieparzysta mozemy stwierdzic, ze w zbiorze
wszystkich liczb caltkowitych od 1 do 2n podzbidr ztozony z liczb dajgcych reszte 2
z dzielenia przez 4 ma wiecej elementéw niz podzbidr zlozony z liczb podzielnych
przez 4. Skoro podzbiory te nie sg rownoliczne, to ich elementéw nie mozemy pota-
czy¢ w pary. To konczy dowdd.

Na tablicy napisano 10 kolejnych dodatnich liczb catkowitych. Czy mozliwe jest, ze
w tym celu kazdej z cyfr 0,1,2,...,9 uzyto tyle samo razy?

Rozwigzanie: Latwo zweryfikowaé, ze liczby

12345678900, 12345678901, ..., 12345678909

spelniajg warunek zadania.

Dodatnie liczby catkowite a, b spelniajg réwnosé
NWD(a,b) + NWW(a,b) =a +b.

Wykaz, ze jedna z liczb a, b dzieli druga.

16



Rozwigzante: Sposéb I: Zalézmy bez straty ogdlnoici, ze a > b. Gdyby NWW(a, b)
bylo wieksze niz a, to jako wielokrotnos¢ a wyniostoby co najmniej 2a. Zatem wtedy
mieliby$my

a+b=NWD(a,b) + NWW(a,b) > 2a,

co przeczy zalozeniu a > b. Zatem otrzymujemy NWW(a, b) = a, czyli b|a.

Sposéb II: Mozemy zapisaé a = dz, b = dy gdzie d = NWD(a,b). Korzysta-
jac ze znanej réwnosci a - b = NWD(q,b) - NWW(a,b) latwo wtedy zauwazy¢,
ze NWW(a,b) = dzy. Wstawiajac te warto§¢ do danego réwnania otrzymujemy
d+ dzy = dz + dy, skad po przeksztalceniach dostajemy d(z — 1)(y — 1) = 0. Zatem
z=1luby=1. Stad a|blub b]a.

Przekatne AC i BD trapezu ABC D przecinaja sie w punkcie P. Okregi opisane na
tréjkatach APD i BPC przecinaja podstawe AB po raz drugi odpowiednio w punk-
tach X i Y. Niech M bedzie srodkiem odcinka XY . Wykaz, ze MC = M D.

Rozwigzanie: Wykazemy najpierw, ze czworokat XY CD jest trapezem réwnora-
miennym. Korzystajac z twierdzenia o katach wpisanych opartych na tym samym
huku, dostajemy réwnosci

YAXD = SAPD oraz IBYC = 4BPC.

Z drugiej strony, katy APD i BPC sa wierzcholkowe, a zatem majg réwna miare.
Wynika stad, ze katy $AX D i 4 BY C takze maja réwna miare. Poniewaz proste XY
i CD sa réownolegte, czworokat XY C D jest rzeczywiscie trapezem réwnoramiennym.

Teraz teza wynika bezposrednio z faktu, ze trapez réwnoramienny jest symetryczny
wzgledem symetralnej podstaw, a M lezy na tej osi symetrii.




Na okregu zaznaczono 1000 punktéw dzielacych go na 1000 tukéw — kazdy o diu-
gosci 1. Sta§ wybiera 501 tukdéw okregu o koicach w zaznaczonych punktach — po
jednym tuku o kazdej z dlugosci 1,2,...,501. Wykaz, ze jeden z wybranych przez
Stasia tukéw zawiera si¢ w innym wybranym tuku.

Rozungzanie: Luk XY o dlugo$ci m nazwijmy m-tukiem. Powiemy, ze zaczyna sie
on w punkcie X, jeSli od punktu X przechodzimy do punktu Y poruszajac si¢ po
okregu zgodnie z ruchem wskazdwek zegara.

Przypusémy przeciwnie, ze zaden z wybranych przez Stasia lukéw nie zawiera sie
w innym. Ponumerujmy liczbami naturalnymi zaznaczone punkty, poruszajac sie
zgodnie z ruchem wskazowek zegara. Nadajmy w szczegdlnosci etykiete 0 punktowi,
w ktérym zaczyna sig¢ 501-tuk. Niech n bedzie liczbg przypisang punktowi, w ktérym
zaczyna sie 1-tuk. Latwo zauwazy¢, ze n > 501, poniewaz inaczej 1-tuk zawieratby
sie w 501-tuku.

Ze wskazanego ograniczenia wnioskujemy, ze kazdy tuk zaczynajacy sie w punkcie
ponumerowanym liczba z przedzialu (0,n) musi sie koficzy¢ w punkcie z przedzialu
[602, n], aby nie zawieral sie w 501-tuku i nie zawieral 1-tuku.

Z drugiej strony, kazde dwa tuki muszg konczy¢ sie w dwdch réznych punktach, bo
inaczej ten krétszy zawieralby sie w dluzszym. Oznacza to, ze tukdéw zaczynajacych
sie¢ w punktach z przedziatu (0,n) jest co najwyzej n — 501. Analogicznie, kazde
dwa tuki muszg zaczynac sie w dwdéch réznych punktach, co daje nam nie wiecej niz
1000 — n — 1 tukéw zaczynajacych sie¢ w punktach z przedziatu [n + 1,999]. Lacznie
wiec z 1-tukiem i 501-lukiem uzyskujemy

(n — 501) + (1000 — n — 1) + 2 = 500 < 501

mozliwych ltukéw na okregu. UzyskaliSmy sprzecznos¢.
Niech a, b bedg takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, dla ktérych liczba /a + Vb
jest wymierna. Wykaz, ze liczby ¥/a i /b réwniez sa wymierne.

Rozwigzanie: Oznaczmy z = Ja iy = V/b. Wiemy zatem, ze x,y > 0, oraz ze
wymierne sa liczby 23, 3, = + y. Wymierna jest zatem réwniez liczba

(z+9y)° =2 +32%y + 32y +y° =2° +4° + 3(z + ) - zy.
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Skoro liczba z2+y? jest catkowita, a liczba z+y jest z zatozenia wymierna i dodatnia,
to takze liczba zy musi by¢ wymierna. Wnioskujemy stad, ze wymierna jest liczba

(z +y)* =2 + 22y + 1,

a zatem wymierne sa takze liczby z2 + y? oraz z? + zy + y*. Ostatnia liczba jest

natomiast réwna
.3
Y

z—y '
pod warunkiem ze z # y. Licznik powyzszego utamka jest liczbg catkowita, wiec
mianownik musi by¢ liczbg wymierng. Zatem liczby z + y i * — y sa wymierne. Stad
takze ich suma 2z = 2{/a i réznica 2y = 2v/b s3 wymierne. Stad natychmiast wynika
teza.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek z = y. Wtedy natomiast z + y = 2z = 2y jest
liczba wymierna, wiec teza jest oczywista.
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